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RESUMEN

Recientemente ha sido desarrollada una teoria para tiempos
de tunelaje resonante en potenciales unidimensionales finitos vy
de forma arbitraria (a. Garcia Calderon v A, Rubic (o887, en
la cual se demuestra, utilizando las propiedades del propagador
del sistema, que la asimetria conduce de manera natural a dos
tiempos caracteristicos 'r: b4 ‘T:, {en general distintos>, para
decaimiento respectivamente a través de los extremos del
sistema. Se definen los tiempos de permanencia LI
correspondientes a incidencia por la izquierda y por la derecha.
del sistema respectivamente. Estos altimos

© expresan en

=

. . ; o L

terminos de los tiempos caracteristicos v y Ty se encuentra
m kel

que 7 /T = TO/’TL.
oL LO n ]

El propdsito de este trabajo es hacer calculos en base a
esta teoria para algunos potenciales tipicos como el de dos
delta v el de do=s bal'-r-e;-a rectangular, analizando tanto el caso
simétrico como el asimétrico.

Se presentan agqui los calculos tedricos de los  tiempos
caracteristicos y de los tiempos de pérmanencia haciendo una
variacién sistematica de lo=s distintos parametros de lo=

potenciales bajo estudio.



ABSTRACT

REecently a theory for resonant tumneling times has been
introduced <aG. Garcia-Calderon and A. Rubioc, (19872, this
theory , valid for onedimensional potentials of arbitrary shape
shows, by using the properties of the propagator of the system,
that asvmmetry leads in a natural way to twa characteristic

= O L _— Y
times 71 and 7 (generaly different) for decay rezpectively
m N
throughout the end points of the system. The dwell times T L and
(&)
T, are defined corresponding to an electron incident from the
left and right ends of the system respectively. These are the
times that the electron remains in the region of interaction.
. : - " ; o L
The dwell times are written in terms of the times 1= and 7° and
n ™
cr s U, L
it is found that 7= /v =7 /7 .
oL’ Lo n" n

The purpose of this work is to perform a number of
numerical calculations wusing the theory mentioned previously.
These refer to typical potentials such us the double delta and
the double barrier potentials. Both symmetrical and
asymmetrical cases are considered.

Results of’ the calculations are reported for the
characteristic and dwell times corresponding to a sysLlematical
variation of the parameters describing the potentials

considered.




CAPITULO 1

INTRODUCCION.

Los notables avances tecnolégicos de los vltimos afios en
el contexto de la fabricaciéon de dispositivos de estado solido
a escaiaé nanométricas ha suscitado un gran interés en fizica e
ingenieria dado que las técnicas de miniaturizacién han ldevado
a estas estructuras a alcanzar dimensiones en las cuales s=e
empiezan a manifestar nuevos e interesantes fenémenos fisicos.

Estos avances han =sido posibles gracias a las sofisticadas

técnicas reciéntemente desarrolladas COmo la MBE
Molecular-Beam-Epitaxy) Ay 1a conocida como MOGVD
(Metal-Organic-Vapour-Deposition) en 1a fabricaciéon de
dispositivos microelectrénicos, tales como las
heteroestructuras multicapas (capassc  et. al. 48D, Hoy en

dia hay una gr»;m actividad tanto en la fabricacién como en la
teoria, asi como en las aplicaciones de los nuevos sistemas.
Podriamos decir, como lo hace Kelly, éue la fisica tedrica de
microestructuras estA en su infancia con pocos resultados
rigurosos y varias iineas de ataque contendientes entre si
Ckelly, (19955.

En los fendmenos de transporte electrénico como el
tunelaje resonante vy particularmente en el problema de los
tiempos de  travesila a tLravés de barreras unidimensionales, via
este proceso, bhay un fuerte interés en obtener mejores
aproximaciones. Existen varias definiciones para estos Liémpos,
conflictivas en{.,re =1 y en su mayoria referidas a una situacién

donde hay ausencia de efectos de resonancia (M. Buttiker y R.



Londauer(1082;; J.R. Barkea 1oac:). Reciéntemente ha =ido
propuesta una teoria (gc. Qarcio  Calderon .y A, Rubic o87) que
toma en cuenta tales efectos. En ella se introducen dos tiempos
caracteristicos asociados con decaimiento electrénico a través
de uno y otro extremo del sistema. Se define el tiempo de
permanencia y éste queda expresado en funcién de aquellos.

El objetivo de este trabajo es hacer calculos numéricos en
base a esta teoria para algunos potenciales particulares. Los
problemas que se estudiaran son: el potencial de doble barrera
simétrico, el de doble barrera’ asimétrico, y como problema
introductorio se analizard el caso mas simple del potencial de
dos deltas de Dirac.

La distribucién del material es la =iguiente. En el
capitulo 2 se hace una exposicién de la teoria en base a la
cual haremos los calculos de los tiempos caracteristicos vy de
permanencia. Er‘x el capitulo 3 se calcula el coeficiente de
transmisién para el potencial doble delta v se determinan los
tiempos mencionados mediante un célc:ﬁlo previo de los polos
complejos de la funcién de Green. En el capitulo 4 se hace lo
analogo para el potencial de doble barrera =simétrico NY
posteriorménte para el asimétrico. Se hace ademas una discusién
para cada wuno de los dos casos, del comportamiento de la
probabilidad de transmisioén para diferentes configuraciones de
potencial. En el capitulo 5 presentamos las conclusiones. En
los apéndices se expone el método de la matriz de transferencia,
el método de Newton-Raphson , y se obtiene una expresién para el
residuo de la funcién de Green en términos de las eigenfunciones

de la ecuacion de Schrodinger con eigenvalores comple jos.



CAPITULO 2

TIEMPOS CARACTERISTICOS EN TUNELA JE RESONANTE.

En este capitulo ' presentaremos en forma breve las
herramientas teéricas bésicas necesarias para el desarrollo de
este tra]sajo.

Se muestra en la seccién 21 la importante relacién -
existente entre los polos complejos de la funcién de Green de
un sistema cuéntice dado y =su correspondiente espectro.
Posteriormente la seccién 22 la reservamos para exponer . la
teoria reciente sobre tiempos de decaimiento y . de tunelaje
resonante en una dimensién, que habiamos mencionado va en el
capitulo anterior, tiempos cuyo calculo numérico es objeto de

ezste trabajo.

2.1.- FUNCION DE GREEN Y EL PROBLEMA DE EIGENVALORES.

Dentro de la llamada teoria de dispersidn independienie
del tiempo, la funcién de Green es unac de las herramientas mas
poderosas. La utilizaremos en el capitulo 3 para calcular
eigenvalores comple jos de 1a ecuacién de Schrédinger.
Presentarer.nos en esta seccién  algunas de las propiedades
matematicas de la funcién de Oreen mas relevantes a nuestro
problema.

Si nuestro sistema cuaAnticao esta expresado por un
Hamiltoniano H=HO+V, donde .HO es el Hamiltoniano de I1la
particula libre y V es el potencial que caracteriza al sistema,

se definen en términos de ellos, los operadores:



G CE>=CcE-H">" <4 a>
GCE)=CE-H>* 21 &
como el operador de OGreen de la particula libre y del sistema
cuantico en cuestién, respectivamente. Ambos validos para toda
E real ¢ compleja para la cual estas inversas existan Craylor
19867,
En el espacio de configuracién el Hamiltoniano HO, esta

representado por:
2 2

<x [HOCED |‘1’>=“—-§,; —gzz < | Gy

Es claro de la definicién (2.1 que
cE-H°>6°cE>=1 23>
Tomando los elementos de matriz de (2.3 en este mismo

espacio {(de configuracién):

<o | CE-H72GCED | x" = | "> 2.4>
La ecuacién que resulta es:
n’ 8° o
[—2;?-1‘21;;2 + E]{le CED | 2" >=6Cx-x"D 25>

que es precisamente la definicién de la funcién de Green para
la ecuaciéon de Schrodinger de la particula libre que podemos
encontrar en textos basicos de mecanica cuantica. Entonces
pues, vemos que la funcién de Green de la particula libre es
precisamente el elemento de matriz del operador G°CE> definido
por (2.1 ad.

Siguiendo un procedimiento a lo largo de las mismas

lineas, obt.enemos para GCE), definido por (2.1 b), la ecuacidn:
n? 8%
[_Zn_x a2 v E - VCx)](x[G(E)Ix >=ECx—x"> 2.6>

Sin embargo nos encontramos con que los operadores de
Ureen no existen para todos los valores de E, pues si tomamos

E=E donde E son los elgenvalores del Hamiltoniano, existe un
n n

P



vector de estado |n)> tal que:

(EHWH) [n>:0 Q2.7
y no existe en tal caso el inverso de (En—l-['). Tenemos por lo
tanto que la funcién de Green, (x[G(E')lx’), no es analitica en
estos valores de E.

La consecuencia interesante de lo anterior es la
siguiente; un conocimiento, para toda E, de la funcion de Green
es equivalenie a un conocimiento de la solucidén completa del
problema de eigenvalores correspondiente. Esto es, los
eigenvalores podemos determinaploé si encontramos los polos de
la funcién de Green.

En los Hamiltonianos que representan a los sistemas
cuanticos tratados en este trabajo (caps. 3 y 4> los
eigenvalores discretos con Im(EXXO =on los gque nos interesa
determinar, las partes reales de estos eigenvalores comple jos
son las resonancias Vv las partes imaginarias sus

correspondientes anchuras. El corte ramal de esta misma figura

representa la parte continua del espectro (rayler Wess) . |

2~ ImCE>
Edos. Continucos -‘
Edos. Ligados o
! o 4
o
X X X—— |~ S S s s— Re(ED>
o

o

)

Rezonancias

Fig.2.:1.= Ell operador de Green (¢ la funcicon) ee analilice en
todo el ploano E, exceplto en leos polos y el corie ramal que se
indican. Las r?sonancius se encuentran, como es bién sabido, en
la segunda superficie de Riemann (hoja no fisica).
5i el sistema fisico tiene estados ligados, éstos




corresponderan  a polos reales y negativos. Los polos  con
Im(E_)(O representan estados metaestables que tienen un tiempo
de vida finito, i.e., resonancias.

Encontrar la funcién de Green, sin embargo, puede resultar
tan dificil como resolver el problema de eigenvalores del

sistema. Por esta razdén es usual tener una ecuacién en la que

podamos  expresar G(E> en funcién de un G (B conocido. Tal

ecuacién recibe el nombre de ecuacidn de Lippmann-Schuinger
para GL{ED, y se deriva de una simple identidad entre
operadores:

P*=0Q"+0%0 -pP>pP* 2.8
donde, si hacemos P = (E-H> y Q = (E-—Ho) obtenemos

GCEY> = GCE) + GPCEOVGCED 2.9 a>

y =i intercambiamos P y Q

GCE> = GUCED + GCEWG (E)> 2.9 b

2.2-TIEMPOS CARACTERISTICOS PARA TUNELAJE RESONANTE.

El tunelaje, que en este contexto ent.endemos como la
propagacion de funciones de onda electrénicas atenuadas en
regiones que prohiben el movimiento clasico, es un concepto tan
antiguo como la wmecdnica cuantica . misma. Uno de los primeros
ejemplos de su explotaciéon tuvo lugar en” la década de los
30’s cuando Zener publicé su teoria basada en electrones de
tunelaje a’ través de las brechas de energia en materiales
dieléctricos activada por un campo eléctrico <(c. zZener (o3,
El efecto tanel se sigue manbleniendo como un impc:rt.ant-.e
ingrediente en varios dispositives electrénicos de actual

investigacion,



La estructura semiconductora mas simple para propé=sitos
experimentales consiste de dos barreras rectangulares idéenticas
separadas por un pozo central , y la fisica basica para la
descripcién de los procesos de tunelaje a través de este
sistema estAa, en buena medida, comprendida {cohen-Tannoudji
(1o77); B. é'u:co v M. ¥Ya Azbel (1983, J. R. Barker ({oas5))),

Aqui  la =situacién fizica consiste en que una particula de -
energia bién definida E menor que la altura de las barreras
incide en una de ellas y, en general, ésta sera casi totaAlmente
refle jada; existe sin embargo uri pequefio y discreto numeroc de
estrechas ‘ventanas: con un valor de energia vy ‘de ancho
caracteristicos, Er y I'r, respectivamente, tales que cuandoe la
particula incidente raciertar a uno de estos valores Er, ésta
atravezara ambas barreras con probabilidad uno. A este proceso
fizico =se le conoce como efecto tunel resonante y a las
energias BEr como resonancias. La forma mas simple en que este
fenémeno se manifiesta es como un pico en una grafica del
coeficiente de transmi=ién vs. ener-éia, en este wvalor de
energia la particula queda temporalmente atrapada en un estado
metaestable que después decae, y la correspondiente escala del
evento esté dada por:

T = ATy 210>

(R.Tsu vy L. Esaki, (1974); B. Ricco y M. Ya Azbel, doBd,J. R.
Barker oB®) durante este tiempo entre las dos barreras se
llevan a cabo complicados procesos de interferencia
constructiva entre las ondas que se encuentran en el pozo

central en miltiples reflexiones.



Pero la situacién experimental real corresponde a
potenciales asimétricos y las cosas ya no marchan tan bién en
la‘ teoria; particularmente en los tiempos de permanencia que se
ven =ériamente afectédos por la asimetria introducida, lo cual
sugiere que el problema sea atacado con un enfoque
esencialménte distinto. El +tiempo de vida, 7T, definido por
210> es ir;dependiente de a través de cual de los dos extremos .
del sistema decae el electrén, razén-por la cual no puede ser
identificado comoc un tiempo de travesia como algunos autores
lo han considerado (R.Tsu and L. Esaoki, (1074) B. Ricco and M.
Ya Azbel, do84)) El efecto de consecuencias mas interesantes
es la disminucién en el coeficiente de transmision a energias
de resonancia. En tales circunstancias no puede aplicarse el
criterio usual de estimacién de este tiempo, conocido como
FWHM. (Full Width at Half Maximum) que consiste en medir la
anchura del pico de resonancia a la mitad de =u altura, para
después utilizar (210> y calcular 7.

Garcia-Calderén y A. Rubio 1987> demuestran para un

potencial unidimensional arbitrario, coHmo lo= procesos
, o L

resonantes dan lugar a dos tiempos caracteristicos 1 ¥ T,
n ial

asociados, respectivamente, con decaimient.o electrédnico a

través de uno y otro extremo del sistema; en términos de los

. " I (8]
cuales se definen los tiempos de permanencia, TO y T , de

L
un electrén, que cruza al sistema de izquierda a derecha y de
derecha a izquierda , respectivamente. El tratamiento lo hacen
por medio de las propiededes de la funcién de OGreen 6

propagador dél sistema, tratamiento que presentaremos

enseguida.



Consideremos un potencial unidimensional arbitraric de
longitud finita; Vix) = 0O Para x = 0 v x =z=L. Fuera de Ia

region del potencial la =olucién es una combinacién lineal de

funciones e"™* y ewikx. Podemos escribir la solucién como
vk = e arcr T para xc0 @11 @
W CRoed = tCk) etF%, para x>L, €211 &>
L

donde el subindice i denota la incidencia por la izquierda,
tdk> la amplitud de transmisién y r¢k>» la de reflexién. La
funcién de Green, G+('x.x’;k), que ‘satisface las condiciones de
frontera de onda saliente contiene la informacién de las
resonancias del sistema.

La funcién de Green =satisface la siguiente ecuacién
diferencial

2
%;52 G xR +[ K2V 0] G O ;R = SCx—x"D 242>
y la funcién de onda €2.11> a la ecuacién,

2
_g—z ko) + [kz—VCx.)] P (ko) = 0 €2.13>
ax 1 _ L

Multiplicando <(2.12> por \P_L(’k,x), (213> por Gq(x,x’;k) 0%
restandolas obtenemos

2 2 ;
\P_Ck.x)ghz(3+(x.x’;k)~G*(x.x’,-k)2+2\I{(k,x) = W (k,xIECx-x"D
i ax ax i i

(2.14>
integrando en los limites del potencial, 0 y L :

L )
2 2

{\I{(k,x)g—z G Coc,’ R — G*(x.x';k)é—z ‘I{(}a,x)} dx =
i T Ix i
o

10



& 3]
9— ¥ (-k'x)i'f" GTOx yxT s kD — G Cx i h)g— Y ko) =
dx i ax ox i
o]
L
J-th Ch,»x)6Cx—2"ddx = ¥ (k,x’) 215>
i
(8]

De 1la evaluacién de (211> en los puntos x=0, L v de las

. i +
condiciones de frontera de onda saliente sobre G (,x’;k), que

son:
+
g_ G (x,x’;k):—ik(f(x,x’;k) : —q—» G+(x.x’;k)=ikG+(x.x’;k)
ax dx
O i
Obtenemos:
lPL(k,x) = 2ik G+(0,x;k) = 0<x=<L 216>

donde hemos suprimido las primas en x (pues X es una variable
mudad,

Evaluando (211 b2> y (216> en L se obtiene otra relacién
importante: ‘
ikL

t (K> = 2ik GTCo,L;k> e 247D

esta relacion nos permite calcular las resonancias ya sea por
un conocimiento de t<(k> é de la funcién de Green, los polos de
ambas son exactamente los mismos (en el potencial de doble
delta del cap. 3 obtenemos las resonancias via la funcién de
Green y en el de doble barrera, cap.4, por medio de la amplitud
de transmiéién).(]erca de un polo aislado k =a -ib C an» b, vy

™ n n

a - N »b > es posible hacer la siguiente aproximacién
n n+ 14

11



€ 6. Darcia-calderdn y A. Rubio, (1987)).

u (x) u (x'D . : 2 2
(o, Kk s 1 L . =4[ 'Y N+ + 3
G (x,x’ kD SR Tk 5T ¢ con 1 {Jun(x)dx Sy COd+u LY}
n mn

™

2.18>

donde uh(x) satisface la ecuacién de Schraodinger con
eigenvalores complejos E = 'ﬁzkz A2m> = £ + i——; I"'n » aqui &
n T n n

representa a la posicién de la resonancia y T su ancho
n

correspondiente. Nosotros tomaremos I =1 de acuerdoc a la

normalizaciéon que hacemos en el Apéndice-D.

Habiamos dicho que u (2 satisface la ecuacion de
n
Schrodinger con eigenvalores comblejos kn = a —'ibn. es decir
n
2
c—i—z u ) + {kZ—VCxJ]u (x> =0 219>
> n n n

analogamente para la compleja conjugada de €2.19)

2
C ol oo = [ K -Peeln oo = o 2.20>
dx n n n

Multiplicando (221> por u (x>, (222> por u (x), vy
mn

restando las dos ecuaciones:

z z
At Eacd ‘3_2 U (x> - u CxD ‘1_2' a x> 4
n aax n n dx n
A 2 2 *
u (ou (X[ k ~ VCx D] -[E =V (D]l u (xxdu (x> = 0 2.21>
™ n n N n n

integrando de D a L y aplicando el teorema de Green:

L

L
2 2
x
J {uw(x) d . @ T — v oy Tz u*(x)}a'x = ||u (x)lz [k ?
o dx n n x n n n

2
3 - hn] dx
(8]

2.22>

imponiendo las condiciones de onda =aliente a u n( p ] que

=0n:

g u (xd=—ik u C(xJ] ; = u (ad=1k u C(xD (2.23 a>
dx n n n dx n nn

12




¥y para la compleja conjugada:

9w oo | o 1 oo %o €2.23 bd
dx n non d»x n non
o L
considerando gue flu (x)l dx % 1 (9. Garcia-cCalderdn v A.
m
(9]
Rubio; comunicacion privada 2, obtenemos finalmente
&
(k - k) -
u cod|?/z + Ju Lr|®/2 = —D T o p 224 20
n n 2 i n ’

¢ equivalentemente:
b =" + B" d (2.24. b>
n N ™
y =i definimos
b =ju cox|®/z vy b" =|uid|?/z . 2.25>
n m m ial
tenemos aiun otra forma conveniente de expresar la relacién

(224 b> que es la siguiente:

r =r°a+rt 2.24 o>

£°(4a bo) -ﬁz(4a bL)
non o I n n

conziderando que I”‘n = e \Y l"n = > m

. ; o L ;
Estas nuevas cantidades, ' vy ' pueden ser vistas como
il

T
anchuras parciales de decaimiento a través de uno vy otro

extremos del sistema. Se definen en términos de ellas, los

tiempos caracteristicos:

x> = RIrT ; = at €2.26>
m m ™ n

e

De las relaciones (216>, (217> y (218> y de la definicién
o B e

de & vy b podemos escribir:
mn n

¥ koo |? 2 2 K0T Ju 0| faftck-a P b? ] €2.27>
1 1] n m n m

13



vy el coeficiente de transmision:

[tk |* 2= a K*b°b"/a’tck-a >?+b%1 228>
1 Nn n 2 n

m

Evaluando (2.28> en la energia de resonancia tenemos
T¢a > = |t Ca >|% =4 rr4/r? 2.29>
1] L n n n 1]
Re=zolviendo el sistema de ecuaciones (224 c¢>, y (229>
para I“‘: y T‘t en la energia de resonancia se encuentra que:
1 g
o

r° = 2 r {14rrca 31*7%4; o=
2 n ™

1
™ bl ]

l:‘h{‘I?[RCan)Ji'/z} €2.30>
donde R(an)=1—T(aﬁ) es el coeficiente de reflexién Los signos
* que aparecen se deben a que hemos resuelto una cuadratica, y
el c¢riterico para escoger uno u otro consiste en analizar el
area del potencial para determinar por cual de los dos extremos
es mas repulzivo, v a este extremo correspondera la anchura
parcial menor.

Hasta aqui todos los desarrollos han =sido referidos a la
situacién fisica en gque la particula incide por la izquierda,
podriamos repetir todos los calculos considerando incidencia
por la derecha, pero solo determinaremés una cantidad relevante
para nuestros propédsitos, que es la densidad de probabilidad,
|‘Pd(k,x),2, "d" denota incidencia por la derecha. En analogia

con (2.16> y (2.19> tenemos, respectivamente:

‘I’d(k,x) = 2ik G+(L.x’;k.) V=x=L (2.31>

2

| ¥ ckax|? = 2k b |u 00 |*/a®] ck-a O 467 ] €2.32>
d n n n n r

1

podemos facilmente darnos cuenta de la diferencia crucial entre
227> y (2325, que es la apariciéon de b: en lugar de b?, lo
¥

que gsignifica entre otras cosas que la densidad de probabilidad

14



electrdénica es diferente en cada caso para potenciales
oae o_, L
azimétricos ya que b #b , en general.
n ™
Ahora expresaremos los tiempos de permanencia recurriendo a
la definicién usual de tiempo de retardo (Felix T. Smith (960D

en términos de los resultados 227> y (2,32).

L 2 4 # ri’

T2 = m/hah |‘Ifi(aﬁ.x3| dx = e €2.33>
Jo n n

y
- 2 4k T

TLO(CFZJ = m/hcrn Ol‘l—'d(an,xj| dx = T (2.34> '
o n n

donde Tm_.(an) denota el tiempo de permanencia para travesia de
izquierda a derecha en la energia de resonancia y TLO(Gn> de
derecha a izquierda, y =on en general diferentes. En el caso
especial de potencial simétrico tenemos b: = b: y por lo tanto

T fLa =t La .
oL n LO n

15



CAPITULO 3

EL POTENCIAL DOBLE DELTA

En este capitulo consideraremos la dispersiéonm  de  una
particula (un electrén? por un potencial unidimensional de dos
deltas de Dirac. La evidente simplicidad en el Lréxtamjento
mahemétic.:o de este sistema y el hecho de que resulta bastante
i]ustrativo_ en este trabajo en particular, nos ha sugerido
utilizaalo como un problema  introductorico antes de aboraar- a
los mistemas mas complicados en el capituloc 4,

Primero resolveremos en la seccién 31 la ecuacion. de
Schrodinger para este potencial y obtendremos una expresién
para la probabilidad de transmisién de una particula a través
del mismo haciendo notar el perfil de resonancias que se
presenta. FPosteriormente encontraremos los polos de la funcién
de Oreen asociada a este sistema {(seccidén 3.3> los cuales nos
daran informa(‘:ién precisa de lo= estados meta-estables
(resonancias) asi como de sus respectivas anchuras. Esto lo
haremos partiendo de la ecuacion dé Lippmann-Schwinger que
vimos en el capitulo 2. Finalmente calcularemos los tiempos
caracteristicos y de permanencia ((seccidtn 34> tanto para el

caso simétrico como el asimétrico.

3.1.~-COEFICIENTE DE TRANSMISION,

La ecuacion de Schi-odinger gue representa al movimiento de
un electréon a través del potencial que =se ilustra en al fig3.1
es:

n? d*w
- TS 4 (A SO + A Sx-LY) ¥ = EV 3.1>
2m o x 1 2

106



donde L es la distancia entre los centros dispersores, Yy A, XM

son las respectivas: intensidades de las deltas.

Vx>
Fig.3.1.-Poltencial doble % ElwS 5 SOy
_ 1 2
delta, }\i v )\2 son las in- I IX 111
—— y X
tensidades correspondientes 0 L

La solucién de (31> en cada una de las tres regiones de

la figura anterior =e pueden escribir como:

T(x> = q P e T x < 0

ik x -1kx .
‘l‘n(’x.) = o e + 3 e O<x<L 3.2>
P Y = i e o o % > L
IT1

(donde k=vV2ZmE 4>

Y las componentes q, , a , B8 , t yv & estin determinadas

por las condiciones de frontera aplicadas a la funcién ¥

YO0y = ¥ C0D 3.3 a>
1 II

¥ LY =% (L) 3.3 b
I I1TY

y a la derivada de ¥

g 0y = Dlcuye B gy 88 <2
cx dx 2

A
AVaxlery - STy = 202 g tes
dx o Rz

De las ecuaciones (3.3 ad y (3.3 ) obtenemos =siguientes

relaciones lineales entre los coeficientes o, 3, q v r!

17



_ mh 4 mi 1 N
ok [1 * ”{F{ﬁz}q ! [“1“-%2]'

3.4>
S mio1 o omia |
B= _[—?mz]q ¥ [1 ?E“]'
y de (3.3 b> y (3.3 d>:
t = [‘1 + —-?%%2]0{4—[—2%2](3 e EHKL
3.5>

_ | mx2 2ikL _ mAz
0 = [HTH,Z]Q e + [1 _'ikﬁz]’e
Podemos escribir (34> y (35) en forma de arreglos

matriciales de la siguiente manera {(por comodidad g=1 y s=0»

o b |
= M0 ;  donde
3 r
[ B
M™= . (3.4 bd
mA 4 mi4
= [;_-‘Er,—lzl [ - ?EZI
mh 2z mi 2z 2ikL
Uo v ] donae M"= v ot ik
0 #l ~[IA2,y JHFR pg MR,
i kh it kh

a5 b>

Podemos relacionar entonces las amplitudes t, 1 y »r
i

haciendo el producto de ML con M0

t 1
[0 ] =M [P ] donde M = M" M° €3.7>

iy



M es la matriz de transferencia efectiva del sistema. Estamos
especialmente interesados en el elemento Mzz de M, puesto que
el médulo al cuadrado de su  inverso multiplicative es el
coeficiente de transmisién (ver Apeéndice A). Explicitamente

tenemos lo siguiente:

miz mii 2ikL mAiz mAa1
Mzz = “'[ IEZ] [ TEZ] (= v + [1 - ?Ez] {1 g ;,-hk_ﬁzl {3.8>

Y el coeficiente de transmisién para el caso simétrico,

haciéndo k1=?\2:}‘, sera:

1/T = |M22|® = 1 + [ x(senaws + fcosaL)] > €3.9)
L _ mh Yz _ . _ (kA z

Notamos de la ecuacién (3.9 que tenemos transmisién total

(T=1> cuando =se cumple:
tanCkL) = ¥ (3.10>

En la fig.3.2 se muestran cuatro graficas del coeficiente
de transmisién como una funcién de la energia. Podemos observar
una serie de picos para clertos wvalores de la energia das
unidades utilizadas son eV. y A y para la masa hemos escogido
el valor de la masa efectiva utilizada por Scllner et. al, 19832
estos corresponden a algunas de las resonancias del sistema. En
la secuencia (&), &), cd, @ aumentamos paulatinamente la
inten=sidad de las deltas. Los wvalores de la anchura L, la
intensidad de las dos deltas J\i y ?\2, se indican en la parte
superior de cada grafica.

Lo primero que podemos notar en estas graficas es una

disminucion gradual de la anchura de los picos de resonancia y
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por lo tanto también un aumento en la dificultad de que la
particula  se  transmita a través del potencial a2 energias
distintas a las de resonancia, pues el coeficiente de
Lransmision desciende casi hasta cero en (c). Sin embargo se
transmitira con probabilidad uno si incide con una de las
energias ‘de resonancia (En la teoria del capitulo 2 se requeria
para el calculo de tiempos que las resonancias fueran estrechas

y no tuvieran traslape unas con otras. Sin embargo de estas

Cgraficas la mayoria no cumplen tal reguisito. El objetive de

mostrarlas aqui es establecer un’ criterio al menos cualitativo
para saber elegir los valores de los parametros que garanticen
la  validez de la aproximacién hecha en ese capitulo). El
criterio es entonces escoger deltas mas intensas. Otro efecto
de aumentar las intensidadeé es un ligero corrimiento de las
posiciones de los picos casi imperceptlible, hacia los valores
correspondientes a log estados ligados de la caja cuadrada,

esto lo podemos ver mas claro de la ecuacidn (310> =i hacemos

Ltender las intensidades a infinito,. el resultado sera:

2 zZ 2
E o= DE A, n=1,2,3,. . . 311>

n 2 m L
La Tig.3.3 ilustra el comportamiento del coeficiente de
transmizion para el caso mas general en gque las intensidades

pueden ser distintasx. Estamos graficando la  funcion T =

1/|M_ |% donde M__ esta dada por la ec<3.8), con A #A_. En
22 22 12

esla figura, s=siguiendo el orden Ca>x, (bd>, (c>, «bO vemos una

disminucion en el coeficiente de transmision. Agui hemos

partido de la configuracion 7\1=?\2=60 variande las intensidades

de manera que Ai-‘- }\2== 120.
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3.2-FUNCION DE GREEN DE LA PARTICULA LIBRE.

Determinaremos en esta =seccién el elemento de matriz
(x[GO(EJ|x’> {que es la solucién de la ecd2.2)3, vyva que lo
ocuparemos en la =iguiente s=seccidén para el problema del

potencial doble delta.
Aplicando el operador identidad, I=f]k)<h[dh tendremos lo
=siguiente:

e |[6CED 57> = <x |GOCEST %'

w

= [ <o |[GOCED | k)R] % ek
~¢0
ﬁcﬂ
= | x| (B-HT) T [Ry<R |0 ddk
-
e 2 2
= J (E + :m S 2y (x| k><k [ x">dk
-0
o0 i.k(l'x—x >
=—[E%z] J “E ey dk 312>
-0
donde saberlnos que <xlk>=(1/2ﬂ)1fzei.}'cx v <k|x')=(1/2n)1/2e_i'kf’

Para resolver (3.12) utilizamos el teorema de la integral de
Cauchy, ie., g:f(z}dz = 2ni E(Res-iduos). El contorno de

&
integracién € se muestra en la fig.3.4.

El resultado de la integral (3.12> es:

m
x| GOCED %'y = [———
ihk

] otk x| 343>

23



T Im<xo>
&
: 1
Fig.3.4.- contornos de inte- X2
K‘
gracidn para €3.12>. El de la 5= 2 Redk>
parie superior corresponde a X (X
€
xZx', v el de abajo a x{x'. 2

3.3-CALCULG DE LAS RESONANCIAS.

Procederemos ahora a calcular .los pelos complejos de la
funcidén de Green del =sistema de las dos deltas de la fig.3.1.
Nue=stro potencial es V(x)=}\ic5(x')+?\2c5(x-!..) de acuerdo a la
eleccién del origen hecha.

Definimos los operadores:

GlcEy=ce-g*>™? <3.14>

G2cE>=cE-H%>™! €3.15)

donde H‘=H°+xiéfx), y HP=H"4x_&Cx-L>,

El operadonr GCE> se relaciona con G'C(ED por medio de la

ec.(2.2) (Ecuacién de Lippmann-Schwinger>
4 o o = 1
G(CE> = G(E> + G CEJJ\icS(x_}G CE> 316>

donde GU(E) es el operador de Green para la particula libre.

Analogamente GCE)> se relaciona con G2CED por la ecuacién:

»

GCEY = G'CEY + Gi(E)hzé('x*L)Gz(E) 347>

Representada en la base de coordenada espaciales, (3.16)

queda expresada como
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x| 61 CED 2= | 6V CED [ x>+ x| 67 CEIN (SOGHCEY x>
s 8]

=¢x |GOCED lx’>+}_ij<x |G°CEJé(x”) [ 2>

=00

x| GICED |3 >dx”.

=¢x |G7CED EZIENe: |6°CE> |0><0 |G CED [ »> €3.18>
oo

donde hemos introducido el operador identidad I=I|x">(x”]dx”
-

(8 8]
y utilizado la propiedad ff(x)é(x)dxzfcm.
-0

ahora evaluamos (3.18> en x=0 y obtenemos:

. <0 |6°CE> x>
<0 |6 CED x> >= - (3.19>
1-24<0 |G CES |0)>

sustituyendo (3.19) en (3.18>:

N, <x |61 CEX|05¢0 |67 CEX x>
3.20

o |G CED [ >=¢oc | G7CED x>+ -
1—h1<0|G CE)ID)
expandiendo ahora a (3.17> en esta misma base y repitiendo

pasos anadlogos a los del caso anterior:

‘ <x |G CEY |LYCL |G CEY x>
x| GFCED [ >=¢o |G CEY | >’ >+n . €3.21>
- 1-x_<L|6 B 1>

Si sustituimos (3.20) en (321> tendremos a <x|G°CE>|x",
la funcién de OGreen del sistema, expresada en términos de la
funcién de Oreen de la particula libre (leo(E_)Ix'), que esta
dada explicitamente por 1a ec.(3.13>. No escribiremos la
expresién para (XIGZCE)Ix‘), por ahorro de espacio solamente

esaribiremos la ecuacién trascendental que nos proporciona sus




polos comple jos:

1+ (e )+ G’ A Y 1y =0 o

esta dltima se obtiene simplemente igualando a cero el
denominador de la funcién de Green, (XIGE(E)IX’>.

Lo dgue hicimos primeramente fué separarla en su parte real
U, v su parte imaginaria V, dando lugar a un par de ecuaciones
simultaneas con dos incégnitas,

U(‘an,bﬁ) = 0

3.23>
Via b > = 0
n 1o

y entonces para resolver este par de ecuaciones utilizamos el
método de Newton-Raphson para ecuaciones no lineales (que en
forma breve se expone en el Apéndice B). Sabemos que un
requisito indispensable para aplicar este método numérico es
tener a la mano valores iniciales adecuados de tanto la parte
real como de  la parte imaginaria del polo  particular que
estemos buscando. Con adecuados queremos decir, suficientemente
cercanos a las raices para que haya convergencia.

En la seccién 31 vimos que en el limite apropiado la
ec.(3.10> =se reduce a la ec{311>, esto es, a los estados
ligados de la caja cuadrada de potencial, lo cual nos da una
buena sugerencia de utilizar como valores iniciales de la parte
real del polo, Re(E), a los estados ligados de la caja cuadrada
de potencial (obviamente que =i trabajamos con energias E‘ €en

o

lugar de valores de k , debemos hacer en (3.22) el cambio de
n

2,2
g,%“ 2. Con respecto a la parte imaginaria ImC(ED,

variable E=
no hay problema en tomarla como cero (siempre y cuando se

cumpla que Re (EX»ImCE>)>, Sin embargo no t.odas las
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resonancias se pueden localizar asi pues el método falla cuando
las intensidades no son lo suficientemente altas como para que
los wvalores de Re(Eﬁ) y los de la caja estén cercanos y haya
convergencia. Recurrimos entonces a otra fuente de valores
iniciales mas precisa que consiste en localizar la posicidén de
los maxirﬁos en las graficas del coeficiente de transmizién vs.
energia (de la seccién 3.1). La ventaja de hacer lo Wtimo esta -
en que el método converge para cualquier resonancia (permitida
por el sistema), pero la gran desventaja es que tendriamos que
hacer previamente todo el tedioso trabajo de la seccion 31, En
la tabla (31> se presentan las primeras cinco resonancias para
los sistemas SIMETRICOS Cuyo coeficiente de transmision
calculamos en la secciétn 24, nos referimos a los casos
correspondientes a las graficas de la fig.(3.2>. En esta tabla
L es la separacién {en A) entre las dos deltas, 7\1 Vs, hz sus
correspondientes intensidades en este caso iguales (en eV '.ﬂi).
Y las altimas dos columnas son, respectivamente, la parte real,
Re{En), vy la parte imaginaria, Im(En),- (n=1,2z,...3 de los polos
de <x|G*CE)|x’», en unidades de eV..

El ligero aumento de la energia de resonancia conforme se
incremental; las intensidades, que apenas se alcanza a distinguir
en las graficas, es mas evidente en los valores numéricos de
Re(Eﬁ) que tenemos en la tabla (31>, asi como también la
disminucién . simulténea de la anchura del polo correspondiente.

El calculo de los tiempos que haremos con los polos de
Gix,x"k) de esta tabla seran malos en el sentido anteriormente
discutido <(seccitn 3.1, no obstante presentaremos los calculos

correspondientes por complet.ez y para exhibir con numeros la

2%
=]




n L A Az ReCE> ImdED
1 S50. 10. 10, -1350260065D+00 -.1009445572D-01
2 50 ig. 10, .5629733590D+00 ~.6945491952D-01
1 3. 50 16. 10. -1324994285D+01 -.1912133370D+00
4 ok 10, 10, .2447245941D+01 -.3648275405D+00
b 50 10. 10. .3840400178D+01 ~-.5775642288D+00
1 o0. 20. 24. .18672881311D+0Q —.3632551539D~02
2 50 20 20. .6351016881D+00 -.2709771486D-01
2. 3, 50 20. Z20. .1447322513D+01 - .8249058065D-01
4 50. 20 20. .2608428995D+01 ~-.1729106306D+00
& 50 2d: 20, .4129270390D+01 -.2960043553D+00
1 50 30. 30. .1664379423D+00 -.1836934402D-02
2 50 30. 30. .6680509325D+00 ~-.1413522276D-01
3 3. 50 30. 30. .1510806051D+01 -.4492123312D-01
4 50. 30. 30. .2702254046D+01 -.9868082010D-01
5 50. 30. 30. .4249620234D+01 -.1767384388D+00
1 50. 40. 40. .1714064981D+00 -.1102966887D-02
2 650. 40. 40. .6867337731D+00 -.8610509318D-02
4. 3, 50 40. 40, .1549008749D+01 -.2795374058D-01
4 50. 40. 40. .2762451662D+01 ~.6298228541DH01‘
5 50. 40. 40. .4331639826D+01 -.1158544060D+00
Tahbla 3.4~ Resonancias para cuatro cenfiguraciones distintas
de polenciales doble simétricos. Los pardmetros: n,
Al, hz regrasentan. respectivamente, el nivel de

. . ¢ «
resonancia, la separacion, e intensidadesde las delias

28
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gradual mejora de la aproximacién al ir del caso <a> al caso
d> de la fig. 3.4.
Por otro lado tenemos en la tabla (3.2) las resonancias

obtenidas para los casos ASIMETRICOS, mismos gue trabajamos

en la seccién 31, cuando  analizabamos la probabilidad de
trans:misién..

En la siguiente seccién veremos como estos valores de
Re(En) e Im(E“) vy del coeficiente hde reflexion evaluado en
£h=Re(En), conducen a que los tiempos de permanencia dependen
de por cual extremo del sistema ‘incide el electrén, tiempos que

son en general diferentes. Recordemos del capitulo 2 que E =

m
I'n
sn i >

anchura de la n-ésima resonancia. Notamos entonces de las dos=

» es decir £ =Re(E > y I’ ==2iIm(E ), donde I' es la
™ ™ n n m

tablas de datos mostradas, un aumento paulatino en las anchuras
de las resonancias conforme ascendemos de un estado de energia
£ & uno mayor & i Decimos entonces gque cuando n crece las
resonancias =se vuelven maAs débiles en el =entido de que el

sistema ‘“retiene menos tiempo al electrén dentro de si" como

en la siguiente seccién tendremos oportunidad de ver.
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n L Ad Iz RedE> Imd{E>
1 50. 60. 60. .1766546339D+00 ~-.5233077291D-03
: 2. 50. 60. 60. .7069923841D+00 -.4135935967D-02
. 3 . 50. 60. 60. .1582083184D+01 -.1368605226D-01
4 50. 60. 60. .2833552758D+01 -.3158851832D-01
1 50 50. 70. .1763499236D+00 -.56655623541D-03
5 2 50. 5b0. 70. .70568357567D+00 ~-.4467100881D-02
- 3 80. 50. 70. .1589691201D+01 ~.1472814161D-01
4 o8: BO. TO, .2829752045D+01 -.3384008798D-01
1 50. 40. 80. .1753305741D+00 ~-.7220392346D-03
3 2 50. 40. 80. .7019997685D+00 -.5647282398D-02
| 3 50. 40. 80. .1581858156D+01 ~-.1839367663D-01
4 650. 40. 80. .2817488339D+01 ~-.4163972591D-01
1 50. 30. 90 .1731765843D+00 -.1105108493D-02
" Z 50. 30 90. .6940743513D+00 - .B488677664D-02
. 3 50. 3D. 84, .1566179859D+01 -.2693610439D-01
4. 50. 30. 90. .2793789760D+01 -.5916914008D~-01
Tabla 3.2.- Resonancias pora tres configuraciones dislinlas
de potenciales .doble delta asimetricos. Los pardmelros: n, L
A1, hz re;reaeﬁth, respectivamenie, el nivel de la

resonancia. la separacidn, e intensidadesde las dellas




3.4.-CALCULO DE TIEMPPOS CARACTERISTICOS Y DE FPERMANENCIA.

En la segunda columna de la tabla 3.3 aparecen los valores
del coeficiente de reflexién R{gn), evaluado en las energias de
1-esonancia' para cada uno de los casos de la tabla 31, en la
tercera columna los valores de ]"n Y en laz daltimas dos tenemos,

o - L o
respectivamente, a las "anchuras parciales" ' y T dadas por
n ™

las ecuaciones (2.30)3, es decir:

© o~ €3.24>

r- =

1.2
h t

2L ot 2L Ji-IRce >3
2 n e

&)

N

r {1+[RC£ 21
1} n

(hemos hecho esta eleccién de signos debido a que la delta de
la izquierda es la mas débild), enh base a los valores de esta

altima tabla, utilizamos las relaciones <(2.26>, 2.33 y €2.34>

para determinar TL, 'ro, 5 Yy T . No= referimos a las
n n LO 0L
ecuaciones:
% 2 por° o ¢ = n1° £3.24>
™ ™ mn ™
4 aT1°
n
TOLCEh> ~ —Tr',——-—- (3.255
™ n
Y
4 A" .
n 5
R 26D
TLo(sn) T {3.26
n n

. 'L o .
donde, como ya lo habiamos dicho, 7 y 7 se definen como los
m N
tiempos caracteristicos para tunelaje resonante vy To Y

T, Somo los tiempos de permanencia del electron dentro del

sistema, cuando cruza de derecha a izquierda y de izquierda a
derecha respectivamente. Sus correspondientes valores aparecen
en la tabla 34,

Resultados de calculos analogos para el caso asimétrico

aparecen en las tablas 35 y 3.0,
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L

n Rde > I r e
n n n "
1. 0074 .2018891143D-01 .9226415578D-02 _10968249585D-01
2. .0138 .1389098390D+00 .6129235913D-01 .7761747992D-01
1 3. 0126 . 3824266740D+00 .169783B6386D+00 .2126430354D+00
4. .0093 .7296550811D+00 .3296264675D+00 .4000286136D+00
5. .0066 .1155128458D+01 .5306616812D+00 .6244667765D+00
1. .0008 .7265103079D-02 .3530469613D-02 .3734633488D-02
2 0023 .5410542971D-01 .2578893640D-01 .2840649332D-01
2 3 .0034 .1648811613D+00 .77669?6560D—01 .8731139571D-01
4. .0037 .3458212612D+00 .1623651945D+00 .1834560666D+00
5. .0035 .b920087108D+00 .2784674545D+00 .3135412561D4+00
1. .0002 .3673868803D-02 .1811922856D-02 .1861945947D-02
2. .0006 .2827044552D-01 .1377870067D-01 .1449074485D-01
3.3 .0011  .8984246624D-01 .4341924018D-01 .4642322607D-01
4. L0015 .1973616402D+00 .94808117837D-01 .1024704618D+00
5. .0017 .3534768776D+00 .1695502764D+00 .1839266012D400
1. .0001 .2205933975D-02 .1094163760D-02 .1111770215D-02
2. .0002 .1722101864D-01 .8479568348D-02 .8741450288D-02
4. 3 .0064 .5590748116D-01 .2736287542D-01 .2854460574D-01
4. .0007 .1259645708D+00 .6137328408D-01 .6459128674D-01
5. .0008 .2317088119D+00 .1125539390D+00 .1191548730D+00
Tabla 3.3.-valores del cosiiciente de reflexion R(zn), de la

arichura de la resonancia I = =2Imls )
&

L

parciales r
n

tabla 3.1.

n
! y re

mn

» ¥ de las

para Lea

poelenciales

a3z

anchuras

‘ . .
sitmelricos de la
ol A Bl )




L

8]

= Tn Tn TLO TDL
1. .713405D-13 .600426D-13 . 09b6887YD-13 .708130D-13
i .107390D-13 .848027D-14 .836314D-14 .105907D-13
1. #. .387680D-14 . 309541D-14 .306653D-14 . 382811D-14
4. .199686D~14 .164543D-14 .163011D-14 .197827D-14
B .124037D-14 .105405D-14 .104710D-14 .123219D-14
1. .186439D-12 .176247D-12 .176108D-12 .186292D-12
2, -25b232D-13 .231714D-153 .231173D-13 .254637D-13
2. 3. . 84T456D-14 .753873D-14 .751299D~-14 . 844562D-14
4. .4056393D-14 . 358787D-14 .357463D-14 .403885D-14
8. .236371D-14 .209930D-14 .2091983D-14 .235b42D-14
1. .363270D-12 .353510D-12 .353445D-12 .363203D-12
2 L477672D-13 .454233D-13 .453946D~13 .477370D-13
3. 3. .151596D-13 .141786D-13 .141628D-13 .151426D-13
4, .693655D-14 .B42348D-14 .641401D-14 .692632D-14
5, .388214D-14 .357870D-14 .357278D-14 .387571D-14
i, .601571D-12 .592044D-12 -582007D~12 . . 6015330-12
2. TT8239D~13 .752984D~13 .752810D-13 .776060D-13
4. 3, .240551D—13 .2305683D-13 ., .230490D-13 .240444D-13
4. .107248D~-13 .101905D-13 .101838D-13 .107178D-13
E. .584802D-14 .5b52405D-14 .551967D-14 . 584327D-14
Tabla 3.4.~riempos caracleristlicos v tiempos
permanencia calculados en base a los dalos de losz tablas 3.1
3.3 para los 'potenciales simditricos  doble della.
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1n R(sr Fn Fr Fr
1 .0000 .1046615458D-02 .b213769638D-03 .5252384945D-03
y il .0001 .8271871933D-02 .4106120188D-02 .4165751745D-02
3 L0001 .2737210451D-01 .1354353949D-01 .1382856502D-01
4, L0002 .6317703665D-01 .3117158472D-01 .32005451983D-01
1 .1043 .1133104708D-02 ,3836214037D-03 .7494833045D-03
o 2. .1016 .8934201761D-02 .304353363656D-02 .58%0668126D-02
3, .0974 .2045628322D-01 .1013265487D-01 .1932362835D-01
4, .0820 .6768013697D-01 .2357408601D-01 .4410604996D-01
1 3570 .1444078469D-02 .2906009581D-03 .1153477511D-02
3 2 .3485 .1129456480D-01 .2313632535D-02 .8980932261D-02
3 .33561  .367873b326D-01 .7745543969D-02 .2904180929D-01
4 3182 .8327945183D-01 .1815142034D-01 .6512803149D-01
1 6354 .2210216985D-02 .2242187622D-03 .1985998223D-02
i 2 6220 .1697735533D-01 .1793770053D-02 .1518358528D-01
3 6013 .5387220878D-01 .6049057476D-02 .4782315131D-01
4 o750 .1183382802D+00 .1430348140D-01 .1040347888D+00
Tabla 3.5.~valeres del coelicLrenie de reflexidn R{s ), da la

anchura de la resonancia [ =
n

parciales "

tabla 3.2.

y IV,

n

para

=ZIlmde

2, v de las

™

potenciales

n

anchuras

asitmélricos de la

34



n

mn

Lo

oL

1, :128248D-11 .125318D-11 .125316D-11  .126244D-11
1 2. .160302D-12 .158007D-12 .15678998D-12 .160293D-12
3 .486001D-13 .475984D-13 .475032D-13 .485948D-13
4. :211158D-13 . 205658D-13 , 205622D-18 .211123D-13
1a .171580D-11 .878228D-12 . 786669D-12 .153682D-11
o 2. 216267D-12 .111738D-182 ¢ .100391D-12 .194304D-12
3. .649600D-13 .340628D-13 .307466D-13 .b86357D-13.
4. .279212D-13 ,148235D-13 .13565601D-13 ,253516D-13
1. .226502D-11 .5T70637D-12 .366897D-12 .145632D-11
3. 2. . 284485D-12 ,T732905D~13 .477512D-13 .185358D-12
3. .849801D-13 .226645D-13 .150690D-13 .565010D-13
4, .362626D-13 .101065D-13 .689071D-14 - . 247242D-13
: I .293560D-11 .331429D-12 .120846D-12 .107038D-11
4. 2. . 366946D-12 .433506D-13 .163854D-13 .138696D-12
3. «A08818D-12 137636D=13 .548766D-14 .433848D-13
4. .460180D-13 .632690D-14 .268918D-14 .195595D-13
Tabla 3.6."Tiempos caraclerislicos y lismpos
permarencia  calculades  en  base a les dates de las  tablas 3.2
3.5 para los polenciales asimélricos doble  delta.




Para los potenciales simétricos vimos que  para bajas
intenzidades A, el coeficiente de reflexién no es cerc (O casi
cerol como  esperariamos, la razén de esto es que  hay una
peqgueha discrepancia entre los valores de 1a energia
correspondientes a maxima transmisién y los proporcionados por
la parte real de loz polos de t<kD, discrepancia que disminuye
al aumentar las intensidades de las deltas.

Los efectos interesantes se presentan en los potenciales
azsimétricos. Notamos en las tltimas dos tablas que 1":_: < l": ¥
™ > 7 ¥ t < t . La pr'l:mera desigualdad y la segunda
n n LO OL
significan gque una vez que el electrén ha sido atrapado en un
estado metaestable le es "mas dificil” escapar por <l lado

; . L O
derecho que por el izquierdo, pues recordemos que T Yy T son
T

1]
tiempos de decaimiento por la derecha y porr la izquierda
respectivamente. Lo anterior se puede intuir viendo que la
primera delta es de menor intensidad que la segunda y ofrece
por lo tanto menos resistencia al paso del lelectrén. La tercera
desigualdad es otra de las consecuencias interesantes de la
asimetria, significa que un electrén que atraviese el sistema
de derecha a izquierda tardard un tiempo t.LO, menor que el
tiempo t-OL que tardaria en hacerlo .en sentido contrario. Y ésta
diferencia =e vuelve mas marcada cuanto mas “aumenta" la

asimetria. La razén para estos dos tiempos, LLO/’(,OL llega a

ser alrededor de wun orden de magnitud.
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CAPITULO 4

EL. POTENCIAL DE DOBLE BARRERA.

En este capitulo determinaremos los tiempos
; ] L "
caracteristicos v i 3 {para n=12>; vy los tiempos de
mn N
permanencia T g T b asociados a un electrén gque incide =obre
(=]

un  sistema formado por dos barreras repulsivas cuya
forma se ilustra en la
fig.4.1. Estudiaremos por

zeparado los casos simé-

A
trico y asimétrico exhi- : v '1
i
biendo la dependencia gque PSR! I AU TN N
tienen los estados meta- —
4?1 d {z

estables del sistema con

Fig.4.1.~ Potencial dispersor

los diferentes pardametros
de doble barrera rectangular;

del potencial {alturas,

anchuras: 61 v 62; alturas: Vi
anchuras, etc .2, presen-

vy V2. E € Vi, Vz.

tando en ambos casos una

exposicién grafica y los

resultados numéricos respectivos. Pero estamos principalmente
interesados en el segundo caso, en ver el efecto que tiene la
azimetria éobre las resonancias y sus correspondientes tiempos
de vida, que exs el objetivo central de este trabajo.

El material de este capitulo se reparte de la siguiente
‘manera. En la seccién 4.1 analizamos la probabilidad de
transmisién del electrén por efecto tinel a través de las dos
barreras cuando éstas =son 1guales. {caso simétrico). La seccion
4.2 presenta los resultados numéricos de los polo=s comple jos de

la amplitud de transmisién (mismos que de la funcién de Oreend
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para el caso simétrico. En 4.3, para este mismo caso, se hace
todo el analisis de los tiempos de acuerdo a la teoria
expuesta en el capitulo 2. En la misma secuencia, para el caso
del potencial asimétrico, las secciones 44, 45, y 4.6 se
reservan para el coeficiente de transmisién, el calculo de

polos de la amplitud de transmisién y analisis de los tiempos,

respectivamente.

A-CASO SIMETRICO

4.1.-COEFICIENTE DE TRANSMISION.

Consideremos el potencial de una sola barrera como el que
se indica en la fig4.2, donde un electrén incide por la
izquierda con una energia cinética E < Vo. La ecuacién de

Schrodinger para este sistema es:

2 2
_ h d 5 -+ PO v =FE ¥ 4.1>
2Zm dx

donde:

.

Vo para x < |&72|
Vixd = {

0 para x > |{72]

T Vo
Vo %
I IX ' III
SETTSPS. A T -
-£/2 ] {72

Fig.4.2.~ Potencial de barrera
recltangular. Aliura, Vo; anchu-

ra, £

La solucitn para cada una de las tres regiones es:

3u



Y1 = 4 e "7+ B e 2N € = AP
Jr = a %+ g e I ~8/2 < x < &2 4.2>
ik -1 kx =

Yirr = C e + D e x > £72

donde: k = ¥ 2mE /A y q = ¥ 2m(Vo-EJ /A
Nos interesa encontrar relaciones lineales entre lo=

coeficientes A, B y G, D. Esto lo haremos aplicando a <{4.2> las
condiciones de frontera en x=~{ 2 y x=£{/2:

Wr(—£{720 = Y1 1(-£{72D

PriCE€s20 = Yr1al£r2)

{4.3>
gilc-—uz; = B pioy
d‘y“cc/z) s SR g oy
dx dx
t.endremos entonces:
4 e—i.k-t’/z + B exki/z - o éq{/z v 0 eqi/‘z
qf 2z -gfrz _ ikérz -ikdrz
o e + 3 e =C e + D e 4.4>
i kLA e_“‘f{/2~ B elk{/z 7 = gla e—q{f/z_ ﬁ*eq£/2}
- s 1 -1k f
o eqf/z__ % e gt 24 - iRfcC E_kaxz_ D e iF 7z
Estas relaciones lineales=s entre los coeficientes

A, B, o, 3, ¢ y D pueden ser convenientement.e expresados en

términos de matrices. De (4.4) tenemos

: k -y
o [1+L_]e(q ikr£€-z [1_____]
L q
i k - ik .
3 2 [1_i]e(q+L yér2 [1_'___]9
q q
y
- q (g-i1kyfr 2 q
\® [Ad——r] & [3-= &
:1 Lk vk
2 I (g+ikyfrz q -
51 hacemos €] producto de ambas
adecuado obtendremos la matriz M’, que

39

<q+1k>¢/z

A
(g-itkry {2z B
.55
~tg+ikydr2 -
(g-iky 2 2
4.62
matrices en el orden

relaciona G, D con A, B




=M, donde 4.7
D B
z =z 2, 2
¥ —-ik¢ kT g ;
‘ ’ il _ S M. S :
[ coshgt + 1 7y senhgl{] e 1 Tha senhgl
M = Lz 2 z 2 _-
* i}—\—-ﬁf senhagd [ coshg{ - ik . sernhgf] el}‘f

2kg 2kg

La matriz Mi, definida por (4.7 es la matriz de
trans ferencia del potencial de barrera rectangular.

Considerando ahora el potencial simétrico de doble barrera
rectangular fig.4.3), tendremos una matriz de la misma forma
que M1 para la segunda barrera y la matriz de transferencia

efectiva del sistema esta dada por el producto

M =M, ECkd) M, 4.8

L kd
e1 0

donde FE(k,d) = O ¢
4] e

de acuerdo con la teoria expuesta en el Apéndice A sobre la

matriz de transferencia.

T Vx>
Vo -
1 1 | 111
~--v---~-----J"---..----- e —— PITY To SRR -) x
=L72 0 {2 L/2+d 3¢&72+d
Fig.4.3.-pPotencial de doble barrera simdlrico.

altura, Yo; anchura, <.

51 la funcion de onda en la regidn de x > 3{72+d es
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5 <A X
¥ o= F e + G e entonces

= M €4.9>

Imponemos ahora la condicién de que la particula incida
tnicamente por la idzquierda y con amplitud 1, esto ex A=1, vy
G=0, ademas usaremos la notacién mas conveniente de: B=r, F=t.,
donde » y t las definimos como las ar;ipjitudes de reflexidén y de
transmisién, respectivamente.

Después de hacer la multiplicacién 4.8 extraemos‘ el
elemento de matriz Mzz de M, para obtener, de acuerdo a la

ec (A1), una expresién analitica de la amplitud de transmisién

o K -
kY = s {4.10>
donde
2 2.2z 2 z 2 2
. ikd _ <R -q 2tk -ikd
Mzz [—*-éia—]s'enhqé’ e + [cos'hq{ 1W Senhq{] e e

La probabilidad de que el electrén atraviese las dos
barreras esta dada por:
T = |tero|? <4.11>
y la probabilidad de reflexion:
R=1-T 412>
Se implementd un programa de cémpute para evaluar la
funciédn 4.11> en t.érminos de 1a energia, E {poniendo
k=vY2mE 7).
En la ftig.4.4 <(a) aparece una grafica de T vs. E para el
sistema cuyos parametros se indican en la figura adyacente. En

(b> y en (c) se observa el efecto de incrementar el espesor de
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las barreras. Mientras mayor sea el area de las barreras mas
estrecha sera la resonancia y por lo tanto mas fuerte. Con mas
fuerte queremos decir que la particula <(electréond escapa con
mayor dificultad del interior de las barreras una vez que ha
penetrado. Requiere un tiempo mayor para lograrlo como lo
VEremos en zecclones posteriores cuando calculemos
numericamente los tiempos caracteristicos y de permanencia.

En la fig45 la secuencia de graficas, d(ad, by, &
muestra un  adelgazamiento gradual del pico de resonancia
acompafiado de un corrimiento hécia atras en la posicién -del
mismo. El efecto de separar las barreras es bajar el nivel de

resonancia y, como en el caso anterior, hacerlas mas fuertes.




1.08 1
. B.75 4
3
w0
5 @.58
ad g~
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B -
_ l_’ 2eV g He
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- ENERCIR (eV)
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g s
£ un
b> &
£ 23
- 8.5 4-
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El cermsrmerass
50A 50% 504 e ' ' T
0.862 @.%5 9.860 @.672 B8.275
ENERGCIA (eV)
I.W-I
. B.75 4
3
]
g 9.50
=
{co W
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Tele ™ ol gl
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Fig.4.4.-coeficiente de transmisich para tres configuraciones
del polencial 's imdtrico. La secuencia {a), (b, () mueslra wl

efeclo de incrementar el espesor de las barreras.
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Fig.4.5.-coeficiente de transmisicn para tres configuraciones
del polencial simelrico, La @ecuencia (a), (b, (c) muesira el

efecto de incrementar lo separacion enlre las barreras,
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Gon esztox dos ejemplos podemos ver cémo la anchura y la
posicion del pico son mas sensibles a los cambios en  algunos
parametro=s del potencial que en otros.

En la fig4.6 presentamos variaciones en la altura de las
barreras y el espesor de las mismas pero manteniendo constante
su producto, es decir, { Vo=cte., (en particular ¢ Vo=10 eV -R
es nuestro caso). En la parte superior de ecada grafica =se
indican los valores de £, d. £, Vo, respectivamente.

Para estas graficas hemos escogido un intervalo en las
energlas  tal gue alcance a incluir todas las resonancias
permitidas  por el sistema y una particién tal gque pueda
resolver hasta el pico mas estrecho. Si seguimos en esta figura
la secuencia (ad, b, (>, (d> obzervamos que conforme aumentan
las alluras de las barreras el sistema admite cada vez un mayor
namero de resonancias vy cada vez mas débiles. Notamos que
aumentando la altura y disminuyendo el espesor manteniéndose en
10 el producto, el perfil de resonancias va tomando la forma
del correspondiente al potencial doble delta con intensidades
A1=10, Az=10, vy d=50 :‘;, Ccomparar las graflicas 4.6 {d> con
graficas 3.2¢a> del capitulo anteriord Sin embargo, como ya
antes lo habiamos discutido, estos sgistemas no retnen los
requisitos para que la aproximacién hecha en el capitulo 2 sea
valida y nos permita por lo tanto calcular sus correspondientes
tiempos de wvida s=in mucho error, pues el traslape entre
resonancias vecinas aumenta conforme adelgazamos las barreras

aungue  incrementemos las  alturas, manteniendo constante el

Area.
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o
espesor y manieniendc constanie el producic en 10 A-eV.
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42.-CALOULO DE LAS RESONANCIAS.

En el capitule 2 wvimos la relacion existente entre Ia
Tuncion de Green evaluada en los extremos del sistema con la
amplitud de probabilidad L0 para k compleja (ec. 217); la
cual es valida en la regidtn de interaccion 0<x<L, cuando la
particula  incide por la  izguierda., Estamos hablande de la
ecuacidn:

tCk> = 2ik G'CO.Lk> e K" €4.13>

Evidentemente (k) tiens los mismos polos que G*(G,I_.;k). Y
Va que conocemos de forma explici'{,a a tdkd> aprovecharemos esta
circunstancia para determinar las resonancias del sistema sin
la necesidad de encontrar explicitamente la funcién de Green.
La amplitud de transmision que vamos a utilizar tiene una
expresion algebraica dada por la ec. €4.10> pero con la
diferencia esencial de que ahora consideramos k’s en general
comple jas;: con e‘ste nuevo ingrediente estamos tomando en cuenta
la naturaleza cuasiestacionaria del sistema.

Entonces para encontrar los eigenvalores complejos de la
energia (resonancias) en nuestro sgistema debemos idear alsan
met.odo para calcular los polos complejos: de t(k> (6 ceros de
Mzz>. La ecuacitn a resolver es:

M = 0 1414 a>
2z

donde Mzz esta dada explicitamente en (4.100.

La ec., (414> es wuna ecuacidén Lrascendental de variable
comple ja, k. Para resolver esta ecuacion numéricamente lo que
se hizo fué lo mismo gque en el capitulo 3 para el potencial
doble-¢&, utilizar el método iterative de Newton-Raphson para

ecuaciones no-lineales (véase Apéndice BD.
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Un requisito indispensable para la aplicacién de este
metodo es gque tengamos a la mano valores iniciales de k =a -ib

m n mn

6 de E ==

™ i

para que  haya convergencia. Una parte importante de 1a

solucién  del! problema lo es también el encontrar una buena

fuente de valores iniciales que implique poco trabajo y

esfuerzo para nosotros.
En este trabajo utilizamos con muy buenos resultados los
valores iniciales proporcionados por los eigenvalores de la
2, z %
. \ - T knTw )
caja cuadrada de potencial £ T—0m————2, n=1,2,3,... »  donde
n 2 md

d es el ancho de la caja, cuyo valor lo tomamos igual a la

separacitén  entre nuestras barreras. Con respecto al valor

inicial de la parte imaginaria no tuvimos ningun problema en

tomarle comoe cero (" =03, pues el factor decisivo agqui e=s la

n
parte real va que generalmente & » [ .
n n

En la tabla 41 mostramos para siete distintas

configuraciones de potencial los resultados de la primera

resonancia {(aunque el método es valido para segundas, terceras

etc. siempre y cuando el potencial las admita), Con respecto a

la masa, hemos usado el valor de la masa efectiva utilizado por
Scllner et. al. (1983>: m=0.08m .
e

En los tres primeros casos n=1,2,3) analizamos el efecto

o o

de incrementar el espesor de las barreras (desde 40A hasta 60A)

Yy vemos que la energia de resonancia Re(E>, aumenta casi de

manera imperceptible; en cambio vemos coHmMo la cantidad

Fn =-2 Im(En} decrece apreciablemente (NOTA: No confundir la

"n" gue aparece en la primera columna de las tablas de este

capitule con el nivel de las resonancias como lo hicimos en
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Jas  tablas correspondientes al cap. 3, s=implemente indica el
orden de aparicién en las t.ablas, de lo= diferentes
potenciales. En cuanto al nivel, estamos conziderando el
frinerce para todos los casos)

Siguiendo el la misma tabla la secuencia n=4,2.5 vemos
para esl-oesor-es fijos de las: barreras. el resultado de
inc:remeni.ar. la separacién entre ellas (desde 40A hasta 60A).
Aqui 5n=Re(En) €S un poco mas sensible a estos cambios que en
los anteriores, también I"h decrece apreciablemente. Decimos en

este caso que las resonancias se hacen mas fuertes v mas

estable el sistema,
n L1 d l_.z Y v Re(E> ImdE>

1. 40. 50. 40. .20 .20 .6789992678D-01 -.1093132174D-02

5¢. B0. BHO. 20 .20 .6816274533D-01 -.3825482340D-03

0o

3. 60. 650. 60. .20 .20 .6824953524D-01 -.1337877868D-03
4. 0. 40. 50. .20 .20 .8645049730D-01 -.7496920495D-03
b. 60. 60. 50. .20 .20 .5484236317D-01 -.2143553253D-03

6. 25. 50. 2b6. .40 .40 .8795841095D-01 -.1326384661D-02

7. 12.5'50. 12.56 .80 .80 .1061225465D+00 -.3133822403D-02

Tabla 4.1~ , Polos de la amplitud ‘de transmisicn para siele
configuraciones distintas de relenciales sime€lricos. Los
paramelros: L:l 5 d, LZ - Vi 5 y Vz represenian, respeclivamente:
la anchura de La primera barrera, separacidn, anchura de la

segunda, altura de la primera, y altura de la segunda,
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Finalmente en la =secuencia n=2,6,7 se Iincrementan las
alturas de las barreras disminuyendo simult Aneamente los
espesores de las mismas a fin de mantener constante s=u
producto, es decir el Area de <cada barrera (10 eV'/;). El
resultado de hacer esto, como lo podemos apreciar en la tabla,
es un incremento notable en el valor de la resonancia Re(En), v
un aumento en su anchura l"h=—2 Im(En).

Extos tres comportamientos ya los habiamos observado de
manera cualitativa en las graficas de las figuras 4.4, 45 y
4.6, respectivamente. En la siguiente seccién veremos de qué

manera son afectados los tiempos caracteristicos v de

permanencia.



4.3.-CALC

Siguiendo

analizabamos el potencial

los mismos

Pasos que en

la seccion

ULO DE TIEMI'OS CARACTERISTICOS Y DE PERMANENCIA.

3.3 <{cuando

de doble-&), tenemos en la itabla 4.2

los  valores calculados del coeficiente de reflexién, de Ia
anchura de Ila resonancia I‘"h=—21m(En) y de las anchuras
parciales I": y I (: utilizando naturalmente las relaciones
(2.28), 6 sea
o_ 1 1rz, TN e 12

Fn— p r{i+[ R(sn)] } s l“h = r{i-[ R(en)] } 4.15)>
con n=1, ya que sélo estamos considerando la primera resonancia
n R<e O r r re

i n n ™

1. L0008 .2186264348D-02 .1062069714D-02 .1124194€34D-02
2. .0001 .7650964679D-03 .837&1T7T15575D-03 .3863249104D-03
3. .0000 2675756737D-03 .1351815986D-03 .1343929751D-05
4., 0004 1493284093D-02  .7349941041D-03 .76438905£80-03
5. L0001 .4287106506D-03 . 2127810610D-03 .21592956971‘)“03
6. L0005, . . 26527646321D-02 1296206534D-02 .1356562787D-0%
i L0015 . B267644805D-02 .3012725912D-02 .3254918893D-02
Tabla 4.2 ~vValores del cecefliciente de reflexicn R(Ei)’ de la
anchura de la resonancia Fl = -21m(.‘:’ 2, y de las anchuras
parciales I"l; y r(:, para  los  peolencioles simelricos de la

tabla

4.1,



Y ahora usamos (226>, ¢2.31) y (2.32) para calcular los
tiempos caracteristicos 77 y TL, y los tiempos de
n N
pPermanencia LGLy t'Lo' Nos referimos a las relaciones:
% x AT? 5 x nort 4.16 a>
N n 14) n
A Y
4 r r: 4nr "
tcu_. X —FF t:..o X T T 416 b>
n n n n

Los valores calculados de dichos “tiempos se muestran en la

tabla 4.3.

i = o T

I .619750D-12 . B8H501D-12 .585028D-12 . 619249D-12

2. .174053D-11  .170115D-11 .170093D-11 . 174030D-11

d.; .494225DT;1 .489767D-11 -4B9757D-11 ,494215D-11

4. .895541D-12 . 861101D-12 .8607700:-12 895197D-12

5. .309340D-11 . 304830D-11 .304813D-11 308323D-11

6. .507803D-12 . 485210D-12 .484958D-12 . 507540D-17

Ta_. .218479D-12 ,E’OQT_’ZEII—]'Z L201820D=12 . 21815%D-1"

Tabla 4.3.~Tiempos caracleristicos ¥ tiempos de
permanencia  calculados en  base a los datos de las  dos  tablas

anleriores.

Todos los sislemas agui son simelricos.
e e
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Dado que los potenciales son simétricos, en los siete

O L ; :
casos, tanto 7y 7 como los tiempos de permanencia LDLY LLO
La] n

son practicamente iguales. Si seguimos en la tabla la secuencia
n=1,2,3 {(gue significa como ya habiamos dicho, incrementar el
espesor de las barreras manteniendo constante el resto de los=
parametros) veremos que los tiempoes caracteristicos como
también los de permanencia aumentan aproximadamente un orden fle

magnitud. ¥ =i continuaramos incrementando los espesores hasta

e L 0 ;

infinito entonces las anchuras I' , ' y I'" tenderian a cero Yy
n 12l n

nuestras resonancias, que son “eigenvalores comple jos de la

ecuacidn de Schrodinger, pasarian a ser practicament.e

eigenvalores reales, mismos gue identificariamos como los

estados ligados del pozo cuadrado <{(recordemos de la fig.21 que

en el plano complejo E los estados ligados est#n sobre el e je

real y las resonancias en la hoja no fisica de Riemann); en estas

. : : ; o L .
circunstancias los tiempos caracteristicos T y T tienden a
5 m Aal

infinito, lo que significa que el electrdén permaneceri
confinado indefinidamente en la regién in-terna del potencial.

S5i ahora examinamos el efecto de incrementar la separacién
entre las barreraz a alturas y espesores constantes, que
corresponde a seguir la secuencia n=4,2,5 en estas tablas,
veremos due aqui también disminuyen las anchuras J'“n, l": Y I":, y
por consiguient.e crecen los tiempos caracteristicos y de
permanencia.

Por altimo, la secuencia n=2,6,7 muestra que, a diferencia
de  los comportamientos anteriores, las resonancias se debilitan
cuando se incrementan las alturas manteniendo constante el area

L.

de las barreras. Que 'y r’ aumenten, & equivalentemente que
mn n




L s} B
T Y . T decrezcan, significa que el electrén decac ma
i n

i}

rapidamente; vy la disminucion de +t LY LL » gque el potencial es=s
oL~ o

mas permeable al pa=so del electron.

B-CASO ASIMETRICO

4.4 ~COEFICIENTE DE TRANSMISION.

Ahora resolveremos un caso méas general en el cual las
barreras rectangulares no son necesariamente iguales sino que
podemos variar en forma arbitraria los paréametros que definen a
cada una de ellas. La fig.44 ’ nos  muestra dos barreras
rectangulares cuyas matrices de transferencia individuales son
de la misma forma gue 47> de la seccién 4.1 aungue con
distintos parametros, y el calculo de tales se sigue a lo largo
de las mismas lineas.

Para la primera barrera tenemos entonces:

K*-q) —ike KErq)
[coahqiii + 1—2}?&: .s-enhqifi]e 1 —[l_iﬁ:] .*:uenhq,-i{1
M1= R2+qj kz—qf iui
[ 1—5}2—(}—1—] .5‘:5-m"1q1 fi [ coshq121~ T qu: Senhqi {1} e
4 .17>
y para la segunda:
K -q —ikt xrq;
...._—.4_._...._-. - % —_— '_______ h ~
[coshqz(z + 1 quz Senhquz]e 2 [1 quz]sen qZ{’Z
M= k2+q§ K*-q? ike,
[ 1——5;\-_—5—2--] .s*e-nhqz (2 [ c-oshqzizg 1 qu: senhqz é’z] e
<4.18>
La matriz de transferencia efectiva del sistema, de



acucrdo a la teoria expuesta en el Apéndice A, es
M = MEC(k.d)M 4.19>
donde el elemento de matriz Mzz de M nos proporciona la
amplitud de transmisién de la siguiente relacién
1

y M de manera explicita es:

22

2z

2,z 2z, 2
e, tq, kK -q,
Mzz: qui] 2quz].:-'::—;-nhq:t «fisenh ._q2452+ [co.s'hqié"i—i-z—qui Senhqi 45’1]

kz_qz
—Zsenhg, t‘]éZ‘kd e c4.21>
Z

[CO.S‘th Zz+i Sk

Las expresiones para el coeficiente de transmizion y de
reflexién estaran dadas respectivamente por

T=[tck>|® v R=1-T €4.22>

Al igual q;Je en el caso del potencial simétrico se disefio
un programa para evaluar T en funcién de la energia E.

Lo primero que podemos notar en las graficas de T vs. E, a
diferencia dal caso simétrico, es que los maximos de
transmisién ya n.o alcanzan el wvalor de la unidad, lo cual como
veremos en otras secciones, t,ien;é importantes consecuencias
sobre los tiempos de permanencia de] electrén (figs4.7, 48 vy
4.93.

En las graficas que aparecen en las figuras 4.7) y 4.8
podemos apreciar como disminuye T(si) cuando so6élo hacemos
variaciones en las alturas de las barreras y en las anchuras,

respectivamente. Por ultimo en la fig. 4.9 hacemos variaciones
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en las alturas para una configuracién de potencial que admite
variaz resonancias. Las variaciones hechas en los parametros
del potencial fueron de tal forma que se mantuviera constante
el area total de las barreras, (en todos los casos fué de 20 eV-
A>. En las graficas de estas tres ultimas figuras es evidente
un  decrecimiento de la probabilidad de transmisién en las
energias de resonancia, este decrecimiento ez el responsable de
la diferencia en los tiempos de permanencia gque resulta en
potenciales asimétricos como lo veremos en la ultima seccién de
este capitulo. Sin embargo por ‘el traslape entre resonancias

los calculos de los tiempos correspondientes no serian muy

confiables en este ultimo caso.
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4.5.-CALCULO DE RESONANCIAS.

Hacemos exactamente lo mismo que en

nuestra expresién para

la seccitn

4.2 pero

t{k> estara dada por la ecuacién (4.18>,

Los eigenvalores de la caja cuadrada también son agui
utilizados como valores iniciales. Los resultados obtenidos
aparecen en la tabla 4.4,

n L d L A% A% ReE> ImdED

1 2 1 2

1 50. 50 Lo 18 22 .6780259743D-01 .4223673232D-053

2 50. 590 50, 16 24 .€710696412D-01 .5518042134D-03

3 50. &O, 50 14 .26 .6572887606D-01 .8037243702D-05

4 45. BO 8t =0 20 6814373900D-01 .43€TTE8246CD- 03

5 40. 50 60 . 20 20 .6B0B0O72189D-01 .61494Z3186D-33

6. 385, hB0. 66, .20 .20 .6785340932D-01 SERI1IERTOED-(*

7. 25, kO, &h, .36 .45 .B754914£15D-01 1450473305D-02
Tabla 4.4.~Resultados numericos de la parte real RE(E’ >, v de la

imaginariao para la pPrimera resonarcia de siele

parte Im(‘si)'

- .
polenciales osimelricos cuyos paramelros se

con L’, d, Lz,' \v”, y Vz.

60

indican a la izquierda



En  los primeros tres casos (n=1,2,3> se introduce la
asimetria en las alturas de los potenciales con V: (‘JZ,.
manteniendo iguales las anchuras de las barreras, d1=d2'

Después consideramos la asimetria pero con di;'fd:g a alturas
constantes V1=V2, en la secuencia n=4,5,6. Y por ultimo en n=7
tenemos barreras mas altas y estrechas pero de area total igual
a las anteriores (20 eV.A).

Aungque no notamos cambios importantes en los valores de
Re(Ei dy  de 1111~‘.'.E1 2 en esta altima tabla, veremos en 1a

miguiente =seccién cémo  influye ‘considerablemente la asimetria

sobre los tiempos de decaimiento y de permanencia.

4.6.-CALCULO DE TIEMPOS CARACTERISTICOS Y DE PERMANENCIA.

En la tabla 45 presentamos a los valores del coeficiente

de reflexién evaluado en la energia de la primera resonancia
R(Ex)’ para cada uno de los casos asimétricos considerados en
la tabla 4.4; {ambién tenemos en las restantes columnas los
valores calculados para la anchura de  las resonancias - I“i, v

para las anchuras parciales 1"]: y F':, calculadas éstas en base a

los datos de la tabla 44 y mediante las relaciones (4.15).
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n R<s > r B e

i n n n
1. L1767 .8447346465D-03 .4896729735D-03 .1198796319D-02
2. .5126 .1103608427D-02 .3134932462D-03  .18937253608D- 2
3, .7TE6€9 .1607448740D-02 .1997430405D-03 .301515444¢D=202
4. .2333 .BT735576492D-03 -45161114590-03 . 129550415°D-02
5 L6137 .1228&B6303D-02 .26E404€E857D-03 2153367911D-02
6. .8445 - . 1936231142D-02 -156865591€D-03 L 371E857669°D-02
7. L1856 L 29C09EETIID-(2 LITEEBEZEB42D-02 40450254 612D)-00
Tabla 4.5."'\":‘.0”.—5 del coeflicrerte de reflexidn R‘(._-?i). de la
arichura de la rescrancio [T 2 =2Imie D, 3 cie las o by e

i i

parcialec Ft’ ¥ F(:. para loe polerncialey de la table 4q.4,
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Y ahora ahora con

los datos de

esta ultima tabla

y las

formulas 1.16 ad y 4.16 b> obtenemos los tiempos
caracteristicos 7= y 'ro, y los de permanencia t_ y t ., éstos
1 1 oL LO
se encuentran en la tabla 4.6.
L o
n T T T3 T
n n LO oL
1. .134420D-11 .548608D-12 .180674D-11 .4426860-11
2. .209962D-11 . 347578D-12 .677684D-12 .408370D-11
3 .328532D-11 .218303D-12 .203628D-12 L 307231D-11
4. .1405748D-11 . BQBOTBD-12 L186816D-11 . 446977D-11
5. .247074D-11 . 300094D-12 .463704D-12 .381778L-11
6. .418558D-11 ,177151D-12 .110178D-12 . 260940D-11
T .374693D-12  .162714D-12 .549591D-12 | 1265581:-11
; i L o :
Tabla 4.0‘.,-TL9mpos caraclerisiicos T’. 'T‘. b4 trempos de
permanencia T ’ T - para los polencirales asimélricos.

Lo oL




Para los tres primeros casos (ennumerados con n=1,2,3>, al
disminuair la  altura de la  primera barrera incrementando
simultaneamente la sepgunda, la discrepancia entre los tiempos
de permanencia aumenta y la razén entre los ultimos adquiere
los valores de t /t = 04, 01, y 006 para n=1, 2 y 3

Lo’ oL
respectivamente, alrededor de un orden de magnitud.

En los =iguientes tres casos n=4,5,6>, en los cuales a
alturas iguales reducimos el espesor de la primera barrera e
incrementamos el de la otra, se obtiene también una gradual
disminucién en la razén LLO/LDL,’ cuyos valores fueron: 0.3, 0.1
y 0.04. En el ultimo caso n=7> la razétn fué tLO/t0L=D.4‘

En todas las siete configuraciones examinadas agqui tuvimos
tL0<t0L, O sea, que el electron tardard  menos tiempo en
cruzar el sistéma si incide por la barrera mas fuerte que por
la mas débil. For otro lado, una vez que el electrén es
atrapado en uno de los estados metaestables (en este caso el
primero> el tiempo de decaimiento a través de la barrera

izquierda es menor que el tiempo de decaimiento a través de la

0o, L
barrera derecha ¢ 11(71 J.
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CAPITULO ©

CONCLUSIONES

Para los potenciales unidimensionales considerados en este
Lrabajo =e presentd, por urn lado, una discusion del
comportamiento de la probabilidad de transmision para distintas
configuraciones de potenciales. Por otro lado, se obtuvoe la
solucion numérica de la ecuacién de Schrodinger con

eigenvalores comple jos {resonancias), para rosteriormente

mediante un conocimiento de los Ultimos, calcular los tiempos

caracteristicos para tunelaje  resconante G tiempos . de
i O L 2 .
decaimiento T 5 T a través de los respectivos extremos del
n 5]
zistema, y ademas los tiempos de permanencida Ty ¥ T
Q

correspondientes 2 incidencia por la  izquierda vy por 1a
derecha, respectivamente.

En el capitulo 3 =se presentd para el potencial doble delta
simétrico un analisis cualitativo del coeficiente de
transmisién en donde las graficas de T vs. E muestran un
adelgazamiento de los picos de transmisién en las energias de
resonancia conforme =se incrementan las intensidades de las
deltas, lo cual se refileja en un aumento de los tiempos
caracteristicos y de permanencia del .=sistema.

Con respecto al caso asimétrico las correspondientes
graficas muestran que la altura de estos picos disminuye cuando
la asimetria aumenta , y la probabilidad de transmisién en las
energias de resonancia ya no alcanza el valor de la unidad como
en el caso simetrico. El resultado de todo esto es que los
tiempos caracteristicos difieren (=t Yy en consecuencia los

r N

der permanencia (T,I#‘I'lr). Lo anterior significa que los tiempos
LI O

dependen  de por cual de los  dos  extremos  del  sistema el
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electron incida.

En e! caso del potencia! simétrico de  doble  barrera
rectangular {(cap. 4> =se hizo también una variacidn sistematica
de los distintos parametros del potencial (anchuras, alturas,
etc.d). Observamos por ejemplo, que un aumentso gradual en los
espesareé de las barreras produce una gran disminucién en la
anchura de la resonancia (en este caso =6lo consideramos la
primerad y e=sto leva a gue los tismpos caracteristicos v de
permanencia aumenten y gue por lo tanto la particula tarde mas
en decasr & a atravezar el =istema de barreraz. Otra vardsacison
gue se hizo fué el aumentar paulatinamente la separacidén entre
laz barreras manteniendo constantes los restantes parametros y
esto  influyd principalmente en la energia de resonancia, no
tanto en =au anchura. En este cazo la energia de resonancia
disminuye al aumentar la separacién, =su anchura sélo decrece
ligeramente y los tiempos, To, T , T __, T. , =e incrementan

. n n oL LD
también ligeramente. Una tercera variacién consistié en hacer
crecer las alturas de las barreras disminuyendo simultAneamente
el espesor de las mismas a fin de mantener constante el Area;
la primera resonancia aumenté en su valor Y en su anchura, pero
1a apal\icif};n de nuevas resonancias en el sistema fue el efecto
principal de esta variacion

Del parrafo anterior podemocs concluir lo =sigulente: la
anchura de, la resonancia (y por lo tanto los tiempos)> depende
principalmente (6 es mas =ensible) a cambio=s en el Area de las
barreras. El valor de la energia de resonancia es mas facil de
manipular por medio de variaclones en la separacién entre las
barreras. Asimismo el nimero de resonancias admitidas por el

sizstema depende de la altura de las barreras, mientraz mas
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altas mayor e el numero de resonancias.

En el capitulo 4 se considero también el caso de=)
potencial  asimetrico de barreras rectangulares presentando
también tres variaciones sistematicas de sus parametros.
Primero se variaron las alturas (‘.’174"2) a ldguales espesores vy
separacién constante, y luego manteniendo constantes las alturas
y la separacién, se variaron los espesores ({?1?-’1’,’2). El Area se
mantuvo constante en cada caso. Los resullados de estas dos
variaciones fueron imuy semejantes: disminuir el coeficiente de
Lransmision evaluado en la  “energia de resonanciz. La
consecuencia de esto es que los tiempos (caracteristicos v de

S . O_,_ L
permanencial resultaron =er diferentes: T 2T, T _  #T .,
n N oL LO
: o
llegando a ser la razon entre ellos (7 /T y T /7t > hasta de
ka] n - Ok LO
un orden de magnitud. Esto significa que, en general, para un
potencial asimétrico el tiempo que tarda el electrén en
alravezarlo de izquierda a derecha y de derecha a izquierda
sera diferente en cada caso. Una vez que el electrén ha sido
alrapado en un estado metaestable tendra tiempos de decaimiento
T o L ,
distintos (7 #1 > dependiendo de por cual de los extremos
il n
abandone al potencial. Por ultimo se repitio el analisis en la
variacion de las alluras de las barreras pero ahora partiendo
de una configuracién en donde las barreras eran mucho mas allas
y mucho mas delgadas gue en los casos anteriores. A
consecuencia de esto los valorexs de T en las resonancias
disminuyeron <{aqui se presentaron varias resonancias). Aungue
en realidad en este Gltimo caso el calculo de lost tiempos no es
muy  confiable deblido al tGraslape presentado entre resonancias
vecinas, pues la teoria en gque nos basamos para el calculo de

los  tiempos  exige como requisito gue las  resonancias  sean
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al=ladas.

La dizscu=sidn presentada agqui para esto=s =istemas
unidimensionales particulares establece criterios que -pueden
ser utiles en el dizefio de disposzitivos de tunela je resonante

con caracteristicas ezpecificas.

El calcule de tiempos caracteristicos y de permanencia para

estos iztema

il
i

bajo la influencia de un campo eléctrico; el
investigar el motivo de la ligera diferencia entre los wvalorez
de la energia de méxima transmisién vy la parte real de= los
correspondientes polos de Lk para k'=s comple jas; ' la
extenzion de la teoria para el caso de resonancias cercanas 6
traslapadas, =on problemas gque =se desprenden como secuelas de

ezte trabajo para estudio posterior.

68



APENDICE-A

LA MATRIZ DE TE&NSFEEENCI A

A.1.-DEFINICION.

[
i}

Consideremos un potencial unidimensional VYx) sujeto a 1
siguientes condiciones:
a~ VOGo ;S real y univaluado.
3= V(x> es de forma arbitraria en la regién finita, x<|€/2|.

¥— VGO vale cero fuera del intervalo [-£72,{72].

La figura A1l ilustra al potencial en consideracién.

T VixD

e

arbitrarie dentre de la region I1I 1 >
2 ~172 Ti/2 %

Fig A1.- El polencial es de forma

y cae a cero fuera de este intervalo.

La funcién de onda asociada a una particula de energia E

debe smer solucién de la ecuacién de Schridinger

2 2

- B -d—z + Vixd + E| ¥(x> = 0 A1
Z2m dx - :
: ; ~ikx . 2,472
En la regidén 1 la funcién ‘ij(x)=e con  k=(ZmE/N")

satisface a la ec(A1>. Luego, en la regién III la solucion

debe ser urn:a combinaciéon lineal de las soluciones

. Lk -ik ; ik -ik
independientes e ™ y e "% | esto es, @In(x):Mﬁe X+sze e

tkx

También la funcidn @;(X)=e— ez solucién de A1) en la

region I, analogamente en la regién 111 la solucion sera de la

ik x -1k
forma I OoOo=M e + g
I1I 12

M
22

La forma mas general de la soluciétn de (A1) es una
combinacién lineal de las anteriores funciones, es decir,

Pk, % y=AF GOHA'E (%D, CA.2D>
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En la region I x<-£/2), la funcién de onda es entonces

F k0mA et FXapre T HEX CA.3>
I X 1
Yy en la region 111 es
B Ckpo=A et FReRr oV CA.4>
IIX I1TI ITI
donde
A =M A+M A
ITIT 11 I 21 I
- CA5)
A’ =M A+M A
I1Y 12 X 22 I

(A5} puede ser convenientemente expresado en términos de la

matriz M{k) de 2x2 definida de la =miguiente manera:

Mcao=| ' *?| donde Tiomao | 1. CA.6)

24 z22 111 I

A esta matriz se le conoce como matriz de trans ferencia
del sistema. qu elementos son en general funciones complejas
de k que dependen de la forma del potencial en la region 11

M{k> nos permite relacionar lz.a:‘; amplitudes de la Tfuncién
de estado en la region III con las amplitudes de la funcién de

estado en la regién I.

A.2.-PROPIEDADES DE MCK).

A continuacién se enlistan algunas de las propiedades de
la  matriz ,de transferencia, las dos primeras se basan en
principios de =imetria como la invariancia temporal vy la
conservacién de la corriente de probabilidad. La demostracion
de las dos primeras propiedades pueden consultarse en algunos

Ltextos de mecanica cuantica (Merzbacher, 170, <. Cohen-Tanoudj
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as7»)  CGon respecto a la tercera , en los mencionados textos
se presenta el caso particular de una cadena periddica de
barreras, cuya generalizacién para el caso no peri6odico, no
introduce conceptualmente mayores complicaciones (Para un

tratamiento general consultar el articulec de Erdos y Herndon,

(10827

L W
(P1). Mﬂ:L w= Mzz N M21 = M1z - CA.TD
(P2)- detMdk> = 1 (A.8D

(P4)~ Una cadena de N potenciales, de forma arbitraris v
ezpaciados tLambién de foima arbitraria ddig A2> e=sta
representada  por una matriz de transferencia de la

forma:

MCk> = M (kDE  (kOM  (k)...E_ (kDM C(KDE <k>XM <k> CA9D
N N-1 N 2 z 1 1

donde la matriz En('k) estAiA definida como:
E k> = E(k,dd= CAA0D
n N

y M (k> es la matriz de transferencia de la n-ésima
T

barrera.

Fig. Ald- Cadena - no periddica de N polenciales de forma

arbitraria y a espaciamientos arbitrarics.
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En  particular, =i en (A6> hacemos o= 0, A= 1,

ITE i 3
A=y, A = 1, entonces tenemos que:
1 117
t i M 1
_ | 11 12
4] M M X
21 2z
de donde obtenemos 4L =M +M y 0 =M +M r. Resolviendo
11 42 z1 22
para t obtenemos el resultado:
MiiMz2 - Mi2Mz14 detMOkD 1 .
; = B et 3
s Mzz2 Mzz Mz2 AL,

Esta es una expresion muy simple para la amplitud de
transmisién frecuentemente utilizada.

El coeficiente de transmigion seria entonce;’:'

T= [£.CKO |2=m1—]—2 CA12D
227
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APENDICE-B

Este métode mumérico permite calcular las raices de un
conjunto de N ecuaciones con N incégnitas. Presentaremos
s6lamente el caso N=2 por simplicidad, el +tratamiento mas

general se sigue a lo largo de las mismas lineas.

Supongamo=s gue nuestras ecuaciones a resclver son

@, vI=0
(B.1>
W, w2=0

5i xo 5 _\)0 =on valores aproximados a » e v , y h, k.son
correcciones de ambos , escribimos:

x = x + h
= CB.2>

\

4+ B
v+ ok
tendremos por lo tanto, en virtud de <(B.1),
¢l + h ,v + k D=0
® < <B.3)
w(»x0+ h = M E >=0
expandiendo por el teorema de Taylor:

¢>(:><:D+ h ,yo+ & )=¢:(x0,y0)+h[g§:_]+k [g—fj—]-t Q2+
= - ¢B.4)>

wix _+ h ,p + k d=pix vy dth [gi’ ]m [gr’ ]+ O(2)+....
: [a] O

si h vy k son lo suficientemente pequefios como para despreciar

s=us cuadrados, productos y potencias mavores entonces podemos

hacer la siguiente aproximacion:

. ¢ (8 Y
¢’{X0)}’c' >+h [Er];k [5-}7“*]0-\. 0
{B.5>



Resolviendo este sistema de ecuaciones

correcciones b y k:

. o¢ 9P 1 s
dJ(Xo - }’0) [ay ] ) [5;._ ] X ¢(ko ,-)5'0)
(&) (83
R L oy iR WA
W(:’Lo : yo> [ay ] [&x_] w(xo i 3’0)
: o o
h = h =
D D

5], (3]

Asi para la primera iteracién se tendra:
¢ = + = v + k
*~ %o hi Y~ Yo 1

para la segunda:

{hasta La convergencial
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APENDICE-C

La ecuacién de Schrodinger con eigenvalores complejos la

esmcribiremos como:
WD+ CKS=VEaeddu Cx)=0 G.1>
n 1a] n

donde las primas en Ju”{x> denotan la segunda derivada con
™

respecto a x. Por otro lado la funcién de Green satisface la

ecuacion diferencial:
G"Coc, ok + CKO =V CxdIGCx, 5’ k) = SCx—x") Q. 2>
n

tanto wuw (x2 como GCx.,x';k) satisfacen las condiciones de
n

frontera de onda saliente, es decir:
u' (0 =—ik u (0D uw' L) =ik wu CLD C.3 ad
n ™ ™ T n n
G'CO,x’;k) = —ik GC0,x*;kY GCL,x’;k> = iknG('L,x’;k) G.3 b
n

donde 0 y L son los extremos del sistema como lo habiamos

establecido en el capitulo Z.

En la vecindad de un polo simple, k=k , la funcién de OGreen
n

puede escribirse como:
GCx,x*;R) = — 2 4 FCx,X';RD C.4>

donde f(x,x';k) es una funcidén regular en kh v p'{x.x’) es el

re=siduo de G, x' kD en k . Sustituyendo C.4> en C.2>

n

obtenemos lo siguiente:



1 2 m
2= 4P Coe,me C—VC "o, et +
e {,un(x_ x') + (K l(x)),o'{ﬁ:x,:x )}
n .
{E'-“(x'x”-k) ¥ (;12_;;(3(.-))5(.9(_3{,;&3} = SCx—x’D CC.5>
kz

sumando v restando a (6.5 el término k_; {,o Cx,x’)}:
<K N
nm™

k—k

n

e {p:(x.x’3 + €k2~VCx))pr,x’)} + CC.6)>
n mn
{t‘”(x,x';k) + C}Q2~V{'x))?j(x.x’;k) + (k+kr)pgx,x'.) = é(x—-x')}:()

=i tomamos ahora el limite de esta expresién cuando kB — Ek  las
.M
dos expresiones entre llaves deben anularse separadamente, esto

ex!

PEx, 'Y 4+ CRZ-VExIIpCo,x*> = 0 €C.7>
n n

f“(x,x’;knJ + (kz—V(x).)E"(x,x’;kh_)-F 2k pﬁx,x’) - 6{x—x’) =0
n n

C.8d>
Las condiciones de frontera para estas dos ecuaciones
diferenciales para p y ¢ se pueden conocer sustituyendo <C.4>

en las ecuaciones (€3 b), haciendo esto se obtiene:

xlz {P’(U»X') + ik p(D,x')} +{f’(0,x‘;k) + ikf(o,x’;k)} = 0
= ™ "
"n -
CG.9>
= {?’(L-X”J - ik pCL.x’)} +{£'cL.x';k> - ik{(L.x’;k)} = 0
k_ k Al ™
™

€G.10>
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i k. 2
Sumando vy restandoe el término A kh{p (O.x”)} a la
< n

n

ecuacion €.9> y =i k—k obtenemos las condiciones de frontera
m

para g v & en x=0:

]

{,r:)’('o,x') + ik ,o(D,x")} = 0 C11 ad

n n n
{Z}"(O.x’;kn) +ARECO, xRk D+ ipf(),x’)} = 0 G111 b>

n ]

Analogamente en x = L
{p’(L,x’) - ik p(’L,x’)} =0 G112 ad

™ n n
{E’(’L,x';kn) — ikE{L,x’;kP) = ipgl_.,x’)} = 0 {C.12 b>

Yemos que p{x,') satisface la misma ecuacién diferencial
n

que u C(x) asi como también la= mismas condiciones de
n

frontera § por lo tanto oL, ) y u (xJ deben ser
- ™ ™

pProporcionales, es decir:
pr(;x,x’) w uan)X(x’) C.13D>

Para = determinar el factor de proporcionalidad XCx’D
multiplicamos (€8> por u (x> y <C1> por ¥E(x,x;k > y al restar
n 18]

las ecuaciones nos queda, después de aplicar el teorema de

Greern: )

L 1.
[u CEWa Wk ) » ECoe,x? s R )u’(x)] + 2k J-p(-x.x')u (xddx =
n ] ™ n o n (in m

1.
= Ju Coe IS Coe—o¢ ' D CGC.14>
T
o



ahora utilizamos las
v sustituimos (G123 en (C13)> para oblener finalmente:

u_(x’)
L CC.15)

X(x™) =
. Ly 2 oo ____i__ s 5
Zl\ﬁ [fouh{x)d,n 4 TE Cu“cL> 1+ u’cod )]

mn

Entonces la expresion para el residuo de la funcién de

Green nos quedara de la forma:

ol x’) = i 2 €162
2k _ [rzuz(x)dx + 5%_ (i*cLy + u’cod )]
ad N <
15}

Este resultado nos sugiere como normalizacién para las

u (xJ la condicidn
m

[Fuloodax + 55— Ly + u’co )| = 1 CCATd
O n 2k

n
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