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Resumen de la tesis de Miguel Abraham Mojarro Ramı́rez presentada

como requisito parcial para la obtención de la Licenciatura en F́ısica. Ensenada,

Baja California, México, junio de 2021.

Sistemas de Dirac bajo radiación electromagnética

Los materiales bidimensionales han mostrado ser buenos candidatos para liderar

la próxima generación de dispositivos electrónicos dada su baja dimensionalidad y

propiedades f́ısicas únicas. En particular, los sistemas de Dirac tales como el gra-

feno, el borofeno y los aislantes topológicos, por mencionar algunos, son acreedores

de propiedades electrónicas bastante exóticas gracias a la naturaleza relativista de los

portadores de carga que residen en ellos. Al hacer incidir radiación electromagnética

sobre estos sistemas, diversos fenómenos pueden manifestarse dependiendo de la na-

turaleza de la radiación. En el presente trabajo se consideraron dos escenarios: (1) la

manipulación de las propiedades electrónicas utilizando radiación electromagnética

de alta frecuencia, y (2) la respuesta a un campo eléctrico dependiente del tiempo

en el ĺımite de longitud de onda larga. En el primer caso, se estudiaron los efectos

de un campo electromagnético externo sobre la estructura de bandas de grafeno con

dos fases posibles de distorsión Kekulé, las texturas Kek-Y y Kek-O. Utilizando la

teoŕıa de Floquet, se encontró que la incidencia de luz circularmente polarizada per-

mite controlar las brechas de enerǵıa en el punto de Dirac, mientras que al incidir

luz linealmente polarizada se observó que los conos de Dirac se vuelven altamen-

te anisotrópicos. Además, para tener un mejor entendimiento de las propiedades

electrónicas de este sistema, se estudió la conductividad DC dentro de la teoŕıa de

transporte de Boltzmann.

En el segundo caso, se investigaron las propiedades ópticas de sistemas bidimen-

sionales con conos de Dirac inclinados y anisotrópicos, y se estudiaron los efectos

de brechas de enerǵıa dependientes del valle sobre la respuesta óptica. Se calculó la

densidad conjunta de estados en la vecindad de los puntos de Dirac, donde se ma-

nifestaron singularidades de van Hove que caracterizan el espectro de enerǵıas. Esta

misma cantidad permitió anticipar las propiedades espectrales del tensor de con-

ductividad óptica, el cual se calculó dentro del marco de teoŕıa de respuesta lineal.
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Además, cálculos de la conductividad longitudinal evidenciaron la anisotroṕıa de la

estructura de bandas. Por otro lado, el rompimiento de la simetŕıa de valle dio lugar

a una respuesta Hall finita, y se mostró como las conductividades Hall anómala y

de valle se comportan de manera similar al caso del grafeno, con modificaciones pro-

nunciadas a causa de la naturaleza indirecta de las brechas de enerǵıa en esta clase

de sistemas. También, estudios de la transmisión y reflexión revelaron una magnitud

de la opacidad óptica en el vaćıo alrededor de 2.3 %, el cual es el resultado bien

conocido del grafeno. Finalmente, se encontró que las rotaciones de la polarización

(efectos Kerr y Faraday) alcanzan magnitudes de décimas de radianes en algunos

casos.

Palabras clave: Sistemas de Dirac, teoŕıa de Floquet, propiedades ópticas.

Resumen aprobado por:

Dr. Ramón Carrillo Bastos
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Abstract

Two-dimensional materials have proven to be good candidates to lead the next

generation of electronic devices given their low dimensionality and unique physical

properties. In particular, Dirac systems such as graphene, borophene, and topologi-

cal insulators possess quite exotic electronic properties due to the relativistic nature

of the charge carriers in them. When these systems are exposed to electromagnetic

radiation, various phenomena can manifest depending on the nature of the radia-

tion. In this work, two scenarios were considered: (1) the manipulation of electronic

properties using high-frequency electromagnetic radiation, and (2) the response to

a time-dependent electric field in the long wavelength limit. In the first case, the

effects of an external electromagnetic field on the band structure of graphene with

two possible Kekulé distortion phases, namely, the Kek-Y and Kek-O textures, were

studied. Using Floquet theory, it was found that with circularly polarized light it is

possible to control the energy gaps at the Dirac point, and when linearly polarized

light is considered, it was observed that the Dirac cones become highly anisotro-

pic. In addition, to have a better understanding of the electronic properties of this

system, the DC conductivity was studied within Boltzmann transport theory.

In the second case, the optical properties of two-dimensional systems with an-

isotropic tilted Dirac cones were investigated, and the effects of valley-contrasting

energy gaps on the optical response were studied. The joint density of states in

the vicinity of the Dirac points was calculated, where van Hove singularities that

characterize the energy spectrum were manifested. This same quantity allowed us

to anticipate the spectral properties of the optical conductivity tensor, which was

calculated within the framework of the linear response theory. In addition, longitu-

dinal conductivity calculations highlighted the anisotropy of the band structure. On

the other hand, the breaking of the valley symmetry gave rise to a finite Hall res-

ponse, and it was shown that the anomalous and valley Hall conductivities present

graphenelike behavior with characteristic modifications due to the indirect nature

of the energy gaps in this class of systems. Also, transmission and reflection studies

revealed a magnitude of the optical opacity in vacuum of about 2.3 %, which is the

well-known result of graphene. Finally, it was found that the polarization rotations

(Kerr and Faraday effects) can reach magnitudes of tenths of radians in some cases.
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5.2. Transiciones ópticas: densidad conjunta de estados . . . . . . . . . . . 92

vii
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C. Teoŕıa de Floquet 136
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5.1. Espectro de enerǵıa de un sistema de Dirac con conos inclinados y
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Caṕıtulo 1

Introducción

El carbono se ha convertido en uno de los elementos más estudiados debido a su

importancia en áreas como la medicina y la electrónica [1, 2], además de ser impor-

tante para el desarrollo de nuevas tecnoloǵıas, ya que a través de sus compuestos

forma una gran cantidad de materiales que son parte de nuestra vida diaria. Es por

eso que la investigación tanto teórica como experimental de toda clase de compuestos

de carbono se ha convertido en un área de investigación muy activa.

Una de las formas alotrópicas de carbono que ha llamado la atención en los últi-

mos años es el grafeno [3], el cual está constituido por átomos de carbono acomodados

de forma hexagonal formando una red bidimensional, tal y como se muestra en la Fig.

1.1. Debido a sus diferentes configuraciones de enlaces posibles, el grafeno da lugar

a otras formas alotrópicas de carbono. Por ejemplo, capas superpuestas de grafeno

forman grafito, y una capa de grafeno enrollado forma nanotubos, abriendo paso a

una nueva familia de materiales con aplicaciones tecnológicas muy prometedoras [4].

En 2004 en Manchester se logró por primera vez el aislamiento de una sola capa

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 2

Figura 1.1: Representación de la red hexagonal del grafeno, donde cada nodo corresponde
a un átomo de carbono.

de grafeno por un grupo liderado por Andre Geim [5], lo que causó gran interés

dentro de la comunidad cient́ıfica, debido a que los sistemas bidimensionales son

buenos candidatos para la fabricación de dispositivos electrónicos más eficientes.

Además, actualmente se ha convertido en uno de los materiales más atractivos para

su investigación, dado que presenta caracteŕısticas que ningún otro material posee.

Por ejemplo, se ha comprobado que el grafeno presenta propiedades electrónicas

inusuales que pueden ser modificadas externamente [6, 7]. Aśı, se piensa que en un

futuro no muy lejano se cuente con tecnoloǵıas a base de grafeno que actualmente

son irrealizables con otros materiales.

Las propiedades electrónicas a bajas enerǵıas tan exóticas del grafeno surgen

como consecuencia de la naturaleza de las cuasipart́ıculas cargadas que residen en

este sistema. La dinámica de tales part́ıculas es gobernada por la ecuación de Dirac

sin masa de esṕın 1/2, con la velocidad de la luz reemplazada por la velocidad de

Fermi vF (≈ c/300) [3]. Debido a que la celda unitaria de la red hexagonal está

formada por dos átomos de carbono, el espinor asociado a las cuasipart́ıculas tiene

dos componentes. Este grado de libertad es conocido como pseudoesṕın (o grado de

libertad de subred), ya que se comporta de manera similar al esṕın real en el espacio
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rećıproco. Además, gracias a las simetŕıas presentes en la red hexagonal, la relación

de dispersión es lineal alrededor del nivel de Fermi, consistiendo en dos “conos de

Dirac” sin brecha de enerǵıa, haciendo al grafeno un semimetal. La presencia de

dos conos de Dirac en el espectro a bajas enerǵıas da lugar a un grado de libertad

adicional, frecuentemente conocido como grado de libertad de valle, que le confiere al

grafeno una gran variedad de interesantes propiedades f́ısicas capaces de ser aplicadas

a la nanoelectrónica.

Gracias a las propiedades únicas del grafeno, la búsqueda de otros sistemas en

donde los portadores de carga se comportan como fermiones de Dirac sin masa se ha

intensificado en los últimos años [8]. Esta clase de sistemas, conocidos ahora como

sistemas de Dirac, comparten caracteŕısticas universales, tales como alta capacidad

caloŕıfica, conductividad óptica, y susceptibilidad magnética, por mencionar algunas.

La relación de dispersión lineal a bajas enerǵıas que caracteriza a un material de

Dirac surge esencialmente gracias a la preservación de simetŕıas en el sistema, tales

como la simetŕıa de inversión temporal y la simetŕıa de inversión espacial, dando

lugar a la universalidad de sus propiedades f́ısicas y haciéndolos diferentes a los

semiconductores o metales convencionales.

Entre los sistemas de Dirac conocidos se encuentra, por ejemplo, el modelo de

grafeno α− T3 [9]. La estructura cristalina de este sistema consiste en la misma red

hexagonal de grafeno, con un átomo adicional en el centro de cada hexágono, el cual

se acopla a los átomos vecinos de solo una de las subredes, haciendo posible interpolar

entre la red de grafeno (α = 0) y la red de dados (α = 1). Este sistema presenta dos

conos de Dirac en su espectro de enerǵıa, con una banda plana adicional sobre el

nivel de Fermi. Entre los sistemas equivalentes al modelo α−T3 se encuentra el pozo

cuántico Hg1−xCdx [10], tricapas [11] y redes ópticas [12]. Gracias a la naturaleza de
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este modelo, muchas de sus propiedades f́ısicas pueden ser controladas externamente

al variar el parámetro α, tal como la susceptibilidad orbital [9, 13], la transmisión o

tunelamiento de Klein [14], y la conductividad óptica [15].

Otro sistema de Dirac recientemente sintetizado es el grafeno con distorsión Ke-

kulé [16]. Este tipo de distorsión consiste en una distribución periódica de enlaces

fuertes y débiles en la red de grafeno, lo cual incrementa la celda unitaria con res-

pecto a la celda unitaria de grafeno pŕıstino. Consecuentemente, la zona de Brillouin

en el espacio rećıproco se dobla hacia el centro, resultando en dos conos de Dirac en

el centro de dicha zona. Se ha observado experimentalmente que al colocar epitaxial-

mente una capa de grafeno sobre sustrato de cobre, aparece una distorsión Kekulé

en la red de grafeno, o más precisamente, una distorsión Kek-Y [16]. Este tipo de

distorsión se distingue por tener una modificación espacial de enlaces en forma de

Y’s, con un espectro que consiste en dos conos de Dirac sin brecha energética de dis-

tinta velocidad [17]. Otro tipo de distorsión Kekulé conocida es la distorsión Kek-O

[18], caracterizada por una distribución de enlaces fuertes y débiles en forma de O’s,

observada experimentalmente al colocar una hoja de grafeno sobre dióxido de silicio

[19], y en grafeno intercalado con litio [18]. El espectro de enerǵıa de grafeno con

este tipo de distorsión consiste en dos conos degenerados con brecha energética, a

diferencia de la distorsión Kek-Y. Se ha llevado a cabo una amplia cantidad de estu-

dios sobre grafeno con distorsión Kekulé, tal como los efectos de deformaciones sobre

su espectro energético [20], cálculos de las propiedades electrónicas y de transporte

[21, 22, 23, 24], y el efecto sobre la estructura de bandas al considerar interacciones

a segundos vecinos [25].

Adicionalmente, existe una familia de sistema de Dirac que presentan un espec-

tro de enerǵıa anisotrópico e inclinado, esto es, la velocidad de las cuasipart́ıculas
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en estos sistemas depende del ángulo azimutal del momento en el espacio rećıpro-

co, y la simetŕıa electrón-hueco no se preserva. Entre estos sistemas se encuentran

el borofeno ortorrómbico 8-Pmmn [26, 27], grafeno con distorsión quinoide [28], el

semiconductor orgánico α−(BEDT-TTF)2I3 [29, 30, 31], dicalcogenuros de metales

de transición con estructura 1T’ [32, 33], y grafeno parcialmente hidrogenado [34].

El rompimiento de la simetŕıa electrón-hueco y la anisotroṕıa de los conos de Dirac

generalmente se ven reflejados en las propiedades ópticas y electrónicas [35], tales

como magnetoplasmones [36], la presencia de plasmones anisotrópicos [37], y una

conductividad anisotrópica [38].

Cabe señalar que en grafeno pŕıstino siempre existe una conductividad eléctri-

ca mı́nima a causa de que no hay una separación entre la banda de conducción y

la banda de valencia, presentando un obstáculo para su aplicación en dispositivos

electrónicos, ya que normalmente se requiere de un control completo sobre el paso

o bloqueo de corriente eléctrica. Es por eso que la manipulación de la separación

entre ambas bandas de enerǵıa es altamente deseable. Se ha observado que un cam-

po electromagnético puede ser utilizado para controlar las propiedades electrónicas

del grafeno induciendo transiciones metal-aislante, esto es, es posible manipular el

espectro de enerǵıa utilizando radiación.

Para el estudio de sistemas de Dirac bajo la acción de un campo electromagnético

se utiliza frecuentemente la teoŕıa de Floquet. Esta teoŕıa es una herramienta útil

para la investigación de sistemas cuánticos forzados descritos por un hamiltoniano

periódico en el tiempo. El uso de campos electromagnéticos a altas frecuencias para

controlar sistemas de materia condensada y estructuras atómicas ha dado lugar al

campo de estudio conocido como ingenieŕıa de Floquet [39]. Dentro de la ingenieŕıa

de Floquet, se utiliza luz para controlar propiedades de transporte, electrónicas y
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magnéticas, lo cual juega un papel crucial en la fabricación de dispositivos electróni-

cos, tales como transistores, celdas solares y memorias.

Al irradiar normalmente una capa de grafeno, usualmente suele considerarse una

interacción débil entre el campo electromagnético externo y los portadores de carga,

de tal modo que la estructura de bandas permanece inalterada. Sin embargo, en el

régimen de alta intensidad, el campo electromagnético externo “viste” a los fermio-

nes de Dirac sin masa en grafeno, los cuales se acoplan fuertemente con el campo

y se forma un nuevo tipo de cuasipart́ıcula electrón-fotón. Se ha demostrado que

es posible abrir una brecha de enerǵıa en el espectro si la luz externa se encuentra

circularmente polarizada [40]. Por otro lado, si la luz está linealmente polarizada, el

espectro permanece sin brecha energética, pero éste adquiere cierta anisotroṕıa, tal

que la velocidad de los portadores de carga a lo largo de la polarización excede la

velocidad en dirección perpendicular [40, 41]. Además, si la onda electromagnética

externa viaja a lo largo del plano de la red, ocurren fenómenos similares [42]. Uti-

lizando la teoŕıa de Floquet, también se ha observado que los efectos combinados

de una onda circularmente polarizada y un campo estacionario pueden producir una

conductividad Hall estática en grafeno, a pesar de la ausencia de un campo magnético

[43].

Adicionalmente, se han estudiado los efectos de una onda electromagnética sobre

el espectro de sistemas de Dirac con brechas energéticas, tales como grafeno crecido

sobre nitruro de boro y dicalcogenuros de metales de transición [44]. Para el caso

de grafeno sobre nitruro de boro, se ha observado que la polarización circular abre

o cierra la brecha de enerǵıa según su orientación (derecha o izquierda). Además,

si en uno de los valles se abre la brecha, en el otro valle se cierra, lo cual permite

utilizar luz para tener un control sobre este grado de libertad. Por otro lado, en
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dicalcogenuros de metales de transición, tal como MoS2, considerando interacción

esṕın-órbita, la separación del esṕın es drásticamente pronunciada cuando se irradia

con luz circularmente polarizada, dependiendo nuevamente del valle. Estos trabajos

han demostrado que es posible utilizar radiación electromagnética para controlar

brechas de enerǵıa y la separación de esṕın en sistemas de Dirac.

El efecto de campos electromagnéticos sobre la estructura de bandas no solo ha

sido estudiado en grafeno, sino también en otros sistemas de Dirac. En el modelo de

grafeno α−T3 [45, 46], por ejemplo, se ha observado que introducir un campo electro-

magnético con polarización circular a frecuencia alta es equivalente a introducir un

término de masa con signos opuestos para cada valle en el hamiltoniano, rompiendo

de esta forma la simetŕıa de inversión temporal. Como resultado, se observa que la

estructura de bandas depende fuertemente del parámetro α y de los parámetros del

campo externo, y que la banda plana se deforma alrededor de los puntos de Dirac,

lo cual permite variar las brechas de enerǵıa en función de α. Para luz linealmente

polarizada, la banda plana permanece invariante, pero los conos de Dirac se vuel-

ven altamente anisotrópicos, haciendo posible modificar dicha anisotroṕıa al variar

el parámetro α. Por otro lado, en el régimen de terahertz, las simetŕıas de valle y de

electrón-hueco dejan de preservarse gracias a la dependencia de la fase de Berry con

el parámetro α [47].

Los efectos de un campo electromagnético sobre las propiedades electrónicas de

sistemas bidimensionales con conos de Dirac inclinados y anisotrópicos, tales como

los que se mencionaron anteriormente, también han sido ampliamente estudiados.

Por ejemplo, en borofeno 8-Pmmn, se ha demostrado que al considerar una onda

linealmente polarizada en el ĺımite de campo intenso (o longitud de onda larga),

los portadores de carga adquieren una masa dependiente de la dirección de la po-
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larización [48]. Además, en el caso de luz eĺıpticamente polarizada, se ha observado

que el cuasiespectro adquiere una serie de brechas de enerǵıa prohibidas, las cuales

dependen de las amplitudes del campo en direcciones perpendiculares (ejes mayo-

res y menores) [49]. Adicionalmente, se han llevado a cabo estudios numéricos del

espectro de Floquet de borofeno 8-Pmmn a cualquier intensidad del campo externo

(linealmente polarizado) [50]. En el ĺımite de campo débil, se observa que el campo

externo destruye la anisotroṕıa del espectro de enerǵıa, y adquiere una forma similar

al espectro de grafeno pŕıstino. En cambio, en el ĺımite de campo intenso, la estruc-

tura de bandas adquiere una brecha de enerǵıa y permanece altamente anisotrópica.

Por otro lado, para luz circularmente polarizada, en ambos casos (campo fuerte y

campo débil) se manifiesta una brecha energética en la vecindad de los puntos de

Dirac [51].

Otro de los retos importantes al momento de tratar de acceder a las propiedades

espectrales de sistemas de Dirac es la dificultad de llevar a cabo experimentos de

transporte electrónico, ya que éstos requieren t́ıpicamente el uso de contactos. Afor-

tunadamente, es posible acceder a dichas propiedades a través de mediciones de la

respuesta óptica, lo cual ofrece una gran ventaja debido a que en experimentos ópti-

cos las muestras a analizar pueden estar libres de contactos. En el caso del grafeno,

se han realizado numerosos experimentos utilizando radiación electromagnética que

revelan sus caracteŕısticas electrónicas [52], los cuales a su vez han evidenciado que

las propiedades ópticas del grafeno quedan determinadas por constantes universales,

tales como la carga del electrón e, la constante de Planck h, y la constante de es-

tructura fina α (≈ 1/137). Gracias a la naturaleza de las cuasipart́ıculas sin masa

que residen en la red de grafeno, la bidimensional de la red y el espectro sin brecha

de enerǵıa, el grafeno tiene la conductividad eléctrica más alta conocida [53]. Se ha
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encontrado que la conductividad estática del grafeno a temperaturas bajas y a cero

potencial qúımico alcanza un valor mı́nimo universal dado por σ0 = πe2/2h. Además,

experimentos ópticos han revelado un valor universal de la opacidad del grafeno en

el vaćıo a incidencia normal de radiación a frecuencias en el infrarrojo y en el visible

dado por 1−T ≈ πα = 2.3 % [54]. Tal medición ha mostrado ser una prueba contun-

dente del valor universal de la conductividad σ0, dando lugar a la universalidad de

la transmitancia T = (1 + 2πσ0/c)
−2 y de la reflectancia R = π2α2T/4 del grafeno.

Una de las propiedades f́ısicas más inmediatas a investigar al momento de que

surge un material nuevo es su respuesta a un campo electromagnético externo, tal

como la conductividad óptica. La parte real de la conductividad óptica a frecuencia

finita está relacionada con la absorción de la enerǵıa del fotón incidente, haciendo

posible extraer información acerca de la naturaleza y la forma de las bandas de

enerǵıa a través de la medición de la conductividad. Por ejemplo, trabajos recientes

de cálculos de la conductividad óptica del borofeno 8-Pmmn utilizando el formalismo

de Kubo, han revelado una alta anisotroṕıa en la conductividad, pudiendo de esta

forma extraer información sobre la anisotroṕıa en el espectro, o dicho de otra forma,

conocer el valor del parámetro que caracteriza la forma inclinada de las bandas de

enerǵıa [38, 55].

En cuanto a las propiedades ópticas de sistemas de Dirac, el grado de libertad de

valle ha mostrado tener consecuencias importantes. Este grado de libertad ha dado

lugar a todo un nuevo campo de investigación, conocido como valletrónica [56], el

cual se encarga del estudio y manipulación de los valles para aplicaciones en dis-

positivos electrónicos y optoelectrónicos [57], ya que éstos pueden ser controlados

externamente para codificar, procesar y almacenar información. Por ejemplo, al apli-

car un campo eléctrico en un sistema de Dirac con brecha, los portadores de carga
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en diferentes valles se mueven en dirección opuesta y perpendicular a la corriente de

deriva, dando lugar a una polarización transversal de valle. A este fenómeno se le

conoce comúnmente como efecto Hall de valle. En grafeno, al romper la simetŕıa de

inversión espacial, aparece una brecha energética en el espectro, dando lugar a una

curvatura de Berry finita con signos opuestos en la vecindad de cada punto de Dirac,

induciendo a su vez una corriente Hall de valle [58]. Por otro lado, existen sistemas

de Dirac que por naturaleza presentan brechas de enerǵıa, lo cual es una ventaja

sobre el grafeno al ser un sistema sin brecha. Por ejemplo, en algunos dicalcogenuros

de metales de transición la simetŕıa de inversión no se preserva, haciendo posible una

respuesta Hall de valle al aplicar un campo eléctrico [59].

En un sistema de Dirac que no preserva la simetŕıa de inversión espacial, canti-

dades iguales de carga se mueven en direcciones opuestas y perpendicular al campo

eléctrico aplicado debido a la preservación de la simetŕıa de inversión temporal, tal

que la polarización transversal de carga neta permanece nula. Una de las formas

de romper la simetŕıa de inversión temporal es aplicando un campo magnético, el

cual separa el espectro de enerǵıa en niveles de Landau y da lugar a un efecto Hall

cuántico. El efecto Hall cuántico en grafeno ha sido observado en varios experimen-

tos [60, 61, 62], evidenciando directamente la presencia de fermiones de Dirac sin

masa en ese material. En ausencia de simetŕıa de inversión espacial y sin un campo

magnético externo, cada valle en el espectro de enerǵıa proporciona un escalón Hall

cuántico con signos opuestos, tal que al sumar ambas contribuciones la respuesta

transversal total se anula. Sin embargo, un flujo de campo magnético periódico local

puede lidiar con este problema al romper la simetŕıa de inversión temporal sin la

necesidad de aplicar un campo magnético externo. Por ejemplo, Haldane demostró

que la presencia de un flujo magnético local, con un flujo neto nulo en cada cel-
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da unitaria, y un potencial periódico en la red hexagonal, en combinación con las

enerǵıas de salto a primeros y segundos vecinos, da lugar a un efecto Hall anómalo

de la forma σxy =
(
sgn(m) − sgn(m′)

)
e2/2h = ±e2/h, 0, cuando el nivel de Fermi

se encuentra en la brecha de enerǵıa, donde sgn(z) es la función signo, y m (m′) es

la masa de los portadores de carga en la vecindad del valle K (K ′). Esto es, en el

modelo de Haldane, el potencial periódico rompe la simetŕıa de inversión espacial y

el campo magnético local rompe la simetŕıa de inversión temporal. Debido a que el

flujo de campo magnético es nulo a través de la celda unitaria, las enerǵıas de salto

a segundo vecinos adquieren un factor de fase que permite cambiar los signos de las

masas de forma independiente.

El efecto Hall anómalo se puede lograr experimentalmente introduciendo impu-

rezas magnéticas o colocando la red del sistema sobre sustratos ferromagnéticos, los

cuales crean campos magnéticos locales. Un caso particular es utilizar átomos que

lleven consigo un esṕın, resultando en una interacción entre los espines de los elec-

trones en el sistema con los espines localizados de los átomos. Recientemente, Hill

et al. propuso un modelo de textura de esṕın, donde una de las subredes de la red

de grafeno es ocupada por espines localizados, creando un flujo de campo magnéti-

co periódico [63]. La posibilidad de que los espines se localicen en solo una de las

subredes ya ha sido estudiada y observada experimentalmente para hidrógeno sobre

grafeno [64]. Debido a que la textura de esṕın en el modelo de Hill actúa de manera

efectiva como un flujo magnético, la simetŕıa de inversión temporal se anula. Esto

conduce a la posibilidad de variar las brechas de enerǵıa en ambos valles de ma-

nera independiente, observando que cuando ambos valles permanecen con brechas

distintas y la enerǵıa de Fermi se encuentra en la brecha de enerǵıa, aparece una con-

ductividad Hall universal a bajas frecuencias de la forma σxy ∝ sgn(m) − sgn(m′),
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donde 2m (2m′) es el tamaño de la brecha energética en el valle K (K ′). Además,

en el mismo trabajó se observó que la conductividad Hall óptica presenta una sin-

gularidad logaŕıtmica bastante pronunciada cuando la frecuencia del campo externo

se aproxima en magnitud al tamaño de la brecha energética en cada punto de Dirac,

presentándose de esta forma la posibilidad de medir la brecha energética a partir de

la conductividad Hall. Esto ofrece una forma alternativa a otros métodos de estudiar

las propiedades electrónicas a partir de la respuesta óptica.

Otra de las propiedades ópticas capaces de dar información acerca de la naturale-

za de la estructura de bandas son las rotaciones de la polarización, conocidas también

como efecto Kerr y efecto Faraday, las cuales han sido ampliamente estudiadas en los

últimos años para extraer las propiedades espectrales de sistemas de Dirac. El efecto

Faraday corresponde a la rotación de la polarización para una onda electromagnética

transmitida, el cual se manifiesta en ausencia de simetŕıa de inversión temporal o

simetŕıa de inversión espacial. En cambio, la rotación de Kerr, la cual corresponde a

la rotación de la polarización para una onda reflejada, únicamente se manifiesta ante

un rompimiento de simetŕıa de inversión temporal, haciéndola idónea para probar el

efecto Hall cuántico a través de mediciones ópticas. Por ejemplo, mediciones de la

rotación de Kerr han revelado la presencia del efecto Hall cuántico en una bicapa de

grafeno en ausencia de simetŕıa de inversión temporal [65], y se ha observado una

cuantización en el efecto Kerr y Faraday en una capa de grafeno en el régimen de

terahertz, asociado con el efecto Hall cuántico fraccionario [66].

Entre otros trabajos en los que se han estudiado las rotaciones de la polariza-

ción en sistemas de Dirac, se ha observado una rotación de Kerr de π/2 radianes en

peĺıculas delgadas de aislante topológico en ausencia de simetŕıa de inversión tem-

poral [67], observándose también que el efecto Faraday queda determinado por la
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constante de estructura fina. Por otro lado, el efecto Faraday se ha medido expe-

rimentalmente en grafeno en el régimen Hall cuántico, el cual ha mostrado ser de

varios grados [68]. Estos fenómenos ópticos pueden ser ampliamente utilizados en

dispositivos magneto-ópticos, además de que son ideales para distinguir el tipo de

portador de carga y medir la movilidad en materiales de Dirac.



Caṕıtulo 2

Sistemas de Dirac bidimensionales

2.1. Grafeno

Gracias a la naturaleza del carbono y a su capacidad para formar enlaces, este

elemento exhibe una gran cantidad de alótropos, tales como fullerenos, nanotubos,

grafito y grafeno, aśı como multicapas de este último, los cuales son acreedores de una

amplia variedad de fenómenos f́ısicos. Se puede decir que el grafeno es el componente

básico para formar estos alótropos, por lo que el entendimiento de sus propiedades

f́ısicas es esencial para conocer las propiedades de las otras formas alotrópicas.

En su estado más bajo de enerǵıa, un átomo de carbono aislado posee una con-

figuración electrónica 1s22s22p2. Esto es, el carbono es un elemento qúımico con

seis electrones unidos al núcleo; dos electrones en el orbital 1s, los cuales no están

disponibles para formar enlaces, y cuatro electrones de valencia distribuidos en los

orbitales 2s y 2p, tal que solamente los dos electrones sin pareja en el orbital 2p

participan normalmente en la formación de enlaces.

14
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Figura 2.1: Configuración electrónica del carbono en el proceso de hibridación sp2. Un
electrón en el orbital 2s en el estado base se reubica en un orbital 2p, formándose un
estado excitado. Finalmente el orbital 2s se hibrida con dos orbitales 2p, lo cual resulta en
tres orbitales h́ıbridos sp2. Imágenes extráıdas de Ref. [69]

Cabe señalar que el carbono puede incrementar el número de electrones vacantes

para formar enlaces, ya que la formación de enlaces favorece una disminución en

la enerǵıa del sistema aislado. Tal proceso de reordenamiento de electrones se le

conoce como hibridación, y gracias a éste los átomos de carbono se pueden ordenar

para formar una red periódica bidimensional de forma hexagonal, dando lugar al

grafeno [69]. En este material, uno de los electrones en el estado 2s se reubica en

un orbital 2p vaćıo, produciéndose un estado excitado. Eventualmente, el orbital 2s

y dos orbitales 2p se hibridan para formar tres orbitales h́ıbridos sp2, cada uno con

un electrón, como se ilustra en la Fig. 2.1. Para minimizar la enerǵıa, los orbitales

atómicos deben permanecer lo más alejados posibles, por lo que los tres orbitales sp2

formarán un ángulo de 120 grados entre ellos en un plano, mientras que el orbital

2p restante permanece perpendicular a dicho plano. Los orbitales h́ıbridos son los

encargados de formar enlaces covalentes ocupados σ y desocupados σ∗, confiriéndole

al grafeno su estabilidad y flexibilidad. Por otro lado, el orbital 2p interacciona con

los orbitales 2p vecinos para formar orbitales π y π∗, los cuales producen bandas

de conducción y de valencia, respectivamente (ver Fig. 2.2(a)). Dichos orbitales se

encuentran en la vecindad del nivel de Fermi en grafeno pŕıstino, por lo que son los

que desempeñan el papel más importante en excitaciones a bajas enerǵıas (ver Fig.

2.2(b)).
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(a) (b)

Figura 2.2: (a) Ilustración de la red del grafeno y sus orbitales electrónicos. Los orbitales σ
forman enlaces covalentes fuertemente enlazados con los átomos de carbono vecinos, mien-
tras que los orbitales π, perpendiculares a los orbitales σ, son responsables de la conducción
de los portadores de carga. (b) Esquema que muestra cómo los orbitales π se encuentran
en la proximidad del nivel de Fermi EF , y como los orbitales σ y σ∗ se encuentran se-
parados por una brecha de enerǵıa de aproximadamente 12 eV, haciendo despreciable su
contribución en las propiedades de transporte del grafeno. Imágenes extráıdas de Ref. [69]

2.1.1. Red hexagonal y descripción de amarre fuerte

Para el estudio de las propiedades electrónicas del grafeno, primero es necesario

construir matemáticamente la red hexagonal y determinar el hamiltoniano. Para

ello, se divide la red en 2 subredes, denotadas como A y B, ya que la red hexagonal

no forma una red de Bravais por śı misma, es decir, una red de puntos discretos

accesibles mediante la combinación lineal de dos vectores base. Para construir una

red de Bravais, es conveniente definir los siguientes vectores a primeros vecinos

δ1 =
1

2
a0(
√

3, −1),

δ2 = −1

2
a0(
√

3, 1), (2.1.1)

δ3 = a0(0, 1),

(en la base {x̂, ŷ} del espacio real) donde a0 (≈ 1.42 Å) es la distancia entre cada

átomo de la red. Ahora, los vectores base se pueden construir en términos de los
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vectores anteriores de la siguiente manera

a1 = δ3 − δ1, (2.1.2)

a2 = δ3 − δ2. (2.1.3)

Entonces, la celda unitaria de la red hexagonal queda formada por dos átomos (A y

B), con los vectores base anteriores formando una red triangular de Bravias definida

por R = n1a1 + n2a2, con n1, n2 ∈ Z (ver Fig. 2.3(a)). De igual forma, es posible

construir la red rećıproca especificando los vectores base rećıprocos bj que satisfagan

ai · bj = 2πδij. Tales vectores tienen la siguiente forma

b1 =
2π

3a0

(−
√

3, 1),

b2 =
2π

3a0

(
√

3, 1),

(en la base {k̂x, k̂y} del espacio rećıproco). En la Fig. 2.3(b) se muestran los vectores

base rećıprocos y la primera zona de Brillouin (en verde), o celda unitaria del espacio

rećıproco. La forma hexagonal de la primera zona de Brillouin da lugar a dos puntos

no equivalentes en las esquinas, es decir, dos puntos que no pueden ser conectados por

los vectores base rećıprocos, los cuales se denotan como K y K ′, y se pueden localizar

mediante los vectores K = 4π
9a0

(
√

3, 0) y K′ = − 4π
9a0

(
√

3, 0), respectivamente.

Como se mencionó anteriormente, los orbitales h́ıbridos en cada átomo de car-

bono forman enlaces covalentes σ con átomos vecinos, los cuales están fuertemente

enlazados. Además, los orbitales π se superponen con los orbitales π más cercanos,

permitiendo a los portadores de carga transportarse a sus primeros vecinos [3]. Bajo

estas consideraciones, es adecuado hacer uso de la aproximación de amarre fuerte (o
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Figura 2.3: (a) Red de grafeno en donde se muestran los vectores base a1 y a2, además de
los vectores a primeros vecinos δ1, δ2 y δ3. El rectángulo gris representa la celda unitaria
formada por los sitios A y B. (b) Vectores base rećıprocos b1 y b2, donde la primera zona
de Brillouin corresponde al hexágono verde. Los puntos K y K ′ denotan puntos de alta
simetŕıa.

tight-binding en inglés) para estudiar la estructura electrónica del grafeno. En segun-

da cuantización, el hamiltoniano de amarre fuerte para el grafeno tiene la siguiente

forma

Htb = −t0
∑
r

3∑
l=1

a†rbr+δl + H.c. , (2.1.4)

donde el operador a†r crea un electrón en el sitio r = n1a1+n2a2 en la subred A, y br+δl

aniquila un electrón en el sitio r+δl en la subred B, t0 (≈ 2.8 eV) es la enerǵıa de salto

o integral de salto entre orbitales π vecinos, y H.c. es el hermitiano conjugado, esto

para asegurar eigenvalores reales. Cabe señalar que es posible considerar interacciones

a segundos vecinos, es decir, considerar que los electrones pueden transportarse entre

sitios de una misma subred, ya que existe un pequeño traslape de los orbitales π

entre dichos sitios. Tales interacciones no se están considerando en el hamiltoniano

en Ec. (2.1.4). Ahora, escribiendo los operadores de creación y aniquilación en su
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representación de Fourier, esto es,

c†r =
1√
N

∑
k

e−ik·rc†k , (2.1.5)

cr =
1√
N

∑
k

eik·rck , (2.1.6)

donde N es el número de sitios de la red y k = (kx, ky) el momento cristalino, es

posible recuperar el siguiente hamiltoniano 2× 2 de Bloch en el espacio rećıproco

H(k) =

 0 ε(k)

ε∗(k) 0

 , ε(k) = −t0
3∑
l=1

eik·δl . (2.1.7)

Resolviendo la ecuación de eigenvalores H(k)Ψ(k) = ε(k)Ψ(k), se obtiene la relación

de dispersión para los electrones en grafeno

ελ(k) = λ|ε(k)| = λ t0

√
1 + 4 cos2

(√
3 k̃x

)
+ 4 cos

(√
3 k̃x

)
cos
(
3 k̃y
)
, (2.1.8)

donde λ = ± corresponde a la banda de conducción (orbital π∗) y banda de valencia

(orbital π), respectivamente, y se ha definido k̃i = kia0/2 (i = x, y). Además, dado

que el orbital 2p solamente está ocupado por un electrón, la banda de valencia está

completamente ocupada, mientras que la banda de conducción está desocupada. Por

lo tanto, suele considerarse una enerǵıa de Fermi igual a cero para grafeno en su

estado base. La Fig. 2.4 muestra la estructura de bandas dentro de la primera zona

de Brillouin. Resulta interesante preguntarse los valores de k para los cuales ελ(k)

es igual a cero. Tales valores caen justamente en las esquinas de la primera zona

de Brillouin, es decir, sobre los puntos K y K ′. En esos puntos se tocan la banda

de conducción y la banda de valencia, cayendo justamente sobre el nivel de Fermi,
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Figura 2.4: Espectro de enerǵıa ελ(k) (en unidades de t0) del grafeno en su estado base,
donde se ha definido k̃i = kia0/2 (i = x, y). Se muestra la banda de conducción ε+(k)
(anaranjado) y la banda de valencia ε−(k) (azul) en la primera zona de Brillouin del
espacio rećıproco.

permitiéndole al grafeno ser un semimetal.

2.1.2. Fermiones de Dirac sin masa

La aproximación a bajas enerǵıas es frecuentemente utilizada en el estudio de las

propiedades electrónicas, la cual consiste en encontrar una expresión de la relación de

dispersión para k en la vecindad de los puntos K y K ′. Para ello, resulta conveniente

definir un vector q = k −K y expandir la Ec. (2.1.7) en series de Taylor a primer

orden alrededor de q = 0, esto es,

ε(q) ≈ ε(K) + q · ∇kε(q) |k=K = qx − iqy . (2.1.9)
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Haciendo un tratamiento similar alrededor del punto K ′, se recupera el siguiente

hamiltoniano efectivo a bajas enerǵıas

Hξ(p) = vF~

 0 ξqx − iqy

ξqx + iqy 0

 = vF σ
ξ · p , (2.1.10)

donde vF = 3t0a0/2~ es la velocidad de Fermi, con un valor aproximado a 106 m/s [3],

p = ~q es el momento de los electrones relativo a los puntos K y K ′, y σξ = (ξσx, σy),

con σi las matrices de Pauli,

σx =

0 1

1 0

 , σy =

0 −i

i 0

 . (2.1.11)

Además, ξ = ± denota el ı́ndice de valle, correspondiente a los puntos K y K ′,

respectivamente. Por simplicidad, suele tomarse el vector de onda k como el vector

de onda relativo a los puntos de alta simetŕıa. Resolviendo la ecuación de eigenvalores

Hξψ(k) = ε(k)ψ(k) se recupera la siguiente relación de dispersión a bajas enerǵıas

ελ(k) = λ vF~k , (2.1.12)

y las siguientes funciones de onda

ψξλ(k) =
1√
2

e−iξθ/2
λ eiξθ/2

 , (2.1.13)

donde k =
√
k2
x + k2

y y θ = tan−1(ky/kx) es el ángulo azimutal en el espacio de

momentos. El hecho de que las funciones de onda tengan dos componentes se debe a

que la celda unitaria de la red hexagonal está formada por dos átomos o sitios, lla-
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mados A y B anteriormente. Esto es, el módulo cuadrado de la componente superior

(inferior) contiene la amplitud de la función de onda en el sitio A (B). Por otro lado,

es importante destacar que aunque se están considerando ambos valles por separado

(ya que éstos se encuentran separados por un momento muy grande y su tratamiento

por separado es completamente válido), el hamiltoniano completo a bajas enerǵıas

para grafeno puede escribirse de la siguiente manera

H(p) =

vF σ+ · p 0

0 vF σ
− · p

 . (2.1.14)

Es posible hacer una comparación del hamiltoniano anterior con el hamiltoniano de

una part́ıcula relativista sin masa cuya dinámica es descrita por la ecuación de Dirac

(ver Apéndice A). Ese hamiltoniano tiene la forma

HD(p) =

−cσ · p 0

0 cσ · p

 , (2.1.15)

donde c es la velocidad de la luz. Evidentemente, el hamiltoniano que describe a los

portadores de carga en grafeno a bajas enerǵıas en Ec. (2.1.14) es bastante similar

al hamiltoniano anterior con la velocidad de la luz reemplazada por la velocidad de

Fermi, cuya relación de dispersión en Ec. (2.1.12) es lineal en el momento. Conse-

cuentemente, las part́ıculas efectivas (o cuasipart́ıculas) en grafeno a excitaciones en

la vecindad de los puntos K y K ′ (nombrados ahora puntos de Dirac) se comportan

como fermiones de Dirac sin masa, concediéndole al grafeno una amplia variedad de

propiedades f́ısicas validadas experimentalmente nunca antes vistas en otro material

[70]. Además, haciendo la correspondiente analoǵıa con mecánica cuántica relativis-

ta, el ı́ndice de banda λ denota el tipo de part́ıcula, tal que un portador de carga en
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la banda de conducción (λ = +) se comporta como part́ıcula, y uno en la banda de

valencia (λ = −) se comporta como antipart́ıcula con carga opuesta, comúnmente

conocida como hueco en f́ısica de la materia condensada.

Otra analoǵıa importante con la ecuación de Dirac sin masa es la naturaleza

espinorial de las funciones de onda en Ec. (2.1.13), ya que al tomar una rotación de 2π

se recupera la función de onda original pero con signo opuesto, esto es, ψξλ(k, θ+2π) =

−ψξλ(k, θ), lo cual es una caracteŕıstica del espinor que describe una part́ıcula con

esṕın 1/2. Entonces, el grado de libertad de subred (A y B) actúa como esṕın, y

se le conoce comúnmente como pseudoesṕın, tal que el pseudoesṕın en el espacio de

momentos se comporta similarmente al esṕın en el espacio real.

2.2. Grafeno con distorsión Kekulé

Las propiedades electrónicas del grafeno tienen la particularidad de ser altamente

sensibles a la presencia de átomos absorbidos en su superficie, lo cual lo hace suscep-

tible a la formación de fases espaciales, tal como la distorsión Kekulé [71]. Este tipo

de distorsión consiste en una distribución periódica de enlaces fuertes y débiles, por

lo que se puede describir como una onda de densidad de enlace entre átomos veci-

nos de carbono. En grafeno, la distorsión Kekulé fue observada experimentalmente

por primera vez por Gutiérrez et al. después de que una capa de grafeno se crece

epitaxialmente sobre sustrato de cobre [16]. La distorsión Kekulé se da como conse-

cuencia de la interacción entre grafeno y vacancias en el sustrato de cobre (ver Fig.

2.5). Además, la distribución periódica de enlaces fuertes y débiles da lugar a una

súper-celda unitaria hexagonal tres veces mayor a la del grafeno pŕıstino, influyendo

directamente sobre sus propiedades electrónicas.
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Figura 2.5: Comparación entre simulación y experimento de grafeno depositado sobre sus-
trato de cobre. Arriba: Cálculos de primeros principios de una vacancia de cobre debajo
de una capa de grafeno. Abajo: Imagen experimental lograda con un microscopio de tune-
lamiento (STM). Imágenes extráıdas de Ref. [14].

Las deformaciones locales que surgen como resultado de la interacción entre las

vacancias de cobre y los átomos de carbono en la capa de grafeno dan lugar a una

distribución periódica de enlaces en forma Y’s en la red hexagonal, por lo que a

esta fase se le conoce comúnmente como distorsión Kek-Y, tal como se ilustra en la

Fig. 2.6(a). Además, resultados teóricos y experimentales han revelado otro tipo de

fase espacial de Kekulé, conocida como distorsión Kek-O. En este tipo de distorsión,

la periodicidad de enlaces con distinta fuerza se distribuyen en la red hexagonal en

forma de O’s (ver Fig. 2.6(b)). La distorsión Kek-O se encuentra en una estructura de

benceno, la cual también ha sido estudiada en grafeno [17, 72]. Más recientemente, se

ha observado que al colocar una capa de grafeno sobre dióxido de silicio, las dos fases

de Kekulé (Kek-Y y Kek-O) aparecen como resultado de las deformaciones locales

en la red de grafeno [19], y en grafeno intercalado con litio la fase espacial Kek-O

también se manifiesta [18].

Como se mencionó anteriormente, las esquinas de la primera zona de Brillouin de

la red rećıproca de grafeno forman dos conjuntos de puntos inequivalentes, denotados
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como K y K ′. Tales puntos se encuentran separados por un momento muy grande,

y es posible describirlos como un grado de libertad similar al esṕın, conocido ahora

como isoesṕın, o grado de libertad de valle, el cual es un número cuántico de esṕın

adicional al momento magnético de esṕın y al pseudoesṕın que se genera por el grado

de libertad de subred. Además, aunque el acoplamiento entre el esṕın magnético y el

momento de los portadores de carga es muy débil, el acoplamiento entre el esṕın y el

pseudoesṕın es muy fuerte, tal que dicho grado de libertad es paralelo o antiparalelo

a la dirección de movimiento, teniendo un bloqueo pseudoesṕın-momento dado por

el operador de helicidad (ver Sección 2.4). Gamayun et al. demostró que en grafeno

con distorsión Kek-Y el grado de libertad de isoesṕın y el momento se acoplan, de

manera similar como se acopla el momento al pseudoesṕın en grafeno pŕıstino, por

lo que esta fase exhibe un bloqueo de isoesṕın-momento [17].

En grafeno con distorsión Kekulé, la enerǵıa de salto se puede describir matemáti-

camente como una onda de densidad de enlace de la siguiente forma

tr,l/t0 = 1 + 2 Re
{

∆̃ ei(pK+qK′)·δl+iG·r−i2π(p+q)/3
}
, (2.2.1)

la cual modifica periódicamente la enerǵıa de salto entre un átomo en el sitio r y sus

primeros vecinos en r + δl, donde G = K −K′ es el vector de onda de Kekulé, el

cual acopla a ambos valles en el espacio de momentos, y ∆̃ = ei2π(p+q+m)/3∆0 es la

amplitud de acoplamiento (el cual puede ser real o imaginario), o también conocido

como parámetro de Kekulé, con p, q ∈ Z3 y m ∈ Z. Adicionalmente, se introduce el

ı́ndice ν definido como

ν = 1 + q − pmod 3 , (2.2.2)

el cual es utilizado para describir los dos tipos de distorsión diferentes, la textura
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(b)(a)

Figura 2.6: Red hexagonal de grafeno con distorsión Kekulé, donde la distribución periódica
de enlaces fuertes y débiles se representa con color rojo y negro. (a) Grafeno con distorsión
Kek-Y, considerando ν = 1. (b) Grafeno con distorsión Kek-O (ν = 0).

Kek-Y (ν = ±1) y la textura Kek-O (ν = 0). Dado lo anterior, el hamiltoniano de

grafeno con distorsión Kekulé en la descripción de amarre fuerte toma la siguiente

forma

Htb = −
∑
r

3∑
l=1

tr,l a
†
rbr+δl + H.c. (2.2.3)

Al considerar tr,l = t0, el hamiltoniano anterior recupera la forma del hamiltoniano

en amarre fuerte de grafeno pŕıstino en Ec. (2.1.4).

2.2.1. Hamiltoniano a bajas enerǵıas

Para el estudio de excitaciones a bajas enerǵıas en grafeno con distorsión Kekulé,

se procede de manera similar al tratamiento utilizado para grafeno pŕıstino en la

Sección 2.1. Escribiendo los operadores de creación y aniquilación en Ec. (2.2.3) en

su representación de Fourier y haciendo un tratamiento algebraico, se recupera el

siguiente hamiltoniano 4× 4 a bajas enerǵıas en el espacio de momentos

H(p) =

vF σ · p ∆̃Qν

∆̃∗Q†ν vF σ · p

 , (2.2.4)
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(a) (b)

Figura 2.7: Espectro de enerǵıa de grafeno con distorsión Kekulé. (a) Estructura de bandas
de grafeno con distorsión Kek-Y, donde los conos de Dirac se reubican en el centro de la
zona de Brillouin con velocidades distintas. (b) Espectro energético degenerado de grafeno
con distorsión Kek-O. Éste se caracteriza por tener una brecha de enerǵıa entre la banda
de conducción y de valencia.

donde p = ~(kx, ky) es el momento de los portadores de carga, σ = (σx, σy) es el

vector de Pauli, con σi las matrices de Pauli actuando sobre el grado de libertad de

pseudoesṕın, y el operador Qν que mezcla los valles está dado por

Qν =


3t0σz si ν = 0 ,

vF (νpx − ipy)σ0 si ν = ±1 .

(2.2.5)

La estructura electrónica de bandas se recupera al resolver el problema de eigenva-

lores H(k)ψ(k) = Eψ(k), donde en este caso ψ(k) es un espinor de cuatro compo-

nentes, el cual contiene las amplitudes de onda en las subredes A y B para los valles

K y K ′. Entonces, se encuentra que el espectro de enerǵıa de grafeno con distorsión
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Kek-Y consiste en dos conos de Dirac concéntricos con distintas velocidades,

Eξ,η
Y (k) = η vF~k(1 + ξ∆0), (2.2.6)

(ver Fig. 2.7(a)), con los espinores correspondientes dados por

ψξ,η(k) =
1

2



ξe−i2θ

ξηe−iθ

ηe−iθ

1


. (2.2.7)

Para grafeno con distorsión Kek-O, el espectro de enerǵıa consiste en dos conos

degenerados con brecha de enerǵıa,

Eη
O(k) = η

√
(vF~k)2 + (3t0∆0)2 , (2.2.8)

(ver Fig. 2.7(b)), con espinores de la forma

ψη(k) =
1√

2(1 + ∆2
0)



−e−iθ

−η
√

1 + ∆2
0

0

∆0


, ψ′η(k) =

1√
2(1 + ∆2

0)



η
√

1 + ∆2
0

eiθ

∆0

0


. (2.2.9)

Aqúı, el ı́ndice η = ± denota la banda de conducción y de valencia, respectivamente,

y el ı́ndice ξ = ± corresponde al cono interno y externo en el espectro energético

de grafeno Kek-Y, respectivamente. Los dos conos de Dirac concéntricos en grafeno

con distorsión Kek-Y están caracterizados por dos velocidades diferentes, vF (1+∆0)

para el cono interno o “rápido”, y vF (1−∆0) para el cono externo o “lento”.
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2.3. Sistemas bidimensionales con conos de Dirac

inclinados y anisotrópicos

Recientemente, las estructuras bidimensionales de boro han sido ampliamente es-

tudiadas debido a su potencial aplicación en la fabricación de dispositivos electróni-

cos, y a que se ha logrado la sintetización de tres estructuras cristalinas bidimensiona-

les de este elemento, conocidas como borofenos, dando aśı lugar a una nueva familia

de materiales capaces de ser explotados en el área de la nanoelectrónica [73, 74].

Además, en experimentos recientes se ha mostrado la sintetización de borofeno hi-

drogenado en el vaćıo, del cual es posible extraer una modificación qúımica ordenada

de borofeno expulsando térmicamente el hidrógeno [75]. Por otro lado, una de las

estructuras de boro que ha mostrado una gran estabilidad a través de cálculos de

primeros principios es el llamado borofeno ortorrómbico 8-Pmmn [26, 27]. La estruc-

tura cristalina de este material se ilustra en la Fig. 2.8. Este material bidimensional

posee propiedades electrónicas similares a las del grafeno, es decir, en él los portado-

res de carga también se comportan como fermiones de Dirac sin masa. La estructura

de bandas consiste en dos conos de Dirac, pero a diferencia del grafeno, éstos son

anisotrópicos y presentan cierta inclinación, esto es, la velocidad de los portadores

de carga depende del ángulo azimutal en el espacio de momentos, y las bandas de

conducción y de valencia no son simétricas con respecto al nivel de Fermi.

Por otro lado, estudios teóricos y experimentales de transporte electrónico en el

semiconductor orgánico α−(BEDT-TTF)2I3 han revelado que es posible describir

las excitaciones de bajas enerǵıas como un sistema de Dirac bidimensional sin masa,

que al igual que el borofeno presenta un espectro de Dirac con dos conos anisotrópi-

cos e inclinados [29, 30, 31]. Este semiconductor es un cristal con cuatro moléculas
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Figura 2.8: Representación de la red del borofeno ortorrómbico 8-Pmmn, donde cada nodo
corresponde a un átomo de boro. Imágen extráıda de Ref. [48].

diferentes formando una celda unitaria, en donde el punto de Dirac se presenta en

un punto degenerado accidental en la zona de Brillouin. Otros sistemas que de igual

forma presentan una estructura de bandas con conos inclinados y anisotrópicos son:

el grafeno con distorsión tipo quinoide, el cual se recupera cuando los puntos de Dirac

se mueven lejos de las esquinas de la zona de Brillouin por deformaciones externas

[28], y el grafeno parcialmente hidrogenado C6H2, en donde se ha encontrado que la

relación de dispersión es altamente anisotrópica [34]. Además, cálculos de primeros

principios y observaciones experimentales han revelado que monocapas de dicalcoge-

nuros de metales de transición con estructura 1T’ presentan a bajas enerǵıas bandas

de Dirac inclinadas y anisotrópicas con brechas energéticas en los puntos K, K ′

[32, 33].

Los sistemas mencionados anteriormente comparten una estructura de bandas si-

milar, consistiendo en dos conos de Dirac anisotrópicos e inclinados. Las excitaciones

a bajas enerǵıas de esta clase de sistemas son descritas por un hamiltoniano de Dirac

de la siguiente forma

Hξ(k) = ξ(~vtkyI + ~vxkxσx + ξ~vykyσy) , (2.3.1)
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donde I es la matriz identidad, y nuevamente las matrices de Pauli σi actúan sobre

el grado de libertad de sitio. La anisotroṕıa en el espectro de enerǵıa surge cuando

vx 6= vy. La inclinación de los conos de Dirac se genera debido al término proporcional

a I en el hamiltoniano, donde la velocidad vt es una medida de dicha inclinación.

Además, se observa que el hamiltoniano que describe al grafeno se recupera al tomar

vx = vy = vF y vt = 0. Para el caso particular de borofeno 8-Pmmn, cálculos de

primeros principios han revelado que las velocidades están dadas por vx = 0.86 vF

y vy = 0.69 vF , con la velocidad de inclinación vt = 0.32 vF [27]. La relación de

dispersión correspondiente al hamiltoniano en Ec. (2.3.1) está dado por

εξλ(kx, ky) = ξαtky + λ
√
α2
xk

2
x + α2

yk
2
y , (2.3.2)

donde se ha definido αi = ~vi (i = x, y, t, F ), y λ = ± denota la banda de conducción

y de valencia, respectivamente. A una enerǵıa de Fermi fija εF , los contornos de Fermi

se definen como Cξ
λ = {k | εξλ(k) = εF}. De acuerdo al espectro de enerǵıa en Ec.

(2.3.2), estos contornos son elipses definidas por la siguiente ecuación

(1− γ2)α2
x(k

ξ
λ,x)

2 + (1− γ2)2α2
y

(
kξλ,y + ξλ

γ

1− γ2

|εF |
αy

)2

= ε2
F , (2.3.3)

donde se ha definido el parámetro adimensional de inclinación γ = vt/vy (0 6 γ < 1).

El origen de la elipse se debe a la anisotroṕıa en el espectro (vx 6= vy), a diferencia del

contorno de Fermi circular correspondiente al grafeno. Además, la elipse se encuentra

desplazada del origen, y centrada en (0, −ξλγ|εF |/(1−γ2)αy), como consecuencia de

la inclinación de las bandas de enerǵıa (vt). Finalmente, los espinores que describen
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a los fermiones de Dirac sin masa en esta clase de sistemas están dados por

ψξλ(k) =
1√
2

e−iξφk/2
λ eiξφk/2

 , (2.3.4)

donde φk = tan−1(αyky/αxkx), tal que nuevamente el grado de libertad de pseudo-

esṕın se ve reflejado en el espinor.

2.4. Simetŕıas en sistemas de Dirac

Las simetŕıas presentes en los sistemas de Dirac bidimensionales hasta ahora

discutidos desempeñan un papel crucial en sus propiedades f́ısicas tan exóticas, las

cuales a la vez garantizan la existencia de fermiones de Dirac sin masa, manteniendo

los nodos de Dirac. La preservación de simetŕıas dan lugar a la universalidad de un

gran número de funciones respuesta y susceptibilidades en esta clase de sistemas [8].

Helicidad

Los sistemas de Dirac se pueden clasificar a través de las operaciones de simetŕıa

que preserva su hamiltoniano. Una de las simetŕıas más importantes en estos sistemas

es la helicidad, representada por el operador de helicidad Λ. Este operador se define

como la proyección del momento a lo largo de la dirección del pseudoesṕın. Por

ejemplo, el operador de helicidad correspondiente a las cuasipart́ıculas en grafeno

descritas por el hamiltoniano a bajas enerǵıas en Ec. (2.1.10) está dado por [3]

Λξ = σξ · p

|p|
. (2.4.1)
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Evidentemente, el operador anterior conmuta con el hamiltoniano en Ec. (2.1.10), de

manera que se dice que la helicidad es una cantidad conservada, y las eigenfunciones

ψξλ(k) en Ec. (2.1.13) del hamiltoniano también son eigenfunciones de Λξ, esto es,

Λξψξλ(k) = λξ ψξλ(k) . (2.4.2)

De la ecuación de eigenvalor anterior es posible deducir algunas conclusiones acerca

de la helicidad de los fermiones de Dirac en grafeno. Para excitaciones en la vecindad

del punto K (ξ = +), la helicidad es positiva para cuasipart́ıculas en la banda de

conducción (λ = +), esto es, el momento y el pseudoesṕın son paralelos. En cambio,

para la banda de valencia (λ = −), la helicidad es negativa, de modo que el momento

y el pseudoesṕın son antiparalelos. Por otro lado, para excitaciones en la vecindad del

punto K ′ (ξ = −), la helicidad se invierte, tal que la helicidad es negativa (positiva)

para estados en la banda de conducción (valencia).

Además, es posible escribir otra expresión para el operador de helicidad concer-

niente a los portadores de carga en sistemas de Dirac inclinados y anisotrópicos,

descritos por el hamiltoniano a bajas enerǵıas en Ec. (2.3.1). Tal operador está defi-

nido como sigue [38]

Λξ =
ξαxkxσx + αykyσy√

α2
xk

2
x + α2

yk
2
y

. (2.4.3)

Al igual que en el caso de grafeno, las eigenfunciones del hamiltoniano que describe

esta clase de sistemas de Dirac (ver Ec. (2.3.4)), son también eigenfunciones del

operador de helicidad anterior, y nuevamente la helicidad se invierte al pasar del

valle K al K ′.

La conservación de la helicidad en sistemas de Dirac bidimensionales es respon-

sable de algunas de sus propiedades más exóticas. Tal es el caso de la ausencia de
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retrodispersión, en la que existe una imposibilidad de inversión en la dirección del

momento (p → −p), debido a que se requiere una inversión simultánea en la di-

rección del pseudoesṕın. El momento y el pseudoesṕın se encuentran fuertemente

acoplados por helicidad, tal que la retrodispersión no es posible en esta clase de

sistemas, a menos que la presencia de un potencial en el hamiltoniano sea capaz

de invertir la dirección del pseudoesṕın. Consecuentemente, las quasipart́ıculas en

sistemas de Dirac pueden “tunelear” a través de barreras de potencial relativamente

altas, dando lugar a la paradoja de Klein [76].

Simetŕıa electrón-hueco

Otra de las simetŕıas importantes en un sistema de Dirac es la simetŕıa electrón-

hueco. Se dice que un sistema preserva esta simetŕıa si su hamiltoniano satisface

[69]

σzH
ξ(k)σz = −Hξ(k). (2.4.4)

Se puede ver que el hamiltoniano de grafeno a bajas enerǵıas en Ec. (2.1.10) preserva

la simetŕıa electrón-hueco, lo que significa que el espectro de enerǵıa es simétrico con

respecto a ε(k) = 0. Sin embargo, esta simetŕıa deja de preservarse al considerar

interacciones a segundos vecinos en el hamiltoniano de amarre fuerte [3]. Por otro

lado, en sistemas de Dirac con un espectro anisotrópico e inclinado descritos por

el hamiltoniano en Ec. (2.3.1), la simetŕıa electrón-hueco no se preserva, esto es,

σzH
ξ(k)σz 6= −Hξ(k), debido al término proporcional a vt en el hamiltoniano, el

cual da lugar a la inclinación de las bandas de enerǵıa. Este rompimiento de simetŕıa

se manifiesta en las propiedades f́ısicas del sistema, por ejemplo, en su respuesta

óptica [38].
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Simetŕıas de inversión espacial e inversión temporal

Entre las simetŕıas más importantes en un sistema de Dirac se encuentran la si-

metŕıa de inversión espacial y la simetŕıa de inversión temporal, las cuales garantizan

la presencia de fermiones de Dirac sin masa. Se dice que un sistema de Dirac preserva

la simetŕıa de inversión espacial si su hamiltoniano satisface [77]

σxH
+(−k)σx = H−(k). (2.4.5)

Esta simetŕıa hace referencia a la simetŕıa al intercambiar los sitios de las subre-

des A y B (ver Sección 2.1). Aśı, al preservarse esta operación, la probabilidad de

ocupación de las cuasipart́ıculas es la misma para ambas subredes. Note que aún si

el hamiltoniano contiene un “término de masa” dependiente del valle del tipo ∆ξσz

(mismo que se refleja como una brecha de enerǵıa en el punto de Dirac de magnitud

2|∆ξ|), la simetŕıa de inversión espacial continúa preservándose siempre y cuando

∆+ = −∆−. Si no se cumple esta condición, la simetŕıa de inversión espacial deja de

preservarse, por lo que es posible romper dicha simetŕıa al abrir brechas de enerǵıa

en el espectro, las cuales pueden ser inducidas por la presencia de impurezas que

afecten preferentemente a una subred sobre la otra, tal como el dopaje por nitrógeno

[78], o por la interacción con sustratos de SiC [79] o de hBN [80]. Esto es altamen-

te deseable para inducir transiciones metal-aislante y tener mayor control sobre las

propiedades electrónicas.

Por otro lado, se dice que un sistema de Dirac preserva la simetŕıa de inversión

temporal si su hamiltoniano cumple [77]

[H−(−k)]∗ = H+(k). (2.4.6)
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En un sistema de Dirac, se dice que las funciones de onda en los puntos K y K ′ están

relacionadas por simetŕıa de inversión temporal, ya que esta simetŕıa es equivalente

a una reflexión sobre el eje horizontal en el espacio de momentos, y al sustituir

kx → −kx en la función de onda en la vecindad del punto K, se recupera la función de

onda en la vecindad del punto K ′ (ver por ejemplo la Ec. (2.1.13)). Aśı, introducir un

término en el hamiltoniano del tipo ∆ξσz, preserva la simetŕıa de inversión temporal

siempre y cuando ∆+ = ∆−. La ruptura de esta simetŕıa se puede realizar al aplicar

un campo magnético al sistema. Éste separa el espectro de enerǵıa en niveles de

Landau y da lugar al efecto Hall cuántico [60]. Sin embargo, también es posible

romper la simetŕıa de inversión temporal sin introducir un campo magnético externo.

Por ejemplo, se pueden inducir campos magnéticos locales, ya sea por sustratos o

impurezas magnéticas, dando lugar a un efecto Hall cuántico anómalo [81].

Si un sistema preserva simultáneamente la simetŕıa de inversión espacial y la

simetŕıa de inversión temporal, su hamiltoniano satisface

σx[H
ξ(k)]∗σx = Hξ(k). (2.4.7)

Esto es, el hamiltoniano no puede contener términos del tipo ∆ξσz, ya que la pre-

servación simultánea de ambas simetŕıas se logra cuando ∆± = −∆±, dando lugar a

∆± = 0. Los nodos de Dirac están protegidos por ambas simetŕıas, tal que si alguna

de ellas se viola aparece una brecha de enerǵıa en el punto de Dirac.



Caṕıtulo 3

Conductividad óptica

3.1. Teoŕıa de respuesta lineal y formalismo de

Kubo

Al perturbar externamente un sistema cuántico en su estado de equilibrio, éste

responderá modificando sus niveles de enerǵıa y sus ocupaciones. Esto se puede

caracterizar a través de su función respuesta, que determina la relación entre la

perturbación externa y la respuesta del sistema. Cuando la magnitud de la pertur-

bación es lo suficientemente pequeña, una buena aproximación es considerar que la

respuesta es proporcional (lineal) a la perturbación. Bajo estas circunstancias, la

función respuesta del sistema queda determinada completamente por una constante

de proporcionalidad, que a su vez depende de las propiedades de equilibrio [82].

A continuación se deriva la función respuesta de un sistema cuántico a un campo

electromagnético dependiente del tiempo (o AC). Sin embargo, dentro de la teoŕıa

de respuesta lineal, es posible estudiar la respuesta de un sistema a una amplia

37
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variedad de perturbaciones externas, ya que un sistema f́ısico tiende a responder de

forma distinta a cada perturbación. Entre estas funciones respuesta se encuentran

la susceptibilidad de carga y de esṕın debida a la presencia de campos eléctricos

y magnéticos externos, conductancia y función dieléctrica, por mencionar algunas.

Además, también es posible estudiar la respuesta a vibraciones externas o fuerzas

mecánicas utilizando esta teoŕıa.

Para comenzar con el tratamiento de la teoŕıa de respuesta lineal, se considera

un sistema cuántico en equilibrio a temperatura fija T descrito por un hamiltoniano

independiente del tiempo H0 con eigenvalores {En} y eigenestados {|n〉}. Se desea

conocer cuál es el valor esperado de una cantidad observable descrita por un operador

A después de que el sistema es retirado del equilibrio por una perturbación externa

dependiente del tiempo V (t), esto es, se desea conocer 〈A〉 a orden lineal en V (t).

Antes de introducir la perturbación, el valor esperado de A se evalúa a través de

la matriz de densidad ρ0 de la siguiente manera

〈A〉 = Tr{ρ0A} =
1

Z0

∑
n

e−En/kBT 〈n|A|n〉 , (3.1.1)

con la matriz de densidad dada por

ρ0 =
1

Z0

e−H0/kBT =
1

Z0

∑
n

e−En/kBT |n〉〈n| , (3.1.2)

donde Z0 =
∑

n e
−En/kBT es la función de partición y kB la constante de Boltzmann.

La matriz de densidad es utilizada para describir un sistema cuántico lo suficiente-

mente grande, tal que no es posible describirlo con un solo vector de estado, sino

con un conjunto completo de éstos con su correspondiente conjunto de probabilida-

des, las cuales determinan la contribución de cada estado (o sub-estado) al sistema
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completo. En el ĺımite clásico, dichas probabilidades vienen dadas por la función de

Maxwell-Boltzmann

wn =
1

Z0

e−En/kBT , (3.1.3)

la cual determina la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado con

enerǵıa En.

Ahora, a un tiempo t = t0, se aplica la perturbación externa V (t), tal que el

hamiltoniano del sistema fuera de equilibrio toma la siguiente forma

H(t) = H0 + V (t) Θ(t− t0), (3.1.4)

donde Θ(z) es la función escalón unitaria. Para encontrar el valor esperado de A a

un tiempo t > t0 es necesario estudiar la evolución temporal de los eigenestados del

sistema sin perturbar. Para ello, se utiliza la representación de interacción, lo cual

resulta conveniente cuando el hamiltoniano del sistema perturbado se puede escribir

en términos del hamiltoniano del sistema sin perturbar y la perturbación externa,

tal como en Ec. (3.1.4). En esta representación, la evolución de los estados cuánticos

se define de la siguiente manera

|n̂(t)〉 ≡ eiH0t/~ |n(t)〉 , (3.1.5)

donde la dinámica de |n(t)〉 es gobernada por la ecuación de Schrödinger dependiente

del tiempo

i~
∂

∂t
|n(t)〉 = H(t) |n(t)〉 . (3.1.6)
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Calculando la derivada temporal de |n̂(t)〉 se recupera

∂

∂t
|n̂(t)〉 =

∂

∂t

(
eiH0t/~ |n(t)〉

)
= eiH0t/~ ∂

∂t
|n(t)〉+

i

~
eiH0t/~H0 |n(t)〉

= − i
~
eiH0t/~H(t) |n(t)〉+

i

~
eiH0t/~H0 |n(t)〉 , (3.1.7)

en donde en el último paso se ha considerado la Ec. (3.1.6). Multiplicando ambos

lados de la ecuación anterior por i~ y considerando la Ec. (3.1.5), se recupera la

siguiente ecuación de Schrödinger para los estados en la representación de interacción

i~
∂

∂t
|n̂(t)〉 = V̂ (t) |n̂(t)〉 , (3.1.8)

donde V̂ (t) = eiH0t/~V (t)e−iH0t/~ es la perturbación en la representación de interac-

ción. Similarmente, es posible escribir la dependencia temporal de los estados en esta

representación a partir del operador de evolución temporal, esto es, |n̂(t)〉 = Û(t) |n〉,

donde Û(t) es el operador de evolución en la representación de interacción,

Û(t) = eiH0t/~U(t)e−iH0t/~ . (3.1.9)

Entonces, dada la Ec. (3.1.8), el operador de evolución temporal satisface la siguiente

ecuación de Schrödinger

i~
∂

∂t
Û(t) = V̂ (t)Û(t). (3.1.10)

Considerando ahora que la perturbación V̂ (t) es lo suficientemente pequeña com-

parada con el hamiltoniano del sistema en equilibrio H0, de acuerdo a teoŕıa de
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perturbaciones dependiente del tiempo a primer orden en la perturbación, la solu-

ción a la ecuación anterior toma la siguiente forma

Û(t) = 1− i

~

∫ t

t0

dt′ V̂ (t′). (3.1.11)

Dado que ya se cuenta con una expresión para el operador de evolución temporal

a orden lineal en la perturbación, se procede a estudiar la evolución temporal de

〈A(t)〉, la cual está dada por

〈A(t)〉 =
1

Z0

∑
n

e−En/kBT 〈n(t)|A|n(t)〉 . (3.1.12)

Considerando la imagen de interacción, es posible escribir los estados |n(t)〉 como

sigue

|n(t)〉 = e−iH0t/~ |n̂(t)〉 = e−iH0t/~Û(t) |n〉 . (3.1.13)

Sustituyendo la ecuación anterior en la Ec. (3.1.12) se recupera lo siguiente

〈A(t)〉 =
1

Z0

∑
n

e−En/kBT 〈n|Û †(t)eiH0t/~Ae−iH0t/~Û(t)|n〉 . (3.1.14)

Ahora, sustituyendo la expresión del operador de evolución temporal en Ec. (3.1.11)

en la ecuación anterior, la evolución temporal de 〈A(t)〉 a primer orden en la pertur-

bación toma la siguiente forma

〈A(t)〉 =
1

Z0

∑
n

e−En/kBT 〈n|
[
1 +

i

~

∫ t

t0

dt′ V̂ (t′)

]
Â(t)

[
1− i

~

∫ t

t0

dt′ V̂ (t′)

]
|n〉

≈ 1

Z0

∑
n

e−En/kBT
{
〈n|Â(t)|n〉 − i

~

∫ t

t0

dt′ 〈n|[Â(t), V̂ (t′)]|n〉
}
, (3.1.15)

donde Â(t) = eiH0t/~A(t)e−iH0t/~ es la cantidad observable en la representación de
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interacción, y se han despreciado términos cuadráticos en la perturbación. Resulta

conveniente introducir la siguiente notación

〈O〉0 ≡
1

Z0

∑
n

e−En/kBT 〈n|O|n〉 , (3.1.16)

esto es, 〈O〉0 representa el valor esperado de un operador O con respecto al hamilto-

niano del sistema en equilibrio H0. Con esta nueva notación, la Ec. (3.1.15) se escribe

de la siguiente forma

〈A(t)〉 =
〈
Â(t)

〉
0
− i

~

∫ t

t0

dt′
〈

[Â(t), V̂ (t′)]
〉

0
. (3.1.17)

La ecuación anterior es conocida como fórmula de Kubo [83], y es el resultado prin-

cipal de la teoŕıa de respuesta lineal. Dicha ecuación expresa el valor esperado de

una observable A(t) con respecto a un sistema cuántico retirado del equilibrio por

una perturbación pequeña V (t), en función de una función de correlación retardada

(o causal) del sistema en equilibrio.

3.1.1. Función respuesta para la conductividad óptica

Se desea encontrar una expresión para la respuesta lineal de un sistema de part́ıcu-

las cargadas a una onda electromagnética a frecuencia finita, esto es, la conductividad

óptica. Para ello, se considera un sistema de electrones homogéneo bajo la acción de

una onda electromagnética plana definida por un potencial vectorial magnético y un
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campo eléctrico de la forma

A(r, t) = A0 e
i(q·r−ωt) , (3.1.18)

E(r, t) = E0 e
i(q·r−ωt) , (3.1.19)

respectivamente, donde ω es la frecuencia de la onda y q su vector de onda, con |A0|

y |E0| la magnitud del potencial vectorial y del campo eléctrico, respectivamente.

En teoŕıa de respuesta lineal, la onda electromagnética externa induce una corriente

eléctrica en el sistema de part́ıculas cargadas proporcional al campo eléctrico externo,

esto es,

〈Jei (ω)〉 =
∑
j

σij(ω)Ej(ω), j = x, y, (3.1.20)

donde σij(ω) es el tensor de conductividad óptica, el cual expresa la respuesta del

sistema en dirección êi a un campo eléctrico en dirección êj, donde i, j represen-

tan coordenadas espaciales cartesianas. Además, Jei (ω) es el operador cuántico de

densidad de corriente eléctrica, por lo que su valor esperado 〈Jei (ω)〉 es lo que se

mide experimentalmente [84]. En el caso más general, cuando el sistema es inho-

mogéneo, el campo eléctrico externo E(ω) induce pequeñas corrientes en el sistema

que producen otros campo eléctricos que contribuyen a la conductividad [82]. Tal

caso no se está considerando en el presente tratamiento. Ahora, el hamiltoniano de

una part́ıcula cargada no relativista bajo la acción de un campo electromagnético

tiene la siguiente forma (ver Apéndice B)

H(t) =
1

2m
|p− eA(r, t)|2, (3.1.21)
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donde p = −i~∇ es el operador de momento, m la masa de la part́ıcula y e su carga

eléctrica. Despreciando términos cuadráticos del potencial vectorial magnético (dado

que se considera que el campo perturbativo es pequeño), el hamiltoniano anterior se

puede escribir como la suma del hamiltoniano del sistema en equilibrio H0 = |p|2/2m

y el término correspondiente a la perturbación externa,

H(t) =
|p|2

2m
− e

m
p ·A(r, t), (3.1.22)

donde el término correspondiente a la perturbación esta dado por

V (t) = − e

m
p ·A(r, t). (3.1.23)

El operador cuántico de densidad de corriente eléctrica dado el hamiltoniano en Ec.

(3.1.22) tiene la siguiente forma

Je(r, t) = JP(r, t) + JD(r, t), (3.1.24)

donde el primer término corresponde a la contribución paramagnética, y el segundo

a la diamagnética, esto es,

Paramagnética: JP(r, t) =
~e
m

Im
{
ψ∗(r, t)∇ψ(r, t)

}
, (3.1.25)

Diamagnética: JD(r, t) = −e
2

m
A(r, t)ρ , (3.1.26)

donde ψ(r, t) es la función de onda asociada a la part́ıcula y ρ = |ψ(r, t)|2 la densidad

de probabilidad. La contribución paramagnética es la usual corriente de probabilidad

en mecánica cuántica, mientras que la contribución diamagnética aparece como con-

secuencia del campo electromagnético externo. Dado lo anterior, el valor esperado



3.1. TEORÍA DE RESPUESTA LINEAL Y FORMALISMO DE KUBO 45

de la densidad de corriente eléctrica en dirección êi está dado por

〈Jei (t)〉 =
〈
JP
i (t)

〉
+
〈
JD
i (t)

〉
. (3.1.27)

Para estudiar la evolución temporal de la cantidad anterior y aśı encontrar una

expresión para la conductividad óptica, se utiliza la fórmula de Kubo en Ec. (3.1.17)

en la ecuación anterior. Sin embargo, de acuerdo a la Ec. (3.1.26), la contribución

diamagnética es proporcional a la perturbación, por lo que dentro de la teoŕıa de

respuesta lineal el valor esperado de la contribución diamagnética se reduce a tomar

el valor esperado de la densidad de probabilidad en el equilibrio, esto es,

〈
JD
i (t)

〉
= −e

2

m
Ai(r, t) 〈ρ〉0 . (3.1.28)

Ahora, aplicando la fórmula de Kubo al valor esperado de la contribución para-

magnética de la densidad de corriente

〈
JP
i (t)

〉
= − i

~

∫ t

t0

dt′
〈

[ĴP
i (t), V̂ (t′)]

〉
0
, (3.1.29)

en donde se ha considerado que el sistema en equilibrio no lleva ninguna corriente, tal

que
〈
JP
i

〉
0

= 0. Es posible escribir la perturbación V (t) en Ec. (3.1.23) en términos

del operador JP considerando que

JP = e
∂H0

∂p
= e

p

m
. (3.1.30)

Tomando el ĺımite de longitud de onda larga (q→ 0), el potencial vectorial magnético

y el campo eléctrico en Ecs. (3.1.18)-(3.1.19), respectivamente, solamente dependen

del tiempo, esto es, A(t) = A0 e
−iωt y E(t) = E0 e

−iωt. Además, de acuerdo a las
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ecuaciones de Maxwell, estas dos cantidades se relacionan de la siguiente manera

E(t) = − ∂

∂t
A(t) = iωA(t), (3.1.31)

Entonces, considerando las Ecs. (3.1.30)-(3.1.31), la perturbación externa se puede

escribir de la siguiente forma

V (t) =
i

ω
JP · E(t). (3.1.32)

Considerando lo anterior, la fórmula de Kubo en Ec. (3.1.29) se reescribe como sigue

〈
JP
i (t)

〉
= − i

~

∫ t

t0

dt′
〈[
ĴP
i (t),

i

ω
ĴP(t′) · E(t′)

]〉
0

=
1

~ω
∑
j

∫ t

t0

dt′
〈

[ĴP
i (t), ĴP

j (t′)]
〉

0
Ej(t

′). (3.1.33)

Además, dado que no se están considerando efectos transitorios, es posible tomar

t0 → −∞,

〈
JP
i (t)

〉
=

1

~ω
∑
j

∫ t

−∞
dt′
〈

[ĴP
i (t), ĴP

j (t′)]
〉

0
Ej(t

′). (3.1.34)

Por otro lado, se desea encontrar una expresión para la conductividad óptica en

función de la frecuencia, por lo que se considera la transformada de Fourier del valor

esperado de la densidad de corriente

〈Jei (ω)〉 =

∫ ∞
−∞

dt eiωt 〈Jei (t)〉

=

∫ ∞
−∞

dt eiωt
〈
JP
i (t)

〉
+

∫ ∞
−∞

dt eiωt
〈
JD
i (t)

〉
, (3.1.35)
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La primera integral del lado derecho de la ecuación anterior corresponde a la trans-

formada de Fourier de la contribución paramagnética, esto es,

〈
JP
i (ω)

〉
=

∫ ∞
−∞

dt eiωt
〈
JP
i (t)

〉
=

1

~ω
∑
j

∫ ∞
−∞

dt eiωt
∫ t

−∞
dt′
〈

[ĴP
i (t), ĴP

j (t′)]
〉

0
Ej(t

′). (3.1.36)

Considerando el cambio de variable t− t′ → τ se recupera

〈
JP
i (ω)

〉
=

1

~ω
∑
j

∫ ∞
−∞

dt eiωt
∫ ∞

0

dτ
〈

[ĴP
i (τ), ĴP

j (0)]
〉

0
Ej(t− τ), (3.1.37)

Introduciendo ahora el factor eiωτe−iωτ dentro del integrando

〈
JP
i (ω)

〉
=

1

~ω
∑
j

∫ ∞
−∞

dt eiωt
∫ ∞

0

dτ eiωτe−iωτ
〈

[ĴP
i (τ), ĴP

j (0)]
〉

0
Ej(t−τ), (3.1.38)

se identifica la transformada de Fourier del campo eléctrico

Ej(ω) =

∫ ∞
−∞

dt eiω(t−τ)Ej(t− τ). (3.1.39)

Entonces, el valor esperado de la contribución paramagnética en función de la fre-

cuencia del campo electromagnético externo toma la siguiente forma

〈
JP
i (ω)

〉
=

1

~ω
∑
j

∫ ∞
0

dτ eiωτ
〈

[ĴP
i (τ), ĴP

j (0)]
〉

0
Ej(ω). (3.1.40)
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Ahora, considerando la segunda integral del lado derecho de la Ec. (3.1.35), la cual

corresponde a la transformada de Fourier de la contribución diamagnética,

〈
JD
i (ω)

〉
=

∫ ∞
−∞

dt eiωt
〈
JD
i (t)

〉
= −e

2n

m

∫ ∞
−∞

dt eiωtAi(t), (3.1.41)

donde n = 〈ρ〉0 es la densidad de part́ıculas. Escribiendo el potencial vectorial en

función del campo eléctrico de acuerdo a la Ec. (3.1.31), el valor esperado de la

contribución diamagnética en función de la frecuencia queda de la siguiente manera

〈
JD
i (ω)

〉
=

ie2n

mω

∫ ∞
−∞

dt eiωtEi(t)

=
ie2n

mω
Ei(ω), (3.1.42)

donde nuevamente se ha identificado la transformada de Fourier del campo eléctri-

co. Finalmente, de las Ecs. (3.1.40) y (3.1.42), el valor esperado de la densidad de

corriente eléctrica toma la siguiente forma

〈Jei (ω)〉 =
1

~ω
∑
j

∫ ∞
0

dτ eiωτ
〈

[ĴP
i (τ), ĴP

j (0)]
〉

0
Ej(ω) +

ie2n

mω
Ei(ω)

=
∑
j

[
1

~ω

∫ ∞
0

dτ eiωτ
〈

[ĴP
i (τ), ĴP

j (0)]
〉

0
+
ie2n

mω
δij

]
Ej(ω). (3.1.43)

Comparando la expresión anterior con la Ec. (3.1.20), se recupera la siguiente ex-

presión para la conductividad óptica en función de la frecuencia del campo electro-

magnético externo

σij(ω) =
i

ω̃

[
Πij(ω) +

e2n

m
δij

]
, (3.1.44)
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donde

Πij(ω) =
1

i~

∫ ∞
0

dτ eiω̃τ
〈

[ĴP
i (τ), ĴP

j (0)]
〉

0
, (3.1.45)

es la función de correlación corriente-corriente. En la expresión anterior se ha introdu-

cido un mecanismo de relajación artificial a través de la sustitución ω → ω̃ = ω+ iη.

El significado f́ısico de la cantidad η radica en el hecho de que la respuesta a la

perturbación externa debe decaer cuando τ →∞ debido a algún mecanismo de disi-

pación [85], lo cual hace converger la integral (3.1.45). Eventualmente se debe tomar

el ĺımite η → 0+ al final de los cálculos.

Para un sistema cuántico relativista con un espectro energético sin masa, tal como

un sistema de Dirac, la derivación de la conductividad óptica es bastante similar, y

se recupera al considerar una pequeña desviación cuadrática en el hamiltoniano del

sistema en equilibrio, la cual se hace tender a cero al final de los cálculos (ver Ref.

[86]). Esto permite definir una contribución diamagnética adecuada de la densidad de

corriente eléctrica en esta clase de sistemas. Además, es posible reescribir la fórmula

de Kubo para la conductividad de la siguiente forma [87]

σij(ω) =
i

ω̃
[Πij(ω)− Πij(0)] , (3.1.46)

donde

Πij(0) = ĺım
ω̃→0

1

i~

∫ ∞
0

dτ eiω̃τ
〈

[ĴP
i (τ), ĴP

j (0)]
〉

0
, (3.1.47)

tal que al comparar con la Ec. (3.1.44), se observa que el término −(i/ω̃)Πij(0)

corresponde a la contribución diamagnética. La expresión en Ec. (3.1.46) resulta

conveniente para evaluar la respuesta de un sistema de Dirac a un campo electro-

magnético.
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Tensor de conductividad óptica en su forma espectral

La fórmula de Kubo para la conductividad óptica se puede reescribir en su forma

espectral desarrollando la función de correlación corriente-corriente en Ec. (3.1.45).

Para ello, se escribe expĺıcitamente el valor esperado del conmutador en el equilibrio

Πij(ω) =
1

i~

∫ ∞
0

dt eiω̃t
∑
λ,k

f(ελ) 〈ψλ(k)| [ĴP
i (t), ĴP

j (0)] |ψλ(k)〉 , (3.1.48)

donde

f(ελ) =
1

e(ελ−εF )/kBT + 1
, (3.1.49)

es la función de distribución de Fermi-Dirac, la cual es utilizada para describir Fer-

miones, tal como electrones, y ελ = ελ(k) son los eigenvalores del hamiltoniano del

sistema en equilibrio, con los correspondientes eigenestados denotados como |ψλ(k)〉.

Escribiendo la suma en k como una integral

Πij(ω) =
1

i~

∫ ∞
0

dt eiω̃t
∫

d2k

(2π)2

∑
λ

f(ελ) 〈ψλ(k)| [ĴP
i (t), ĴP

j (0)] |ψλ(k)〉 . (3.1.50)

Haciendo la integral en el tiempo, la función de correlación toma la siguiente forma

Πij(ω) = e2

∫
d2k

(2π)2

∑
λ′,λ

(
f(ελ)− f(ελ′)

)〈ψλ(k)| vi |ψλ′(k)〉 〈ψλ′(k)| vj |ψλ(k)〉
ελ − ελ′ + ~ω̃

,

(3.1.51)

donde se ha considerado el operador de velocidad vi = (1/e)JP
i de acuerdo a la Ec.

(3.1.30). Considerando la ecuación anterior en la fórmula de Kubo en Ec. (3.1.46),
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se recupera la siguiente expresión para la conductividad óptica

σij(ω) = −ie2~
∫

d2k

(2π)2

∑
λ′,λ

(
f(ελ)− f(ελ′)

ελ − ελ′

)
〈ψλ(k)| vi |ψλ′(k)〉 〈ψλ′(k)| vj |ψλ(k)〉

ελ − ελ′ + ~ω̃
.

(3.1.52)

Para visualizar mejor las distintas contribuciones que participan en la conductividad

óptica, resulta conveniente reescribir la ecuación anterior como la suma de la con-

ductividad intrabanda y la conductividad interbanda expandiendo la suma en λ, λ′

de la siguiente manera

σij(ω) = −ie2~
∫

d2k

(2π)2

∑
λ

ĺım
λ′→λ

(
f(ελ)− f(ελ′)

ελ − ελ′

)
〈ψλ(k)| vi |ψλ′(k)〉 〈ψλ′(k)| vj |ψλ(k)〉

ελ − ελ′ + ~ω̃

− ie2~
∫

d2k

(2π)2

∑
λ′,λ
λ′ 6=λ

(
f(ελ)− f(ελ′)

ελ − ελ′

)
〈ψλ(k)| vi |ψλ′(k)〉 〈ψλ′(k)| vj |ψλ(k)〉

ελ − ελ′ + ~ω̃

= σintraij (ω) + σinterij (ω) , (3.1.53)

tal que σintraij (ω) denota la contribución intrabanda de la conductividad, la cual está

dada por

σintraij (ω) = i
e2

ω̃

∑
λ

∫
d2k

(2π)2

(
−∂f(ελ)

∂ελ

)
〈ψλ(k)| vi |ψλ(k)〉 〈ψλ(k)| vj |ψλ(k)〉 ,

(3.1.54)

donde se ha considerado el ĺımite λ′ → λ de (f(ελ) − f(ελ′))/(ελ − ελ′) como la

derivada parcial ∂f(ελ)/∂ελ. Tomando ahora el ĺımite η → 0+ en la ecuación anterior,

es posible reescribir la contribución intrabanda de la siguiente forma

σintraij (ω) = Dij δ(ω) + i Imσintraij (ω), (3.1.55)

donde, por las relaciones de Kramers-Kronig, el peso de Drude Dij está dado por

Dij = π ĺımω→0[ω Imσintraij (ω)]. La conductividad intrabanda describe las transiciones
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dentro de una misma banda de enerǵıa justamente en el nivel de Fermi, la cual se

manifiesta a frecuencias pequeñas y decae como 1/ω.

Finalmente, la contribución interbanda de la conductividad denotada como σinterij (ω)

en Ec. (3.1.53) tiene la siguiente forma

σinterij (ω) = −ie2~
∫

d2k

(2π)2

∑
λ′,λ
λ′ 6=λ

(
f(ελ)− f(ελ′)

ελ − ελ′

)
〈ψλ(k)| vi |ψλ′(k)〉 〈ψλ′(k)| vj |ψλ(k)〉

ελ − ελ′ + ~ω̃
.

(3.1.56)

Este tipo de contribución está relacionada con la absorción de la enerǵıa del fotón

incidente, dando lugar a transiciones verticales de un estado ocupado a uno desocu-

pado. La expresión anterior será utilizada para calcular la conductividad interbanda

de sistemas de Dirac en el Caṕıtulo 5.

3.2. Conductividad Hall

Como se discutió anteriormente, en un sistema homogéneo e isotrópico un campo

eléctrico externo genera una corriente en la misma dirección del campo, conocida

como corriente de deriva. Sin embargo, es posible generar una polarización de carga

transversal al campo eléctrico, comúnmente asociada con la presencia de un campo

magnético uniforme normal al sistema. El campo magnético externo genera una

fuerza de Lorentz sobre los electrones, los cuales tienden a moverse en dirección

perpendicular al campo eléctrico que los acelera. Este fenómeno es conocido como

efecto Hall, el cual es útil para medir la densidad de los portadores de carga en

el sistema y para fabricar sensores de efecto Hall encargados de detectar campos

magnéticos [84].

De manera más fundamental, la respuesta Hall en el sistema resulta del rom-
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pimiento de la simetŕıa de inversión temporal [81]. Un campo magnético rompe la

simetŕıa de inversión temporal, generando una polarización transversal a la corriente

de deriva. Sin embargo, existen otros mecanismos capaces de romper dicha simetŕıa

en ausencia de un campo magnético externo, tal como la presencia de impurezas

magnéticas o sustratos ferromagnéticos, lo cual introduce un flujo magnético pe-

riódico local normal al sistema con un flujo total nulo a través de la celda unitaria.

Esto abre la posibilidad de generar una respuesta Hall en el sistema sin la necesidad

de un campo magnético externo, dando lugar a un efecto Hall anómalo.

Para el cálculo de la conductividad Hall a partir de la fórmula de Kubo, se con-

sideran las componentes fuera de la diagonal del tensor de conductividad σxy(ω) =

σinterxy (ω). La contribución intrabanda de la respuesta Hall es por lo general despre-

ciable, ya que ésta proviene de la contribución diamagnética, la cual forma parte

de las componentes en la diagonal del tensor (ver Ec. (3.1.44)). Entonces, de la Ec.

(3.1.56), la conductividad Hall queda determinada por

σxy(ω) = −ie2~
∫

d2k

(2π)2

∑
λ′,λ
λ′ 6=λ

(
f(ελ)− f(ελ′)

ελ − ελ′

)
〈ψλ(k)| vx |ψλ′(k)〉 〈ψλ′(k)| vy |ψλ(k)〉

ελ − ελ′ + ~ω̃
.

(3.2.1)

La expresión anterior describe la respuesta del sistema en dirección ŷ a un campo

eléctrico en dirección x̂. Tomando el ĺımite de frecuencia cero, se recupera la siguiente

expresión para la conductividad Hall anómala [88]

σxy(0) = −e
2

~
∑
λ

∫
d2k

(2π)2
f(ελ) Ωλ,z(k), (3.2.2)
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donde

Ωλ,z(k) = i~2
∑
λ′ 6=λ

〈ψλ(k)| vx |ψλ′(k)〉 〈ψλ′(k)| vy |ψλ(k)〉 − (x↔ y)

(ελ − ελ′)2
, (3.2.3)

es la curvatura de Berry [89], la cual es una manifestación local de las propiedades

geométricas de las funciones de onda en el espacio de parámetros, en este caso el

espacio de momentos. La expresión en Ec. (3.2.2) refleja la contribución intŕınseca de

la conductividad Hall anómala, la cual es únicamente dependiente de las propiedades

topológicas de la estructura de bandas a través de la curvatura de Berry [90].

3.3. Ecuación de transporte de Boltzmann

El estudio de fenómenos de transporte dentro de la f́ısica de la materia con-

densada es frecuentemente abordado utilizando la teoŕıa semiclásica de Boltzmann

[84]. Entre las propiedades f́ısicas capaces de ser exploradas utilizando esta teoŕıa

se encuentran, por ejemplo, la conductividad térmica inducida por un gradiente de

temperatura, la resistividad eléctrica, y la viscosidad en un fluido. Además, el trans-

porte de electrones en gases ionizados y en sólidos es estudiado en la mayoŕıa de

los casos utilizando la ecuación de Boltzmann. Muchos resultados disponibles de la

conducción de electrones en semiconductores son derivados de tal ecuación con un

gran acuerdo con los resultados experimentales.

En un sistema constituido por un gran número de part́ıculas, los promedios de las

cantidades macroscópicas son determinados por el comportamiento microscópico de

las part́ıculas que constituyen el sistema. Dado que el estudio de cada constituyente

es un problema intratable, se recurre a su comportamiento estad́ıstico al momento
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de evaluar las cantidades macroscópicas de interés [91], tal como la conductividad

eléctrica.

Para el estudio del transporte electrónico en un sólido, se recurre a la función de

distribución de los electrones en el sistema. Al aplicar un campo eléctrico externo,

éste acelera a los portadores de carga en dirección contraria, alterando la función

de distribución. Uno de los mecanismos más importantes que contribuyen a la con-

ductividad eléctrica a bajas temperaturas es la dispersión por impurezas, y gracias

a que éstas se pueden considerar como estáticas y simétricas, las colisiones entre los

electrones y las impurezas son completamente elásticas, lo cual es importante desde

un punto de vista experimental. Además, la población de fonones no se ve afecta-

da, ya que la transferencia de momento a los fonones es suficientemente pequeña.

Otro aspecto a considerar en el transporte es que las interacciones entre electro-

nes a través de la fuerza de Coulomb pueden afectar ciertamente el movimiento de

éstos. Sin embargo, este tipo de interacciones sólo cobra importancia en sistemas con

una alta densidad de electrones. Dadas estas consideraciones, el número de electro-

nes dispersados de un punto a otro en el espacio de momentos está completamente

determinado por la función de distribución, la cual es suficiente para describir el

transporte electrónico.

La función de distribución f en su forma más general depende de la posición, el

momento y el tiempo [92], esto es, f = f(k, r, t). De acuerdo al teorema de Liouville,

la función de distribución permanece constante a lo largo de una ĺınea de flujo o

trayectoria del sistema, esto es, la densidad de puntos del sistema en la vecindad de

algún punto del sistema viajando en el espacio fase es constante con el tiempo, lo
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cual se puede expresar de la siguiente forma

f(k + dk, r + dr, t+ dt) = f(k, r, t). (3.3.1)

Al considerar colisiones debido a impurezas, la función de distribución se ve alterada,

tal que

f(k + dk, r + dr, t+ dt)− f(k, r, t) = −dt
(
∂f

∂t

)
col

, (3.3.2)

donde el término (∂tf)col indica la tasa de cambio debido a los procesos de colisión.

Ahora, se identifica el diferencial total de la función de distribución del lado izquierdo

de la ecuación anterior, esto es,

df = dt
∂f

∂t
+ dr · ∇rf + dk · ∇kf + dt

(
∂f

∂t

)
col

= 0 . (3.3.3)

Entonces

df

dt
=
∂f

∂t
+ v · ∇rf +

dk

dt
· ∇kf +

(
∂f

∂t

)
col

= 0 . (3.3.4)

La ecuación anterior es conocida como ecuación de transporte de Boltzmann, la cual

gobierna el cambio en el tiempo de la función de distribución f . A pesar de la falta

de rigurosidad en la derivación de la ecuación de Boltzmann, ésta se toma como

emṕıricamente bien justificada gracias a la concordancia entre las predicciones de

esta teoŕıa y los resultados experimentales.

3.3.1. Ecuación linealizada: corriente eléctrica

Para derivar una expresión de la corriente eléctrica a partir de la teoŕıa de Bol-

tzmann, se considera un sistema bidimensional homogéneo con impurezas aleato-

riamente localizadas. Al aplicar un campo eléctrico E independiente del tiempo, se
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genera una corriente estacionaria en el medio. Consecuentemente, la función de dis-

tribución f(k, r, t) que describe a los electrones en el sistema es independiente de la

posición r (homogeneidad) y del tiempo t (flujo estacionario), por lo que solo depen-

de del momento k, esto es, f = f(k) [84]. Bajo estas consideraciones, la ecuación de

transporte de Boltzmann en Ec. (3.3.4) se reduce a lo siguiente

dk

dt
· ∇kf(k) +

(
∂f(k)

∂t

)
col

= 0 . (3.3.5)

La ecuación de movimiento semiclásica para un electrón en un estado de Bloch k

sujeto a un campo electromagnético (o fuerza de Lorentz) tiene la siguiente forma

[92]

~
dk

dt
= −e(E + v ×B), (3.3.6)

donde B es el campo magnético y v la velocidad del electrón. Sustituyendo la ecua-

ción anterior en la Ec. (3.3.5), y considerando que no hay campo magnético, se

recupera lo siguiente

− e

~
E · ∇kf(k) +

(
∂f(k)

∂t

)
col

= 0 . (3.3.7)

A continuación se considera un mecanismo de relajación que involucra la introducción

de un tiempo de relajación τ(k) en el término de colisión. Para ello, se asume que la

función de distribución f(k) tiende a regresar a su estado de equilibrio (en ausencia

de un campo eléctrico externo), definido por una función de distribución f0(k), como

consecuencia de las colisiones con impurezas. Entonces, el cambio en el tiempo de

f(k) debido a colisiones es proporcional a la diferencia entre f(k) y f0(k), esto es,

(
∂f(k)

∂t

)
col

= −f(k)− f0(k)

τ(k)
. (3.3.8)
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Esta ecuación define el tiempo de relajación para transporte [84]. Sustituyendo la

relación anterior en la Ec. (3.3.7), se recupera la siguiente ecuación diferencial para

la función de distribución

f(k) = f0(k)− e

~
τ(k) E · ∇kf(k) . (3.3.9)

Además, considerando que la magnitud del campo eléctrico externo es pequeña, el

cambio que sufre f(k) también es pequeño, por lo que la función de distribución

se evalúa a primer orden en el campo eléctrico. Dado esto, es posible aproximar

∇kf(k) ≈ ∇kf0(k). Entonces,

f(k) = f0(k)− e

~
τ(k) E · ∇kf0(k) . (3.3.10)

Considerando ahora la regla de la cadena

∇kf0(k) = ∇kε(k)
∂f0

∂ε
= ~v(k)

∂f0

∂ε
, (3.3.11)

donde ε(k) denota el espectro de enerǵıa y v(k) = (1/~)∇k ε(k) es la velocidad de

grupo. Finalmente, se recupera la siguiente expresión para la función de distribución

a primer orden en el campo eléctrico

f(k) = f0(k)− e τ(k) (E · v(k))
∂f0

∂ε
. (3.3.12)

Para el cálculo de la corriente eléctrica, se considera el valor esperado del operador

de densidad de corriente. De acuerdo a la Ec. (3.1.30)

〈J〉 = e 〈v〉 = e
∑
k

f(k) v(k), (3.3.13)
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donde se ha promediado sobre la función de distribución de los electrones. Cambiando

la suma en k por una integral en dos dimensiones

〈J〉 = e

∫
d2k

(2π)2
f(k) v(k). (3.3.14)

Sustituyendo la función de distribución en Ec. (3.3.12) en la ecuación anterior se

obtiene lo siguiente

〈J〉 = e

∫
d2k

(2π)2

(
f0(k)− e τ(k) (E · v(k))

∂f0

∂ε

)
v(k) . (3.3.15)

El término dentro del integrando que involucra f0(k) da el valor esperado de la

corriente eléctrica en el equilibrio, el cual se anula ya que se asume que no hay

corriente antes de aplicar el campo eléctrico externo. Por lo tanto, se recupera la

siguiente expresión para la densidad de corriente eléctrica

〈J〉 = e2

∫
d2k

(2π)2
v(k) τ(k) (E · v(k))

(
−∂f0

∂ε

)
. (3.3.16)

La ecuación anterior es el resultado principal de la teoŕıa de Boltzmann aplicada

al estudio de la corriente eléctrica en un medio homogéneo a primer orden en el

campo eléctrico externo. La conductividad eléctrica se recupera a través de la ley de

Ohm (ver Ec. (3.1.20)), y ya que se está considerando que el medio es homogéneo e

isotrópico, la corriente fluye en la misma dirección que el campo eléctrico.

Como se discutió anteriormente, la función de distribución adecuada para descri-

bir electrones es la distribución de Fermi-Dirac en Ec. (3.1.49). A temperatura cero,

tal distribución toma la forma de una función escalón unitaria. Por lo tanto, la den-

sidad de corriente eléctrica a temperatura cero queda determinada por la siguiente
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expresión

〈J〉 = e2

∫
d2k

(2π)2
v(k) τ(k) (E · v(k)) δ

(
ε(k)− εF

)
. (3.3.17)

La ecuación anterior será utilizada en el Caṕıtulo 4 para calcular la corriente eléctrica

de grafeno con distorsión Kekulé bajo radiación electromagnética.

3.3.2. Tiempo de relajación

El concepto de tiempo de relajación es ampliamente utilizado en f́ısica para des-

cribir mecanismos que involucran el regreso al estado de equilibrio de un sistema

perturbado. En f́ısica de la materia condensada, resulta bastante útil ya que per-

mite entender el transporte electrónico en sólidos. Para recuperar una expresión del

tiempo de relajación τ(k) introducido anteriormente en la ecuación de Boltzmann

para la corriente eléctrica (ver Ec. (3.3.16)), se parte de la definición del tiempo de

relajación en Ec. (3.3.8). De dicha ecuación es posible concluir que τ(k), al igual que

la función de distribución, debe depender de la perturbación externa, aśı como de la

geometŕıa de las bandas de enerǵıa, ya que el tiempo de relajación es precisamente

un funcional de la función de distribución [93]. El cambio en el tiempo de f(k) de-

bido a dispersiones fue denotado anteriormente como (∂tf(k))col, el cual también se

puede entender como la tasa de dispersión de un electrón de ir de un estado k a un

estado k′, la cual es proporcional a f(k)[1− f(k′)], menos la tasa de ir de un estado

k′ a un estado k, la cual es proporcional a f(k′)[1− f(k)], esto es [84],

−
(
∂f(k)

∂t

)
col

=
f(k)− f0(k)

τ(k)
= A

∫
d2k′

(2π)2

{
wkk′f(k)[1− f(k′)]− wk′kf(k′)[1− f(k)]

}
,

(3.3.18)

donde A es el área de la muestra y wk′k la probabilidad de que un electrón en un

estado k sea dispersado horizontalmente (con la misma enerǵıa) a un estado k′. En
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ausencia de campo eléctrico externo (fuerzas de aceleración), el término de colisión

anterior se anula, lo que significa que el número de electrones dispersados de un

estado k a un estado k′, es igual al número de electrones dispersados de un estado

k′ a un estado k [91].

Como se discutió anteriormente, las impurezas en el sólido son estáticas y simétri-

cas, además de no tener excitaciones internas, tal que los portadores de carga son

dispersados elásticamente, por lo que se debe cumplir wk′k = wkk′ . Entonces, la Ec.

(3.3.18) se reescribe de la siguiente forma

f(k)− f0(k)

τ(k)
= A

∫
d2k′

(2π)2
[f(k)− f(k′)]wk′k. (3.3.19)

Debido a las impurezas presentes en el sistema, un electrón con momento inicial k es

dispersado elásticamente con un momento final k′. Solamente los electrones con un

momento inicial en el contorno de Fermi pueden ser dispersados, ya que por debajo

de la enerǵıa de Fermi todos los estados están ocupados, y por arriba de ésta no

hay electrones excitados. Además, por tratarse de colisiones elásticas, la enerǵıa de

los electrones se conserva al momento de la colisión, por lo que los vectores de onda

k y k′ están confinados al contorno de Fermi, esto es, ε(k) = ε(k′) = εF . Dado

esto, y considerando que la función de distribución en el equilibrio f0(k) solamente

depende de la enerǵıa del sistema, se concluye que f0(k) = f0(k′). Entonces, es

posible reescribir la Ec. (3.3.19) de la siguiente forma

f(k)− f0(k)

τ(k)
= A

∫
d2k′

(2π)2
[f(k)− f0(k)− (f(k′)− f0(k′))]wk′k. (3.3.20)

Sustituyendo en la ecuación anterior la función de distribución en Ec. (3.3.12) que

se recuperó a partir de la ecuación de Boltzmann, se obtiene la siguiente expresión
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para el tiempo de relajación

1

τ(k)
= A

∫
d2k′

(2π)2

[
1− τ(k′) (E · v(k′))

τ(k) (E · v(k))

]
wk′k . (3.3.21)

La ecuación integral anterior es exacta dentro de la teoŕıa de transporte de Boltzmann

para el caso de colisiones elásticas [94].



Caṕıtulo 4

Grafeno con distorsión Kekulé

bajo radiación electromagnética

4.1. Espectro de Floquet

En el Caṕıtulo 2 se proporcionó una breve descripción de varios sistemas de

Dirac bidimensionales de actual interés. Entre ellos, se discutieron las propiedades

electrónicas del grafeno con una distribución periódica de enlaces fuertes y débiles,

conocido como grafeno con distorsión Kekulé. En este sistema, la celda unitaria es tres

veces mayor que la del grafeno pŕıstino, tal que la primera zona de Brillouin se dobla

hacia el centro acoplando los conos de Dirac. Además, se introdujo el hamiltoniano

a bajas enerǵıas de las dos fases de distorsión Kekulé; la textura Kek-Y (ν = ±1) y

la textura Kek-O (ν = 0).

Para el estudio del espectro energético de grafeno con distorsión Kekulé bajo in-

cidencia normal de radiación electromagnética se introduce un acoplamiento mı́nimo

63
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p→ π(t) = p− eA(t) (ver Apéndice B) en el hamiltoniano a bajas enerǵıas en Ec.

(2.2.4), donde A(t) =
(
Ax(t), Ay(t)

)
es el potencial vectorial magnético, el cual es

una función periódica del tiempo con periodo T = 2π/Ω, con Ω la frecuencia angular

de la onda electromagnética externa. El potencial vectorial anterior corresponde a

una onda electromagnética propagándose perpendicular al plano XY en donde se

encuentra la capa de grafeno. Dado esto, el hamiltoniano de grafeno con distorsión

Kekulé irradiado toma la siguiente forma

H(t) =

vF σ · π(t) ∆̃Qν(t)

∆̃∗Q†ν(t) vF σ · π(t)

 , (4.1.1)

donde el operador que mezcla los valles Qν(t) es ahora una función del tiempo, el

cual está dado por

Qν(t) =


3t0σz si ν = 0,

vF
(
ν πx(t)− iπy(t)

)
σ0 si ν = ±1,

(4.1.2)

donde πx(t) = px − eAx(t) y πy(t) = py − eAy(t). Se observa que para ν = 0 el ope-

rador Qν permanece invariante. Además, el hamiltoniano en Ec. (4.1.1) es también

una función periódica del tiempo, con periodo igual al del campo electromagnético

externo. Para el estudio de la dinámica de los portadores de carga en este sistema

irradiado se parte de la ecuación de Dirac

i~
∂

∂t
Ψ(k, t) = H(t)Ψ(k, t), (4.1.3)

donde Ψ(k, t) es un espinor de cuatro componentes a determinar, el cual contiene las

amplitudes de onda en las subredes A y B para los valles K y K ′. Resulta conveniente
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escribir el hamiltoniano en Ec. (4.1.1) como la suma del hamiltoniano en su estado

base en Ec. (2.2.4) (denotado aqúı como H0), y la parte dependiente del tiempo, esto

es,

H(t) = H0 + V (t), (4.1.4)

donde

V (t) =

−evF σ ·A(t) ∆̃Wν(t)

∆̃∗W †
ν (t) −evF σ ·A(t)

 , (4.1.5)

con el operador Wν(t) definido como

Wν(t) =


0 si ν = 0,

vF
(
ν Ax(t)− iAy(t)

)
σ0 si ν = ±1.

(4.1.6)

Como se mencionó anteriormente, el hamiltoniano es una función periódica del tiem-

po, por lo que para derivar el espectro de grafeno con distorsión Kekulé sujeto a una

onda electromagnética se utiliza el teorema de Floquet (ver Apéndice C). A partir

de este teorema se deduce que la solución a la ecuación de Dirac en Ec. (4.1.3) es

del tipo Ψ(k, t) = e−iεt/~ Φ(k, t), donde ε = ε(k) se le conoce como cuasienerǵıa,

análogo al cuasimomento en el teorema de Bloch, y Φ(k, t) es una función periódica

del tiempo con el mismo periodo que el de la onda electromagnética externa, cono-

cido como modo de Floquet. El tratamiento que se seguirá a continuación consiste

en proponer soluciones de la forma [40]

Ψ(k, t) = e−iεt/~
4∑

n=1

an(k, t)ϕn(t), (4.1.7)

con los coeficientes am(k, t) (m ∈ {1, 2, 3, 4}) a determinar, y donde ϕm(t) son vec-
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tores de cuatro componentes, soluciones de la siguiente ecuación diferencial

i~
d

dt
ϕm(t) = V (t)ϕm(t), (4.1.8)

con V (t) dado en Ec. (4.1.5). Dada la forma de la propuesta en Ec. (4.1.7), el modo

de Floquet correspondiente tiene la siguiente forma

Φ(k, t) =
4∑

n=1

an(k, t)ϕn(t). (4.1.9)

Sustituyendo la propuesta en la ecuación de Dirac, se recupera el siguiente sistema

de ecuaciones diferenciales acopladas para los coeficientes am(k, t)

i~
∂

∂t
am(k, t) =

4∑
n=1

Hmn(t) an(k, t)− ε am(k, t). (4.1.10)

donde Hmn(t) = ϕ†m(t)H0ϕn(t). Para determinar la forma de los espinores Ψ(k, t) y

de las cuasienerǵıas ε(k), se considera primero que la onda electromagnética externa

se encuentra circularmente polarizada. Después, se considera el caso de polarización

lineal.

4.1.1. Excitación con radiación circularmente polarizada

Como se mencionó anteriormente, se está considerando una onda electromagnéti-

ca viajando normal al plano XY , por lo que su fase es del tipo Qz − Ωt, donde Q

es su vector de onda. Es posible suponer que la capa de grafeno es completamente

bidimensional, por lo que se puede despreciar la tercera dimensión tomando z = 0.

Entonces, considerando que la onda externa se encuentra circularmente polarizada,
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el potencial vectorial magnético toma la siguiente forma

A(t) =
E0

Ω

(
cos(Ωt), sin(Ωt)

)
, (4.1.11)

donde E0 es la amplitud del campo eléctrico. El campo eléctrico correspondiente

dado el potencial vectorial magnético anterior se recupera de la siguiente forma de

acuerdo a las ecuaciones de Maxwell

E(t) = − ∂

∂t
A(t) = E0

(
sin(Ωt), − cos(Ωt)

)
. (4.1.12)

Habiendo planteado lo anterior, a continuación se procede a estudiar los espectros

de Floquet de grafeno con distorsión Kek-Y y grafeno con distorsión Kek-O baja luz

circularmente polarizada.

Textura Kek-Y

Se considera primero grafeno con distorsión Kek-Y con ν = 1 y un parámetro de

Kekulé real, esto es, ∆̃ = ∆0. El caso con ν = −1 y un ∆̃ complejo es equivalente

bajo una transformación unitaria [17]. Entonces, la ecuación diferencial en Ec. (4.1.8)

toma la siguiente forma

i~
d

dt
ϕm(t) = −e vF

[(
σ ·A(t)

)
⊗ µ0 + ∆0 σ0 ⊗

(
µ ·A(t)

)]
ϕm(t), (4.1.13)

donde se ha introducido un nuevo conjunto de matrices de Pauli µi, el cual actúa

sobre el grado de libertad de valle o isoesṕın, y donde A(t) está dado en Ec. (4.1.11).

Dado que la ecuación diferencial anterior es del tipo ẋ(t) = L(t)x(t), donde L(t) es

una función periódica del tiempo, es posible hacer uso del teorema de Floquet para
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resolver dicha ecuación. Después de hacer los correspondientes cálculos se encuentra

que los vectores ϕm(t) tienen la siguiente forma

ϕm(t) = ϕξ,η(t) =
eiη(α+ξβ)t/2~

2
√
αβ



ξe−iΩt
√

(α + η~Ω)(β + ξη~Ω)

ξη
√

(α− η~Ω)(β + ξη~Ω)

η
√

(α + η~Ω)(β − ξη~Ω)

eiΩt
√

(α− η~Ω)(β − ξη~Ω)


, (4.1.14)

con ξ = ± y η = ±, donde se ha definido

α = ~Ω

√
1 + (2Ẽ)2 , (4.1.15)

β = ~Ω

√
1 + (2∆0Ẽ)2 , (4.1.16)

con

Ẽ =
eE0vF
~Ω2

, (4.1.17)

una cantidad adimensional. Además, los vectores ϕm(t) se denotan de la siguiente

manera: ϕ1(t) = ϕ+,+(t), ϕ2(t) = ϕ−,−(t), ϕ3(t) = ϕ−,+(t) y ϕ4(t) = ϕ+,−(t). Da-

dos los vectores en Ec. (4.1.14), el siguiente paso es pasar a resolver el sistema de

ecuaciones diferenciales en Ec. (4.1.10). Desafortunadamente no es posible resolver

anaĺıticamente tal sistema de ecuaciones para cualquier amplitud y frecuencia del

campo eléctrico externo, por lo que se sigue el procedimiento estándar utilizado en

el estudio de sistemas cuánticos bidimensionales irradiados [40], el cual consiste en

pedir Ẽ � 1, o de igual forma

(evF
Ω

)
E0 � ~Ω. (4.1.18)
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La expresión anterior se puede entender como una interacción débil entre el campo

eléctrico externo y el momento dipolar inducido ev/Ω en comparación con la enerǵıa

de un fotón ~Ω. Bajo estas consideraciones, es posible aproximar α ≈ β ≈ ~Ω en las

amplitudes de los vectores en Ec. (4.1.14), pero manteniendo la expresión exacta en la

fase de la exponencial compleja, ya que éste es un factor oscilante. Consecuentemente,

la matriz H(t) en Ec. (4.1.10) toma la siguiente forma

H(t) = vF~k



0 e−i[(α−~Ω)t/~+θ] ∆0e
−i[(β−~Ω)t/~+θ] 0

ei[(α−~Ω)t/~+θ] 0 0 ∆0e
−i[(β−~Ω)t/~+θ]

∆0e
i[(β−~Ω)t/~+θ] 0 0 e−i[(α−~Ω)t/~+θ]

0 ∆0e
i[(β−~Ω)t/~+θ] ei[(α−~Ω)t/~+θ] 0


,

(4.1.19)

donde θ = tan−1(ky/kx). Ahora, para eliminar la parte temporal en el sistema

de ecuaciones diferenciales, se expresan los coeficientes am(k, t) en términos de una

transformación unitaria, esto es, am(k, t) =
∑4

n=1 Umn(t)bn(k), con los coeficientes

bn(k) a determinar, y donde el operador unitario U(t) tiene la siguiente forma

U(t) =



ei(2~Ω−α−β)t/2~ 0 0 0

0 ei(α−β)t/2~ 0 0

0 0 ei(β−α)t/2~ 0

0 0 0 ei(α+β−2~Ω)t/2~


. (4.1.20)

Considerando lo anterior, a partir de la Ec. (4.1.10) se recupera el siguiente problema

de eigenvalores

ε



b1(k)

b2(k)

b3(k)

b4(k)


=



~Ω− (α+ β)/2 vF~ke−iθ vF~k∆0e
−iθ 0

vF~keiθ (α− β)/2 0 vF~k∆0e
−iθ

vF~k∆0e
iθ 0 (β − α)/2 vF~ke−iθ

0 vF~k∆0e
iθ vF~keiθ (α+ β)/2− ~Ω





b1(k)

b2(k)

b3(k)

b4(k)


.

(4.1.21)
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Finalmente, considerando la condición de solución no trivial en la ecuación ante-

rior, se recuperan las siguientes cuasienerǵıas de grafeno con distorsión Kek-Y bajo

radiación circularmente polarizada

εξ,ηY (k) = η
1

2

[√
(α− ~Ω)2 + (2vF~k)2 + ξ

√
(β − ~Ω)2 + (2∆0vF~k)2

]
. (4.1.22)

Es importante notar que aparecen dos brechas de enerǵıa de magnitud diferente en

el cuasiespectro para k = 0, una para el cono externo (ξ = −),

εgY,− = α− β = ~Ω

(√
1 + (2Ẽ)2 −

√
1 + (2∆0Ẽ)2

)
, (4.1.23)

y otra para el cono interno (ξ = +),

εgY,+ = εgY,− + 2δεgY, (4.1.24)

donde δεgY es la brecha energética entre los conos concéntricos

δεgY = β − ~Ω = ~Ω

(√
1 + (2∆0Ẽ)2 − 1

)
. (4.1.25)

En la Fig. 4.1(a) se muestra el espectro de Floquet de grafeno con distorsión Kek-Y

irradiado con luz circularmente polarizada, considerando una amplitud del campo

eléctrico E0 = 9 V/m y una frecuencia angular Ω = 0.5 THz, con un parámetro

de Kekulé ∆0 = 0.1. En la Fig. 4.1(b) se muestra el mismo espectro de forma

esquemática, ilustrando las diferentes brechas de enerǵıa en el espectro.
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(b)(a)

Figura 4.1: Espectro de Floquet de grafeno con textura Kek-Y bajo radiación circularmente
polarizada, considerando un parámetro de Kekulé ∆0 = 0.1. (a) Cuasiespectro de enerǵıa
tomando una amplitud de campo eléctrico E0 = 9 V/m y una frecuencia angular Ω = 0.5
THz, en donde se ha definido k̃i = kivF /Ω (i = x, y). (b) Esquema de las cuasienerǵıas,
en donde se aprecian las brechas de enerǵıas εgY,+ y εgY,−, correspondientes al cono interno

y externo, respectivamente. Además, se aprecia la brecha de enerǵıa δεgY entre los conos
concéntricos. Las lineas punteadas corresponden al espectro de enerǵıa en ausencia de
campo electromagnético externo.

Además, se encuentran los siguientes estados de Floquet para la misma textura

Ψξ,η(k, t) = e−iε
ξ,η
Y t/~



bξ,η1 (k)

bξ,η2 (k)

bξ,η3 (k)

bξ,η4 (k)


, (4.1.26)

donde

bξ,η1 (k) = N e−i2θ∆0

{[
εgY,−/2− ε

ξ,η
Y (k)

][
εgY,+/2− ε

ξ,η
Y (k)

]
− (∆2

0 − 1)(vF~k)2
}
, (4.1.27)

bξ,η2 (k) = N2e−iθ∆0vF~k εξ,ηY (k), (4.1.28)

bξ,η3 (k) = N e−iθvF~k
εgY,−/2 + εξ,ηY (k)

{[
εgY,−/2− ε

ξ,η
Y (k)

][
(∆2

0 − 1)εgY,+/2− (∆2
0 + 1)εξ,ηY (k)

]
− (∆2

0 − 1)2(vF~k)2
}
, (4.1.29)

bξ,η4 (k) = N
{[
εξ,ηY (k)− εgY,−/2

][
εξ,ηY (k) + εgY,+/2

]
+ (∆2

0 − 1)(vF~k)2
}
, (4.1.30)
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con N una constante de normalización. Los resultados anteriores convergen con los

resultados ya conocidos de grafeno pŕıstino irradiado con luz circularmente polariza-

da al tomar el ĺımite ∆→ 0 [40].

Textura Kek-O

Se considera ahora grafeno con distorsión Kek-O (ν = 0) bajo radiación circu-

larmente polarizada, y se procede de manera similar al caso de grafeno con textura

Kek-Y para el estudio del espectro de Floquet. Para esta textura, la ecuación dife-

rencial en Ec. (4.1.8) toma la siguiente forma

i~
d

dt
ϕm(t) = −evF

(
σ ·A(t)

)
⊗ µ0 ϕm(t), (4.1.31)

con el potencial vectorial magnético dado en Ec. (4.1.11). Nuevamente es posible

hacer uso del teorema de Floquet para resolver la ecuación anterior, ya que ésta

es del tipo ẋ(t) = L(t)x(t), con L(t) una función periódica del tiempo. Entonces,

después de hacer los cálculos correspondientes, se encuentra que los vectores ϕm(t)

tienen la siguiente forma

ϕm(t) = ϕη,+(t) =
eiηαt/~√

2α



ηe−iΩt/2
√
α + η~Ω

eiΩt/2
√
α− η~Ω

0

0


, (4.1.32)
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ϕm(t) = ϕη,−(t) =
eiηαt/~√

2α



0

0

ηe−iΩt/2
√
α + η~Ω

eiΩt/2
√
α− η~Ω


, (4.1.33)

donde nuevamente los vectores ϕm(t) se denotan de la siguiente forma: ϕ1(t) =

ϕ+,+(t), ϕ2(t) = ϕ−,+(t), ϕ3(t) = ϕ+,−(t) y ϕ4(t) = ϕ−,−(t). Dados los vectores

anteriores, el siguiente paso es resolver el sistema de ecuaciones diferenciales en Ec.

(4.1.10). Al igual que en el caso de grafeno con distorsión Kek-Y, se considera que los

parámetros de la onda electromagnética externa satisfacen Ẽ � 1 (ver Ec. (4.1.18)),

tal que es posible aproximar α ≈ ~Ω en las amplitudes de los vectores ϕm(t) en

Ecs. (4.1.32)-(4.1.33), manteniendo la expresión exacta en la fase de la exponencial

compleja por ser un factor oscilante. Entonces, al resolver la Ec. (4.1.10) haciendo

los cálculos correspondientes, se recupera el siguiente cuasiespectro de grafeno con

distorsión Kek-O bajo radiación circularmente polarizada

εξ,ηO (k) = η
1

2

√
(6t0∆0 + ξα− ξ~Ω)2 + (2vF~k)2 . (4.1.34)

Analizando el espectro de Floquet anterior, se observa que no hay degeneración

cuando se compara con el espectro de enerǵıa de grafeno con textura Kek-O en

ausencia del campo electromagnético externo. El espectro de cuasienerǵıas consiste

en dos conos concéntricos con brechas de diferente magnitud en k = 0. Para el cono

externo (ξ = −), la brecha energética está dada por

εgO,− = 6t0∆0 − α + ~Ω = 6t0∆0 + ~Ω

(
1−

√
1 + (2Ẽ)2

)
, (4.1.35)
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y para el cono interno (ξ = +),

εgO,+ = 6t0∆0 + α− ~Ω = 6t0∆0 − ~Ω

(
1−

√
1 + (2Ẽ)2

)
, (4.1.36)

con la brecha entre los conos concéntricos dada por

δεgO = α− ~Ω. (4.1.37)

En la Fig. 4.2(a) se muestra el cuasiespectro de enerǵıa de grafeno con distorsión

Kek-O bajo luz circularmente polarizada con un parámetro de Kekulé ∆0 = 0.1, y

con los parámetros del campo externo dados por E0 = 9 V/m y Ω = 0.5 THz. En

la Fig. 4.2(b) se muestra el mismo cuasiespectro de enerǵıa de forma esquemática,

ilustrando las diferentes brechas de enerǵıa. Nuevamente los resultados convergen a

los resultados de grafeno pŕıstino bajo radiación circularmente polarizada al tomar

el ĺımite ∆0 → 0 [40].

4.1.2. Excitación con radiación linealmente polarizada

Para el caso en el que la onda electromagnética externa se encuentra linealmente

polarizada, nuevamente se considera que la capa de grafeno es puramente bidimensio-

nal, tal que es posible despreciar la tercera dimensión. Entonces, el potencial vectorial

magnético correspondiente a una onda linealmente polarizada toma la siguiente for-

ma

A(t) =
E0

Ω

(
cos(Ωt), 0

)
. (4.1.38)

Sin pérdida de generalidad se ha tomado que el campo eléctrico oscila únicamente

a lo largo del eje horizontal, esto para simplificar los cálculos. El campo eléctrico
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(a) (b)

Figura 4.2: Cuasiespectro de enerǵıa de grafeno con textura Kek-O bajo radiación circu-
larmente polarizada, considerando un parámetro de Kekulé ∆0 = 0.1. (a) Cuasiespectro de
enerǵıa tomando una amplitud de campo eléctrico E0 = 9 V/m y una frecuencia angular
Ω = 0.5 THz. (b) Esquema del espectro de Floquet, en donde se aprecian las brechas de
enerǵıa εgO,+ y εgO,−, correspondientes al cono interno y externo, respectivamente. Además,

se aprecia la brecha de enerǵıa δεgY entre los conos concéntricos. Las ĺıneas punteadas
corresponden al espectro de enerǵıa en ausencia del campo electromagnético externo. Se
observa la ausencia de degeneración en el espectro de Floquet cuando se compara con el
espectro de enerǵıa sin campo externo.

correspondiente tiene la siguiente forma

E(t) = − ∂

∂t
A(t) = E0

(
sin(Ωt), 0

)
. (4.1.39)

A continuación se estudia el espectro de Floquet de grafeno con distorsión Kek-Y y

con distorsión Kek-O bajo radiación linealmente polarizada.

Textura Kek-Y

Para el estudio del cuasiespectro de grafeno con distorsión Kek-Y bajo radiación

linealmente polarizada se considera nuevamente ν = 1 en el hamiltoniano en Ec.

(4.1.4) con un parámetro de Kekulé real (∆̃ = ∆0). Dado esto, la ecuación diferencial



4.1. ESPECTRO DE FLOQUET 76

en Ec. (4.1.8) toma la siguiente forma

i~
d

dt
ϕm(t) = −e vF

[(
σ ·A(t)

)
⊗ µ0 + ∆0 σ0 ⊗

(
µ ·A(t)

)]
ϕm(t), (4.1.40)

donde A(t) está dado en Ec. (4.1.38). Escribiendo expĺıcitamente el potencial vecto-

rial en la ecuación anterior se recupera la siguiente ecuación diferencial

i~
d

dt
ϕm(t) = −eE0vF

Ω
cos(Ωt)



0 1 ∆0 0

1 0 0 ∆0

∆0 0 0 1

0 ∆0 1 0


ϕm(t). (4.1.41)

Por integración se encuentra que los vectores ϕm(t) tienen la siguiente forma

ϕm(t) = ϕξ,η(t) =
1

2
eiηẼ(1+ξ∆0) sin(Ωt)



ξ1

ξη1

η1

1


, (4.1.42)

los cuales se denotan como sigue: ϕ1(t) = ϕ+,+(t), ϕ2(t) = ϕ−,−(t), ϕ3(t) = ϕ−,+(t) y

ϕ4(t) = ϕ+,−(t). Dados los vectores anteriores, el siguiente paso es resolver el sistema

de ecuaciones diferenciales en Ec. (4.1.10).

Como se comentó anteriormente, el modo de Floquet en Ec. (4.1.9) es una función

periódica del tiempo con el mismo periodo que el de la onda electromagnética externa

(T = 2π/Ω), por lo que es posible escribir los coeficientes aj(k, t) (j ∈ {1, 2, 3, 4})
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como una serie de Fourier, esto es,

aj(k, t) =
∞∑

m=−∞

eimΩtfj,m(k), (4.1.43)

donde fj,m(k) son los coeficientes de Fourier a determinar. Sustituyendo la expresión

anterior en el sistema de ecuaciones diferenciales en Ec. (4.1.10), se recupera el

siguiente sistema de ecuaciones algebraicas para los coeficientes de Fourier

∞∑
m=−∞

(
ε−m~Ω

)
eimΩtfj,m(k) =

4∑
n=1

∞∑
m=−∞

eimΩtfn,m(k)Hjn(t). (4.1.44)

Ahora, es posible expandir las exponenciales complejas en los vectores en Ec. (4.1.42)

utilizando la expansión de Jacobi-Anger

e±iz sin(φ) =
∞∑

s=−∞

Js(±z)eisφ, (4.1.45)

donde Js(z) es la s-ésima función de Bessel de primera clase. Considerando esto, y

utilizando la condición de ortogonalidad de las exponenciales complejas dependientes

del tiempo, ∫ 2π/Ω

0

dt eipΩte−iqΩt = δpq , (4.1.46)

el sistema de ecuaciones en Ec. (4.1.44) toma la siguiente forma

(
ε−m~Ω

)
fj,m(k) =

4∑
n=1

[
∞∑

s=−∞

(
Js
)
jn
fn,m−s(k) +Kjn fn,m(k)

]
, (4.1.47)
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donde se han definido las matrices

K = vF~k cos(θ)



1 + ∆0 0 0 0

0 −(1−∆0) 0 0

0 0 1−∆0 0

0 0 0 −(1 + ∆0)


, (4.1.48)

y

Js = ivF~k sin(θ)



0 −Js
(
− 2Ẽ

)
−∆0Js

(
− 2∆0Ẽ

)
0

Js
(
2Ẽ
)

0 0 −∆0Js
(
− 2∆0Ẽ

)
∆0Js

(
2∆0Ẽ

)
0 0 −Js

(
− 2Ẽ

)
0 ∆0Js

(
2∆0Ẽ

)
Js
(
2Ẽ
)

0


.

(4.1.49)

Dado que no es posible resolver de forma anaĺıtica el sistema de ecuaciones alge-

braicas para los coeficientes de Fourier en Ec. (4.1.47), se considera un campo elec-

tromagnético externo de alta frecuencia, tal que ε/~Ω ≈ 0 y vFk/Ω ≈ 0. Entonces,

es posible aproximar la Ec. (4.1.47) para m 6= 0 de la siguiente manera

fj,m(k) ≈ − 1

m~Ω

4∑
n=1

∞∑
s=−∞

(
Js
)
jn
fn,m−s(k), m 6= 0. (4.1.50)

Tomando en cuenta que la condición de normalización de las funciones de onda impli-

ca que |fj,m(k)| ≤ 1, y que las funciones Bessel satisfacen |Js(z)| ≤ 1, evidentemente

la única solución aceptable a la Ec. (4.1.50) es fj,m6=0(k) ≈ 0 (j = 1, 2, 3, 4) [40].

Por lo tanto, es posible despreciar todos los coeficientes de Fourier fj,m(k) excepto

aquellos para m = 0. Bajo estas consideraciones, el sistema de ecuaciones en Ec.
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(4.1.47) se reduce al siguiente problema de eigenvalores para las cuasienerǵıas ε

[
J0 +K − ε I4×4

]
⊗



f1,0(k)

f2,0(k)

f3,0(k)

f4,0(k)


= 0 , (4.1.51)

donde I4×4 es la matriz identidad de 4× 4. Considerando la condición de solución no

trivial en la ecuación anterior, se recupera el siguiente cuasiespectro de enerǵıa de

grafeno con distorsión Kek-Y bajo la acción de luz linealmente polarizada

εξ,ηY (k) = η vF~k
(√

cos2 (θ) + J2
0 (2Ẽ) sin2 (θ) + ξ∆0

√
cos2 (θ) + J2

0 (2∆0Ẽ) sin2 (θ)
)
,

(4.1.52)

donde se ha considerado que la función de Bessel de la primera clase de orden cero es

una función par J0(−z) = J0(z). Dada la expresión del espectro de Floquet anterior,

la condición de alta frecuencia ε/~Ω ≈ 0 y vFk/Ω ≈ 0, se puede reescribir como

vF~k � ~Ω, (4.1.53)

esto es, las cuasienerǵıas en Ec. (4.1.52) son válidas cuando la enerǵıa del fotón ~Ω

asociado al campo electromagnético externo es mucho mayor que la enerǵıa de las

cuasipart́ıculas en grafeno pŕıstino. Evidentemente, el cuasiespectro de enerǵıa en

Ec. (4.1.52) es altamente anisotrópico como consecuencia de la interacción de los

portadores de carga en el sistema con el campo externo, lo cual introduce funciones

de Bessel en la relación de dispersión. A diferencia del caso de incidencia de luz

circularmente polarizada, para este caso las cuasienerǵıas permanecen sin brecha.

Además, al tomar el ĺımite ∆0 → 0, se recupera el espectro de Floquet de grafeno
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(a) (b)

Figura 4.3: Esquemas del espectro de Floquet de grafeno con distorsión Kek-Y bajo ra-
diación linealmente polarizada, donde las ĺıneas punteadas indican el espectro en ausencia
de campo externo. (a) Cuasiespectro de enerǵıa tomando ky = 0, en donde se observa
como el espectro permanece invariante ante la incidencia de radiación. (b) Cuasienerǵıas
tomando kx = 0, en donde se aprecia el cambio en la pendiente de los conos inducido por
la interacción electrón-fotón.

pŕıstino bajo radiación linealmente polarizada [40]. En la Fig. 4.3(a) se muestra el

espectro de Floquet de grafeno con distorsión Kek-Y bajo luz linealmente polarizada

tomando ky = 0, el cual corresponde al espectro de enerǵıa de las cuasipart́ıculas

moviéndose a lo largo de la dirección de oscilación del campo eléctrico de la onda

externa, ilustrando como el cuasiespectro coincide con el espectro antes de introducir

el campo externo. En la Fig. 4.3(b) se observa el mismo espectro de Floquet pero

ahora tomando kx = 0, correspondiendo al cuasiespectro de enerǵıa de los portadores

de carga moviéndose perpendicular a la dirección de oscilación del campo eléctrico

externo, apreciándose como la incidencia de radiación vuelve anisotrópico el espectro.

Textura Kek-O

Para el estudio del espectro de Floquet de grafeno con distorsión Kek-O (ν =

0) bajo la acción de una onda electromagnética linealmente polarizada se procede

de forma similar al caso de grafeno con textura Kek-Y. Para la textura Kek-Y, la
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ecuación diferencial en Ec. (4.1.8) toma la siguiente forma

i~
d

dt
ϕm(t) = −evF

(
σ ·A(t)

)
⊗ µ0 ϕm(t), (4.1.54)

donde el potencial vectorial magnético A(t) está dado en Ec. (4.1.38). Sustituyendo

expĺıcitamente la expresión del potencial vectorial se recupera la siguiente ecuación

diferencial

i~
d

dt
ϕm(t) = −eE0vF

Ω
cos(Ωt)



0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0


ϕm(t). (4.1.55)

Por integración se obtienen las siguientes soluciones a la ecuación anterior

ϕm(t) = ϕη,+(t) =
1√
2
eiηẼ sin(Ωt)



η1

1

0

0


, ϕm(t) = ϕη,−(t) =

1√
2
eiηẼ sin(Ωt)



0

0

η1

1


,

(4.1.56)

donde nuevamente los vectores ϕm(t) se denotan de la siguiente forma: ϕ1(t) =

ϕ+,+(t), ϕ2(t) = ϕ−,+(t), ϕ3(t) = ϕ+,−(t) y ϕ4(t) = ϕ−,−(t). Ahora, para resolver el

sistema de ecuaciones diferenciales en Ec. (4.1.10), se sigue el mismo procedimien-

to utilizado anteriormente para grafeno con distorsión Kek-Y bajo luz linealmente

polarizada, tomando nuevamente la aproximación de alta frecuencia en Ec. (4.1.53).

Haciendo los cálculos correspondientes, se encuentra el siguiente espectro de Floquet

de grafeno con distorsión Kek-O irradiado con luz linealmente polarizada

εηO(k) = η
√

(vF~k)2
[

cos2 (θ) + J2
0 (2Ẽ) sin2 (θ)

]
+ (3t0∆0)2J2

0 (2Ẽ) .
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Se observa nuevamente que el cuasiespectro de enerǵıa es altamente anisotrópico al

considerar luz linealmente polarizada. Además, al comparar el cuasiespectro anterior

con el correspondiente espectro en ausencia de campo externo (ver Ec. (2.2.8)), la

brecha energética en k = 0 se ve reducida, tal que ahora tiene la siguiente magnitud

εgO = 6t0∆0|J0(2Ẽ)|, (4.1.57)

observando cómo en ausencia de campo externo (Ẽ → 0 y J0(2Ẽ)→ 1) se recupera

la brecha de enerǵıa de magnitud 6t0∆0 en grafeno con distorsión Kek-O. En general,

la incidencia de radiación linealmente polarizada sobre grafeno con textura Kek-Y

es equivalente a hacer la transformación ky → |J0(2Ẽ)|ky (cuando el campo eléctrico

oscila a lo largo del eje horizontal) en la relación de dispersión en Ec. (2.2.8), y

reducir la brecha de enerǵıa en k = 0 por un factor |J0(2Ẽ)|, de acuerdo a la Ec.

(4.1.57). En la Fig. 4.4(a) se observa el espectro de Floquet en Ec. (4.1.57) tomando

ky = 0, y en la Fig. 4.4(b) tomando kx = 0, ilustrando cómo la incidencia de luz

linealmente polarizada vuelve anisotrópico el cuasiespectro de enerǵıa y reduce la

brecha energética en comparación con el caso en ausencia de radiación.

Otro aspecto importante que se observa en la relación de dispersión en Ec.

(4.1.57), es que para J0(2Ẽ) = 0 el espectro de Floquet se mantiene sin brecha,

esto es,

εηO(k) = ηvF~k cos(θ) = ηvF~kx, si J0(2Ẽ) = 0. (4.1.58)

El cuasiespectro de enerǵıa anterior presenta bandas no dispersivas cuando θ = ±π/2,

lo que significa que los portadores de carga se localizan en dirección perpendicular a

la oscilación del campo eléctrico externo.
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(b)(a)

Figura 4.4: Esquema del cuasiespectro de enerǵıa de grafeno con distorsión Kek-O bajo
la acción de luz linealmente polarizada, tomando (a) ky = 0, y (b) kx = 0. Las ĺıneas
punteadas corresponden al espectro de enerǵıa en ausencia de radiación, apreciándose la
anisotroṕıa de los conos y como la brecha de enerǵıa en k = 0 se reduce como consecuencia
del campo externo.

4.2. Conductividad DC

Para estudiar más a profundidad las propiedades de transporte de grafeno con

distorsión Kekulé bajo radiación electromagnética, se procede a calcular la conduc-

tividad estática de grafeno con textura Kek-Y bajo la acción de luz circularmente

polarizada dentro del enfoque de la teoŕıa de transporte de Boltzmann desarrolla-

da en la Sección 3.3. Como se comentó anteriormente, la dispersión por impurezas

presentes en la muestra es el mecanismo que contribuye a la conductividad eléctrica

dentro de esta teoŕıa. Entonces, se consideran funciones delta de Dirac como disper-

sores distribuidos aleatoriamente, tal que el potencial de dispersión toma la siguiente

forma [95]

U(r) =
N∑
j=1

U0 δ(r− rj). (4.2.1)

Algo importante de señalar es que las transiciones horizontales entre valles (interva-

lle) se pueden llevar a cabo en grafeno con distorsión Kekulé, ya que como se discutió

anteriormente, los conos de Dirac son tráıdos al centro de la zona de Brillouin, que-
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dando separados por un momento más pequeño. Entonces, tanto transiciones intra-

valle (transiciones horizontales dentro del mismo valle) como intervalle contribuyen

a la conductividad eléctrica. Considerando el cuasiespectro de enerǵıa de grafeno con

distorsión Kek-Y bajo radiación circularmente polarizada εξ,ηY (k) en Ec. (4.1.22), y

una enerǵıa de Fermi positiva (εF > 0), la probabilidad de transición horizontal por

unidad de tiempo de un portador de carga de conducción (η = +) de un estado

inicial k en el cono ξ, a un estado final k′ en el cono ξ′, se calcula utilizando la

aproximación de Born, la cual toma la siguiente forma [40, 96]

wξ
′,ξ

k′k =
2π

~
|χξ

′,ξ
k′k|

2|Uk′k|2 δ
(
εξ
′,+

Y (k′)− εξ,+Y (k)
)
, (4.2.2)

donde

χξ
′,ξ

k′k =
4∑

n=1

bξ,+n (k)
[
bξ
′,+
n (k′)

]∗
, (4.2.3)

con cada bξ,+n (k) en Ecs. (4.1.27)-(4.1.30), y el módulo cuadrado del potencial de

dispersión dado por

|Uk′k|2 =

∣∣∣∣∣ 1

A

∫
A

d2r ei(k−k
′)·rU(r)

∣∣∣∣∣
2

=
NA

A
U2

0 , (4.2.4)

donde A es el área de la muestra y NA = N/A la densidad de impurezas. Al aplicar

un campo eléctrico estacionario E a lo largo del plano de la muestra, se induce una

densidad de corriente J. De acuerdo a la Ec. (3.3.17), la ecuación de Boltzmann para

la densidad de corriente eléctrica a temperatura cero está dada por

J = gs
∑
ξ

e2

∫
d2k

(2π)2
vξ(k) τξ(k)

(
E · vξ(k)

)
δ
(
εξ,+Y (k)− εF

)
, (4.2.5)
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donde se ha introducido el factor gs = 2 debido al grado de libertad de esṕın,

vξ(k) =
(
vξ,x(k), vξ,y(k)

)
= (1/~)∇kε

ξ,+
Y (k) es la velocidad de grupo, y τξ(k) el

tiempo de relajación, el cual se recupera a partir de la siguiente expresión (ver Eq.

(3.3.21))

1

τξ(k)
=
∑
ξ′

A

∫
d2k′

[
1− τξ′(k

′) (E · vξ′(k′))
τξ(k) (E · vξ(k))

]
wξ
′,ξ

k′k. (4.2.6)

La suma en la Ec. (4.2.5) corre sobre los estados iniciales, y la suma en la Ec. (4.2.6)

sobre los finales. Dado que el sistema es homogéneo e isotrópico, la corriente fluye en

la misma dirección que el campo eléctrico. Entonces, sin pérdida de generalidad, se

aplica un campo eléctrico a lo largo del eje horizontal, esto es, E = (Ex, 0), tal que

la conductividad σ, de acuerdo a la ley de Ohm, queda determinada por σ = Jx/Ex.

Para evaluar la integral en Ec. (4.2.5), se escribe la función δ como función de k

de la siguiente manera

δ
(
εξ,+Y (k)− εF

)
=

δ(k − kξF )

|∂k εξ,+Y (k)|
, (4.2.7)

donde kξF es el módulo del vector de onda de Fermi, tal que εξ,+Y (kξF ) = εF . Resulta

conveniente escribir el módulo de la deriva en k de la enerǵıa en la ecuación anterior

en función de la velocidad de grupo, esto es,

δ
(
εξ,+Y (k)− εF

)
=
δ(k − kξF )

~ vξ(k)
, (4.2.8)

donde vξ(k) = |∂k εξ,+Y (k)| = |vξ(k)|. Sustituyendo la expresión anterior en la Ec.
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(a) (b)

Figura 4.5: Conductividad eléctrica (en unidades de σ0 = 4~e2v2
F /πNAU

2
0 ) de grafeno

con distorsión Kek-Y bajo radiación circularmente polarizada en función de la irradiancia
del campo externo I0 = ε0E

2
0c/2, donde ε0 es la permitividad eléctrica en el vaćıo. (a)

Conductividad a una enerǵıa de Fermi εF = 0.15 meV y varios valores del parámetro de
Kekulé ∆0. La curva gris punteada corresponde al caso ĺımite de grafeno ∆0 → 0. (b)
Conductividad considerando ∆0 = 0.15 y varios valores de la enerǵıa de Fermi.

(4.2.5), la componente Jx de la densidad de corriente eléctrica está dada por

Jx = gs
∑
ξ

e2

∫
d2k

(2π)2
vξ,x(k) τξ(k) (E · vξ(k))

δ(k − kξF )

~ vξ(k)
,

= gs
∑
ξ

e2Ex
(2π)2~

∫ 2π

0

dθ

∫ ∞
0

dk k τξ(k) v2
ξ (k) cos2 θ

δ(k − kξF )

vξ(k)
,

= gs
∑
ξ

e2Ex
4π~

kξF τξ(k
ξ
F )vξ(k

ξ
F ) . (4.2.9)

Finalmente, la conductividad eléctrica de grafeno con distorsión Kek-Y bajo radia-

ción circularmente toma la siguiente forma

σ(εF ) =
∑
ξ

e2

2π~
kξF τξ(k

ξ
F )vξ(k

ξ
F ). (4.2.10)

Al resolver la ecuación integral en Ec. (4.2.6), se recupera una expresión para el

tiempo de relajación τξ(k
ξ
F ) [97], la cual se ha omitido por brevedad. En la Fig.

4.5(a) se muestra la conductividad eléctrica en función de la irradiancia del campo
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externo I0 = ε0E
2
0c/2, con ε0 la permitividad eléctrica en el vaćıo, para una enerǵıa

de Fermi εF = 0.15 meV y varios valores de ∆0, incluyendo el caso ĺımite ∆0 → 0,

recuperando la conductividad eléctrica de grafeno pŕıstino irradiado con luz circular-

mente polarizada [40]. En la Fig. 4.5(b) se muestra la conductividad eléctrica para

∆0 = 0.15 y varios valores de la enerǵıa de Fermi. En todos los casos se observa que

la conductividad eléctrica decrece en función de la irradiancia, ya que la magnitud

de las brechas energéticas en Ecs. (4.1.23)-(4.1.24) son funciones crecientes de la

irradiancia, esto es, al aumentar la irradiancia el sistema se vuelve más aislante.



Caṕıtulo 5

Propiedades ópticas de sistemas de

Dirac anisotrópicos e inclinados

5.1. Hamiltoniano a bajas enerǵıas

Para comenzar con el estudio de las propiedades ópticas de sistemas bidimensio-

nales masivos con conos de Dirac anisotrópicos e inclinados, se considera el siguiente

hamiltoniano a bajas enerǵıas en el espacio de momentos [98]

Hξ(k) = ξ(~vtkyI + ~vxkxσx + ξ~vykyσy) + ∆ξσz , (5.1.1)

donde I es la matriz identidad de 2 × 2, y nuevamente σi son las matrices de Pauli

actuando sobre el grado de libertad de pseudoesṕın. Como se discutió en la Sección

2.3, el espectro energético de esta clase de sistemas es anisotrópico cuando vx 6= vy.

Además, una velocidad vt finita da lugar al rompimiento de la simetŕıa electrón-

hueco, tal que σzH
ξ(k)σz 6= −Hξ(k) (ver Sección 2.4). En el hamiltoniano anterior

88
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se ha introducido el término dependiente del valle ∆ξσz, el cual abre una brecha de

enerǵıa en el punto de Dirac de magnitud |2∆ξ|. Es posible manipular tal brecha

energética de forma independiente en cada valle, ya sea por una textura de esṕın

en la estructura cristalina del sistema [63], o por la combinación de incidencia de

luz circularmente polarizada y enerǵıas de sitio diferentes en las subredes [98]. Lo

anterior permite tener un control sobre las simetŕıas del sistema, tal que términos

de masa diferentes, ∆+ 6= ∆−, da lugar al rompimiento de la simetŕıa de inversión

temporal. Además, la simetŕıa de inversión espacial deja de preservarse si ∆+ 6= −∆−

(ver Sección 2.4). Para ∆ξ = 0, la simetŕıa de inversión temporal y la simetŕıa de

inversión espacial se preservan simultáneamente, y el hamiltoniano en Ec. (5.1.1) se

reduce al hamiltoniano en Ec. (2.3.1), el cual describe las excitaciones a bajas enerǵıas

de sistemas de Dirac con conos inclinados y anisotrópicos, tal como borofeno 8-

Pmmn, el semiconductor orgánico α-(BEDT-TTF)2I3, y dicalcogenuros de metales de

transición. Además, al tomar vx = vy = vF y vt = 0 se recupera el hamiltoniano que

describe a los fermiones de Dirac sin masa en grafeno, mientras que el hamiltoniano

de borofeno 8-Pmmn se recupera al tomar vx = 0.86 vF , vy = 0.69 vF y vt = 0.32 vF .

El espectro de enerǵıa correspondiente al hamiltoniano en Ec. (5.1.1) tiene la

siguiente forma

εξλ(kx, ky) = ξαtky + λ
√
α2
xk

2
x + α2

yk
2
y + (∆ξ)2 , (5.1.2)

donde αi = ~vi (i = x, y, t, F ), y λ = ± denota la banda de conducción y de valencia,

respectivamente. En la Fig. 5.1(a) se muestran las bandas de enerǵıa considerando

brechas energéticas diferentes en cada punto de Dirac. Además, se encuentra que los
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espinores asociados a las cuasipart́ıculas en esta clase de sistemas están dados por

ψξλ(k) =
1√

2dξ(k)

e−iξφk/2√dξ(k) + λ∆ξ

λ eiξφk/2
√
dξ(k)− λ∆ξ

 , (5.1.3)

donde 2dξ(k) = εξ+(k)−εξ−(k) y φk = tan−1(vyky/vxkx). Algo importante de notar en

la relación de dispersión en Ec. (5.1.2) es que la cantidad min{εξ+(k)}−max{εξ−(k)} =

2|∆ξ|
√

1− γ2 es menor que la enerǵıa vertical más pequeña min{εξ+(k)− εξ−(k)} =

εξ+(0)− εξ−(0) = 2|∆ξ|, lo cual implica que la presencia simultánea de la masa (∆ξ)

y la inclinación de los conos (determinada por la velocidad vt) da lugar a una brecha

de enerǵıa indirecta de magnitud |2∆̃ξ|, donde

∆̃ξ = ∆ξ
√

1− γ2 , (5.1.4)

con γ = vt/vy (0 6 γ < 1) el parámetro que determina la inclinación. Dado lo

anterior, se deducen tres escenarios diferentes para la posición del nivel de Fermi en

cada valle:

(i) |εF | > |∆ξ|, enerǵıa de Fermi arriba de la brecha de enerǵıa

(ii) |∆̃ξ| < |εF | < |∆ξ|, enerǵıa de Fermi en la zona indirecta

(iii) |εF | < |∆̃ξ|, enerǵıa de Fermi en la brecha de enerǵıa

Para cada uno de los escenarios anteriores, la respuesta óptica del sistema tiene un

comportamiento diferente, como se discute a continuación.
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Figura 5.1: (a) Espectro de enerǵıa εξλ(0, ky) de un sistema de Dirac con conos inclinados
y anisotrópicos en ausencia de simetŕıa de valle, considerando ∆+ = 25 meV y ∆− = 45
meV. La naturaleza indirecta de la brecha de enerǵıa se ilustra en la gráfica insertada,
mostrando también los puntos cŕıticos (0,∓Q+) de las bandas. (b) Enerǵıa de Fermi en la
brecha energética, |εF | < |∆̃+|, donde se ilustra la enerǵıa mı́nima 2|∆+| para transiciones
verticales. (c) Nivel de Fermi por arriba de la brecha de enerǵıa, |εF | > |∆+|, donde las
enerǵıas ~ω+

1 y ~ω+
2 dan las enerǵıas mı́nimas y máximas necesarias para transiciones

interbanda, respectivamente.

Contornos de Fermi

Los contornos de Fermi a una enerǵıa de Fermi fija εF están definidos por

Cξ
λ = {k | εξλ(k) = εF}. De acuerdo a la relación de dispersión en Ec. (5.1.2),

los contornos de Fermi son elipses centradas en (0,−ξλQξ|εF |/|∆̃ξ|), con Qξ =

(|∆ξ|/αy)(γ/
√

1− γ2), definidas por la siguiente ecuación

(1− γ2)α2
x(k

ξ
λ,x)

2 + (1− γ2)2α2
y

(
kξλ,y + ξλQξ |εF |

|∆̃ξ|

)2

= ε2
F − (∆̃ξ)2, (5.1.5)

(ver Fig. 5.2). Se observa que cuando el nivel de Fermi se encuentra en la zona

indirecta, |∆̃ξ| < |εF | < |∆ξ|, la elipse se desplaza completamente a la región ky <

0 (ky > 0) para ξλ = + (ξλ = −), lo cual modifica significativamente el espacio

de momentos disponible para transiciones interbanda con respecto al caso |εF | >

|∆ξ|, tal como se ilustra en las Figs. 5.2(b)-(d). Además, las ráıces de la ecuación

εξλ(k) = εF definen los vectores de onda de Fermi, tal que para |εF | > |∆ξ| la ecuación
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εξλ(k, θ) = εF da lugar a las siguientes curvas paramétricas

kξλ,F (θ) =
1

αF

√
ε2
Fg

2(θ)− (∆ξ)2[g2(θ)− h2(θ)]− ξλ|εF |h(θ)

g2(θ)− h2(θ)
, θ ∈ [0, 2π],

(5.1.6)

y para |∆̃ξ| < |εF | < |∆ξ|,

qξ,±λ,F (θ) =
1

αF

ξλ|εF |(−h(θ))±
√
ε2
Fg

2(θ)− (∆ξ)2[g2(θ)− h2(θ)]

g2(θ)− h2(θ)
, |θ − θ0| 6 θ∗ξ ,

(5.1.7)

donde θ0 = 3π/2 (θ0 = π/2) si ξλ = + (ξλ = −), con h(θ) = (αt/αF )sin(θ)

caracterizando la inclinación del espectro, y g2(θ) = (α2
x/α

2
F )cos2(θ)+(α2

y/α
2
F )sin2(θ)

la anisotroṕıa. Además, el ángulo θ∗ξ está definido como

tan θ∗ξ =
vy
vx

√
ε2
F − (∆̃ξ)2

(∆ξ)2 − ε2
F

. (5.1.8)

Los signos ± en Ec. (5.1.7) definen los arcos qξ,+λ,F (θ) y qξ,−λ,F (θ), los cuales forman la

elipse de Fermi que cae completamente en el semiplano ky < 0 o ky > 0, tal que

qξ,+λ,F (θ∗ξ) = qξ,−λ,F (θ∗ξ) (ver Fig. 5.2(d)).

5.2. Transiciones ópticas: densidad conjunta de es-

tados

Para el estudio del tensor de conductividad óptica, resulta conveniente estudiar

antes la densidad conjunta de estados, la cual da información acerca de las propie-

dades espectrales del sistema que de igual forma se manifiestan en la conductividad

óptica. La densidad conjunta de estados da el número de transiciones verticales po-
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Figura 5.2: Banda de conducción ε+
+(k) en la vecindad del punto K, considerando ∆+ = 25

meV. (a) Enerǵıa de Fermi arriba de la zona indirecta |εF | > |∆+|. (b) Contorno de Fermi
C+

+ = {k | ε+
+(k) = εF } ilustrado en (a), donde la región gris representa al espacio de

momentos disponible para transiciones interbanda (verticales). (c) Nivel de Fermi en la zona
indirecta |∆̃+| < |εF | < |∆+|. (d) Contorno de Fermi ilustrado en (c), donde la curva verde
corresponde al arco q+,−

+,F (θ), y la curva roja al arco q+,+
+,F (θ), en el espacio ky < 0 dentro del

sector |θ−3π/2| < θ∗+. Se observa como el espacio de momentos disponible para transiciones
interbanda (región gris) es drásticamente reducido en comparación con el caso ilustrado
en (b). En (b) y (d) también se muestran curvas de resonancia C+

r (ω) = {k | 2d+(k) = ~ω}
(curvas azules punteadas), las cuales son elipses centradas en el origen definidas para
~ω > 2∆+. Solamente los arcos de C+

r (ω) que caen dentro de la zona sombreada gris
contribuyen a la respuesta óptica.

sibles entre εξ+(k) y εξ−(k) separadas por una enerǵıa ~ω, y está definida como

J (ξ)(ω) = gs

∫ ′ d2k

(2π)2
δ(εξ+(k)− εξ−(k)− ~ω), (5.2.1)



5.2. TRANSICIONES ÓPTICAS: DENSIDAD CONJUNTA DE ESTADOS 94

tal que la densidad conjunta de estados total J (ω) es la suma de las contribuciones en

la vecindad de cada punto de Dirac, esto es, J (ω) =
∑

ξ=± J (ξ)(ω). El factor gs = 2

en la Ec. (5.2.1) se introduce por la degeneración de esṕın, y la prima en la integral

indica la región en el espacio k para la cual se cumple εξ−(k) < εF < εξ+(k), como

resultado del bloqueo de Pauli. Esta desigualdad delimita la región disponible en el

espacio de momentos para transiciones verticales. Por otro lado, la función delta de

Dirac en el integrando restringe la integral a aquellos puntos en el espacio k que caen

sobre las curvas de resonancia definidas por Cξr (ω) = {(kx, ky)| 2dξ(kx, ky) = ~ω}. En

las Figs. 5.2(b)-(d) se muestran algunas de estas curvas en azul.

Por otro lado, la diferencia de enerǵıa 2dξ(k, θ) entre la banda de conducción y

de valencia en las curvas de Fermi kξλ,F (θ) y qξ,±λ,F (θ) está dada por

~ωξλ(θ) = 2
|εF |g2(θ)− ξλh(θ)

√
ε2
Fg

2(θ)− (∆ξ)2[g2(θ)− h2(θ)]

g2(θ)− h2(θ)
, (5.2.2)

y

~νξ,±λ (θ) = 2
|εF |g2(θ)± ξλ(−h(θ))

√
ε2
Fg

2(θ)− (∆ξ)2[g2(θ)− h2(θ)]

g2(θ)− h2(θ)
, (5.2.3)

respectivamente. Las expresiones anteriores se reducen al valor 2|εF | cuando γ = 0,

el cual es el resultado esperado para un sistema con conos de Dirac sin inclinación.

Además, los valores mı́nimos y máximos de ~ωξλ(θ) y ~νξ,±λ (θ) ocurren en θ = π/2 y

θ = 3π/2, los cuales toman las siguientes expresiones

~ωξ1(εF ) =
2

1− γ2

(
|εF | − γ

√
ε2
F − (∆̃ξ)2

)
, (5.2.4)

~ωξ2(εF ) =
2

1− γ2

(
|εF |+ γ

√
ε2
F − (∆̃ξ)2

)
, (5.2.5)
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tal que mı́nθ{~ωξ±(θ)} = mı́nθ{~νξ,−± (θ)} = ~ωξ1 < 2|εF |, y máxθ{~ωξ±(θ)} = máxθ{~νξ,+± (θ)} =

~ωξ2 > 2|εF | (ver Figs. 5.1(b)-(c)). Nuevamente ~ωξ1(εF ) y ~ωξ2(εF ) se reducen a 2|εF |

cuando se preserva la simetŕıa electrón-hueco (γ = 0).

Continuando con el cálculo de la densidad conjunta de estados, la integral en Ec.

(5.2.1) en coordenadas polares toma la siguiente forma para el escenario |εF | > |∆ξ|,

J (ξ)(ω) =
gs

(2π)2

∫ 2π

0

dθ

∫ ∞
kξλ,F (θ)

dk k δ(2dξ(k, θ)− ~ω). (5.2.6)

La función δ en la ecuación anterior se puede escribir como función de k de la siguiente

forma

δ(2dξ(k, θ)− ~ω) = Θ[ω − ωξλ(θ)]
δ(k − kr(θ))
|∂k 2dξ(k, θ)|

, (5.2.7)

donde kr(θ) es la ráız de la ecuación 2dξ(k, θ) = ~ω. La función escalón en la

ecuación anterior proviene de la condición k > kξλ,F (θ), lo cual implica que ~ω >

2dξ(kξλ,F (θ), θ) = ~ωξλ(θ). Sustituyendo la Ec. (5.2.7) en la Ec. (5.2.6) y haciendo la

integral en k, se recupera la siguiente expresión para la densidad conjunta de estados

J (ξ)(ω) = gs
~ω

8πα2
F

1

2π

∫ 2π

0

dθ

g2(θ)
Θ[ω − ωξλ(θ)], |εF | > |∆ξ|. (5.2.8)

La expresión anterior se anula para ~ω < ~ωξ1, y para ~ω > ~ωξ2 toda la región

angular 0 6 θ 6 2π contribuye para transiciones verticales, tal que J (ξ)(ω > ωξ2) =

(gs/8π)(~ω/αxαy). Se observa que esta expresión es independiente del parámetro de

inclinación αt y lineal en la frecuencia. En cambio, para enerǵıas ~ωξ1 < ~ω < ~ωξ2,

la región angular disponible para transiciones interbanda se ve reducida debido al

rompimiento de la simetŕıa electrón-hueco. En la Fig. 5.3(c) se observa una gráfica

de J (+)(ω) para el escenario |εF | > |∆+|. En el panel superior se aprecia como
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la región angular para enerǵıas entre ~ω+
1 y ~ω+

2 está delimitada por una frontera

determinada por ~ω+
+(θ), tal que para esa región la densidad conjunta de estados no

tiene un comportamiento lineal.

Ahora, para el escenario |∆̃ξ| < |εF | < |∆̃|, la integral en Ec. (5.2.1) toma la

siguiente forma

J (ξ)(ω) =
gs

(2π)2

∫ θ0+θ∗ξ

θ0−θ∗ξ
dθ

[∫ qξ,−λ,F (θ)

0
dk k δ(2dξ(k, θ)−~ω)+

∫ ∞
qξ,+λ,F (θ)

dk k δ(2dξ(k, θ)−~ω)

]
.

(5.2.9)

La primera δ en la expresión anterior se puede escribir nuevamente en función de k

de la siguiente manera

δ(2dξ(k, θ)− ~ω) = Θ[νξ,−λ (θ)− ω]
δ(k − kr(θ)
|∂k 2dξ(k, θ)|

, (5.2.10)

y la segunda δ

δ(2dξ(k, θ)− ~ω) = Θ[ω − νξ,+λ (θ)]
δ(k − kr(θ))
|∂k 2dξ(k, θ)|

. (5.2.11)

De nuevo, la función escalón en la Ec. (5.2.10) proviene de la condición 0 < k <

qξ,−λ,F (θ), tal que 2|∆ξ| < ~ω < 2dξ(qξ,−λ,F (θ), θ) = ~νξ,−λ (θ). Mientras que la función

escalón en la Ec. (5.2.11) proviene de k > qξ,+λ,F (θ), por lo que ~ω > 2dξ(qξ,+λ,F (θ), θ) =

~νξ,+λ (θ). Sustituyendo las deltas de Dirac anteriores en la Ec. (5.2.9) y haciendo la

integral en k, se recupera la siguiente expresión para la densidad conjunta de estados

en el escenario |∆̃ξ| < |εF | < |∆̃|,

J (ξ)(ω) = gs
~ω

8πα2
F

1

2π
Θ(~ω−2|∆ξ|)

∫ θ0+θ∗ξ

θ0−θ∗ξ

dθ

g2(θ)

{
Θ[νξ,−λ (θ)− ω] + Θ[ω − νξ,+λ (θ)]

}
.

(5.2.12)

La expresión anterior se anula para ~ω < 2|∆ξ|. Además, para enerǵıas 2|∆ξ| <
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Figura 5.3: Densidad conjunta de estados para transiciones en la vecindad del punto K,
donde se ha tomado ∆+ = 25 meV y se ha definido J0 = (gs/8π)(2|∆+|/α2

F ). Se consideran
los tres escenarios diferentes para la posición del nivel de Fermi: (a) |εF | < |∆̃+|, (b)
|∆̃+| < |εF | < |∆+| y (c) |εF | > |∆+|. En los paneles superiores se observa la región
angular disponible para transiciones verticales (región sombreada) para cada escenario.

~ω < ~ωξ1 y ~ω > ~ωξ2, la región angular disponible para transiciones verticales está

determinada por |θ − θ0| 6 θ∗ξ , tal que para esas enerǵıas la densidad conjunta de

estados toma la siguiente forma

J (ξ)(2|∆ξ| < ~ω < ~ωξ1) = J (ξ)(~ω > ~ωξ2) =
gs
8π

~ω
αxαy

(
1

2
− βξ
π

)
, (5.2.13)

donde

tan βξ =

√
(∆ξ)2 − ε2

F

ε2
F − (∆̃ξ)2

. (5.2.14)

En la Fig. 5.3(b) se muestra una gráfica de J (+)(ω) para el escenario |∆̃+| < |εF | <

|∆+|. Se puede apreciar en el panel superior como la región angular disponible para

transiciones interbanda se reduce para enerǵıas ~ω+
1 < ~ω < ~ν+,−

+ y ~ν+,+
+ < ~ω <

~ω+
2 , como consecuencia de la inclinación de los conos de Dirac. Además, se observa

en la misma figura que la densidad conjunta de estados para este escenario es de

magnitud reducida en comparación con los casos |εF | > |∆+| y |εF | < |∆̃+|, debido

a la naturaleza indirecta de la brecha de enerǵıa.
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Finalmente, para el escenario |εF | < |∆̃ξ|, la integral en Ec. (5.2.1) toma la

siguiente forma

J (ξ)(ω) =
gs

(2π)2

∫ 2π

0

dθ

∫ ∞
0

dk k δ(2dξ(k, θ)− ~ω). (5.2.15)

donde la función δ se puede escribir como

δ(2dξ(k, θ)− ~ω) = Θ(~ω − 2|∆ξ|) δ(k − kr(θ))
|∂k 2dξ(k, θ)|

. (5.2.16)

Sustituyendo la expresión anterior en la Ec. (5.2.15) y haciendo la integral en k, la

densidad conjunta de estados para el escenario |εF | < |∆̃ξ| esta dada por

J (ξ)(ω) = gs
~ω

8πα2
F

1

2π

∫ 2π

0

dθ

g2(θ)
Θ(~ω − 2|∆ξ|) =

gs
8π

~ω
αxαy

Θ(~ω − 2|∆ξ|). (5.2.17)

Se observa que la expresión anterior es independiente del parámetro de inclinación

αt. El comportamiento de la densidad conjunta de estados anterior es similar al del

grafeno con brecha de enerǵıa, pero de magnitud reducida como consecuencia de

la anisotroṕıa en el espectro (αx 6= αy). En la Fig. 5.3(a) se muestra una gráfica

de la densidad conjunta de estados J (+)(ω) para el escenario |εF | < |∆̃+|, obser-

vando en el panel superior que toda la región angular 0 6 θ 6 2π contribuye para

~ω > 2∆+, y que la densidad conjunta de estados se anula para ~ω < 2∆+. En

la Fig. 5.4 se muestra un mapa de colores de la densidad conjunta de estados total∑
ξ=± J (ξ)(ω; εF ) como función de la frecuencia y la enerǵıa de Fermi. Se ilustra en

la Fig. 5.4(a) la densidad conjunta de estados en ausencia de brechas de enerǵıa en

el espectro (∆+ = ∆− = 0), donde las curvas punteadas corresponden a las enerǵıas

cŕıticas ~ω±1,2(εF ). En la Fig. 5.4(b) se considera una sola brecha de enerǵıa, esto
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Figura 5.4: Densidad conjunta de estados total J (ω; εF )/J0 considerando; (a) ∆+ = ∆− =
0, (b) ∆+ = 25 meV y ∆− = 0, y (c) ∆+ = 15 meV y ∆− = 40 meV. En las figuras (c) y
(b) se tomó J0 como en la Fig. 5.3. En (a) se utilizó ∆+ = 25 meV en J0.

es, ∆+ 6= 0 y ∆− = 0. La contribución correspondiente al cono K ′ se comporta

similarmente al caso de la Fig. 5.4(a). En cambio, la contribución debida al como K,

además de presentar las enerǵıas cŕıticas ~ω+
1,2(εF ) y el umbral en 2|∆+|, también

presenta evidentemente una reducción en su contribución para enerǵıas de Fermi en

la zona indirecta, es decir, entre ∆̃+ y ∆+. Finalmente, en la Fig. 5.4(c) se presenta

el caso con brechas energéticas diferentes en ambos valles, tomando |∆+| > |∆−|.

5.3. Respuesta óptica lineal: tensor de conducti-

vidad

A continuación se estudia el tensor de conductividad óptica dentro del marco de

teoŕıa de respuesta lineal, misma que se describió en el Caṕıtulo 3, el cual determina la

corriente eléctrica inducida en el sistema por un campo eléctrico homogéneo externo

de frecuencia ω. A partir del hamiltoniano en Ec. (5.1.1) y los eigenestados en Ec.

(5.1.3), se encuentra que las componentes del tensor de conductividad toman la
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siguiente forma

Reσ
(ξ)
ii (ω) = D

(ξ)
ii δ(ω) + Re σ

(ξ),inter
ii (ω), (5.3.1)

Imσ
(ξ)
ii (ω) = Imσ

(ξ),intra
ii (ω) + Im σ

(ξ),inter
ii (ω), (5.3.2)

σ(ξ)
xy (ω) = −σ(ξ)

yx (ω) = σ(ξ),inter
xy (ω) , (5.3.3)

donde la etiqueta intra (inter) denota la contribución intrabanda (interbanda),

y D
(ξ)
ii = π ĺımω→0[ω Imσ

(ξ)
ii (ω)] = π ĺımω→0[ω Imσ

(ξ),intra
ii (ω)] es el peso de Drude.

Además, en el presente modelo se cumple que σxy = −σyx, esto por el rompimiento

de la simetŕıa de inversión temporal. Cabe señalar que el tensor de conductividad

total σij(ω) esta dado como la suma de las contribuciones en la vecindad de cada

punto de Dirac, esto es, σij(ω) =
∑

ξ=± σ
(ξ)
ij (ω). Por brevedad, en las secciones pos-

teriores solo se presenta el cálculo de la contribución interbanda de la conductividad

óptica, sin embargo, cada una de las contribuciones fueron calculadas para el estudio

de distintas propiedades ópticas (ver Ref. [99]).

5.3.1. Conductividad interbanda

Para el estudio de la conductividad interbanda, se utiliza la fórmula de Kubo

en Ec. (3.1.56). Dado que el sistema que se está considerando es un sistema de dos

bandas (conducción y valencia), los ı́ndices de banda están dados por λ, λ′ = ±,

donde el signo + (−) denota la banda de conducción (valencia). Entonces, se definen

los siguientes elementos de matriz

vξij(k) =
〈
ψξ+(k)

∣∣∣ vi ∣∣∣ψξ−(k)
〉〈

ψξ−(k)
∣∣∣ vj ∣∣∣ψξ+(k)

〉
, (5.3.4)
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tal que la fórmula de Kubo para la conductividad interbanda se escribe de la siguiente

manera

σ
(ξ),inter
ij (ω) = −igsσ0

~2

4π

∫
d2k

(
f(εξ+(k))− f(εξ−(k))

2dξ(k)

)(
vξij(k)

2dξ(k) + ~ω̃
−

vξji(k)

2dξ(k)− ~ω̃

)
,

(5.3.5)

donde σ0 = 2e2/h. Además, anteriormente se definió ω̃ = ω + iη. A temperatura

cero, la función de distribución de Fermi-Dirac se convierte en un escalón unitario,

tal que la Ec. (5.3.5) se reescribe como sigue

σ
(ξ),inter
ij (ω) = igsσ0

~2

4π

∫ ′
d2k

1

2dξ(k)

(
vξij(k)

2dξ(k) + ~ω̃
−

vξji(k)

2dξ(k)− ~ω̃

)
, (5.3.6)

donde nuevamente la prima en la integral indica la región en el espacio k para la cual

se cumple εξ−(k) < εF < εξ+(k). Ahora, es posible escribir los elementos de matriz

vξij(k) en forma general como

vξij(k) = Re vξij(k) + i Im vξij(k) (5.3.7)

Además, recordando que η → 0+, de las relaciones de Kramers–Kronig es posible

rescatar el siguiente resultado

ĺım
η→0+

1

x± iη
= P

(
1

x

)
∓ iπδ(x) , (5.3.8)
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donde P denota el valor principal de la integral. Considerando lo anterior en la Ec.

(5.3.6), la parte real de la conductividad intrabanda toma la siguiente forma

Reσ
(ξ),inter
ij (ω) = −gsσ0

~2

4π

∫ ′ d2k

2dξ(k)

[
Im{vξij(k)}P

(
4dξ(k)

(2dξ(k))2 − (~ω)2

)

− πRe{vξij(k)} δ(2dξ(k)− ~ω)

]
, (5.3.9)

y la parte imaginaria

Im σ
(ξ),inter
ij (ω) = −gsσ0

~2

4π

∫ ′ d2k

2dξ(k)

[
Re{vξij(k)}P

(
2~ω

(2dξ(k))2 − (~ω)2

)

+π Im{vξij(k)} δ(2dξ(k)− ~ω)

]
, (5.3.10)

tal que σ
(ξ),inter
ij (ω) = Reσ

(ξ),inter
ij (ω) + i Imσ

(ξ),inter
ij (ω). Además, se han omitido

términos proporcionales a δ(2dξ(k) + ~ω), ya que ese tipo de términos describen

procesos de emisión, y se está considerando que el sistema se encuentra inicialmente

en su estado base, por lo que solo se consideran procesos de absorción descritos por

δ(2dξ(k)− ~ω).

Parte real de la conductividad interbanda

Considerando la parte real de la contribución interbanda en Ec. (5.3.9), las com-

ponentes en la diagonal del tensor de conductividad toman la siguiente forma

Reσ
(ξ),inter
ii (ω) = gsσ0

~2

4

∫ ′
d2k

Re {vξii(k)}
2dξ(k)

δ(2dξ(k)− ~ω), (5.3.11)

donde se ha considerado Im {vξii(k)} = 0, al ser vξij(k) una matriz hermitiana. Con-
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siderando el escenario |εF | > |∆ξ|, de la Ec. (5.3.11) se recupera lo siguiente

Reσ
(ξ),inter
ii (ω) = gs

σ0

16

{
α2
x

α2
F

α2
y

α2
F

[
1−

(
2∆ξ

~ω

)2
]∫ 2π

0

dθ
(δix sin2 θ + δiy cos2 θ)

g4(θ)
Θ[ω − ωξλ(θ)]

+
α2
i

α2
F

(
2∆ξ

~ω

)2 ∫ 2π

0

dθ

g2(θ)
Θ[ω − ωξλ(θ)]

}
. (5.3.12)

La expresión anterior se anula para ω < ωξ1, y para ω > ωξ2 se recupera la siguiente

expresión

Reσ
(ξ),inter
ii (ω > ωξ2) = gs

σ0π

16

[
1 +

(
2∆ξ

~ω

)2
]
vi
vx

vi
vy

. (5.3.13)

Se observa que la cantidad anterior es función de la frecuencia ω, a diferencia del

caso sin brecha energética (∆ξ = 0). Además, para enerǵıas ~ω � 2|∆ξ| se recupera

la cantidad universal Re [σ
(ξ),inter
xx (ω > ωξ2)] × Re [σ

(ξ),inter
yy (ω > ωξ2)] = (e2/4~)2,

reportada anteriormente para borofeno 8-Pmmn [38]. En la Fig. 5.5(c) se muestra

una gráfica de la expresión en Ec. (5.3.12) (con ξ = +) para i = x (curva azul)

y i = y (curva roja punteada). Al igual que en la densidad conjunta de estados,

se manifiestan las frecuencias cŕıticas ~ω+
1 y ~ω+

2 . Evidentemente, ambas curvas

presentan un comportamiento diferente como consecuencia de la anisotroṕıa en el

espectro de enerǵıa, esto es, σξxx(ω) 6= σξyy(ω).

Ahora, considerando el escenario cuando la enerǵıa de Fermi se encuentra en la

zona indirecta |∆̃ξ| < |εF | < |∆ξ|, de la Ec. (5.3.11) se recupera la siguiente expresión

Reσ
(ξ),inter
ii (ω) = gs

σ0

16
Θ(~ω − 2|∆ξ|)

{
α2
x

α2
F

α2
y

α2
F

[
1−

(
2∆ξ

~ω

)2
]
×∫ θ0+θ∗ξ

θ0−θ∗ξ
dθ
δix sin2 θ + δiy cos2 θ

g4(θ)

(
Θ[νξ,−λ (θ)− ω] + Θ[ω − νξ,+λ (θ)]

)
+

α2
i

α2
F

(
2∆ξ

~ω

)2 ∫ θ0+θ∗ξ

θ0−θ∗ξ

dθ

g2(θ)

(
Θ[νξ,−λ (θ)− ω] + Θ[ω − νξ,+λ (θ)]

)}
.

(5.3.14)
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En la Fig. 5.5(b) se muestra una gráfica de la expresión anterior tomando ξ = +. Pa-

ra este caso, nuevamente la respuesta óptica se ve reducida para enerǵıas entre ~ω+
1 y

~ω+
2 como consecuencia de la naturaleza indirecta de las brechas de enerǵıa. Además,

al igual que en la densidad conjunta de estados, se manifiestan las frecuencias cŕıticas

2∆+, ~ω+
1 y ~ω+

2 . En la Fig. 5.5 también se aprecia que la magnitud de la conduc-

tividad interbanda es de magnitud reducida cuando el nivel de Fermi se encuentra

en la zona indirecta, en comparación con los escenarios |εF | > |∆ξ| y |εF | < |∆̃ξ|,

debido a la reducción del espacio de momentos disponible para transiciones.

Finalmente, considerando el escenario |εF | < |∆̃ξ|, de la Ec. (5.3.11) se recupera

la siguiente expresión

Reσ
(ξ),inter
ii (ω) = gs

σ0π

16

[
1 +

(
2∆ξ

~ω

)2
]
vi
vx

vi
vy

Θ(~ω − 2|∆ξ|). (5.3.15)

Para las componentes anteriores se verifica que v2
y Reσ

(ξ),inter
xx (ω) = v2

x Reσ
(ξ),inter
yy (ω).

Al igual que en la densidad conjunta de estados, la respuesta óptica para este esce-

nario es independiente de vt. Además, la Ec. (5.3.15) se reduce al resultado conocido

para grafeno con brecha de enerǵıa al tomar vx = vy. En la Fig. 5.5(a) se muestra una

gráfica de la parte real de la conductividad interbanda para el escenario |εF | < |∆̃ξ|,

para transiciones en la vecindad del cono K (ξ = +). Evidentemente se aprecia la

única frecuencia cŕıtica 2∆+, además de la anisotroṕıa en la conductividad.

5.3.2. Conductividad Hall

La presencia del término de masa ∆ξσz en el hamiltoniano en Ec. (5.1.1) da lugar a

una respuesta Hall σxy(ω) =
∑

ξ=± σ
(ξ)
xy (ω). La conductividad Hall permanece finita

siempre y cuando la simetŕıa de inversión temporal deje de preservarse haciendo
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0Figura 5.5: Parte real de las componentes en la diagonal de la contribución interbanda del

tensor de conductividad, para transiciones en la vecindad del valle K (ξ = +) considerando
∆+ = 25 meV. Se muestran los tres escenarios para la posición del nivel de Fermi: (a)
|εF | < |∆̃ξ|, (b) |∆̃ξ| < |εF | < |∆ξ| y (c) |εF | > |∆ξ|. En todos los casos se manifiestan
frecuencias cŕıticas, tal como en la densidad conjunta de estados, aśı como la anisotroṕıa
en la conductividad (σxx(ω) 6= σyy(ω)).

∆+ 6= ∆−. Para el escenario |εF | > |∆ξ|, de la Ec. (5.3.9) se encuentra que la parte

real de la conductividad Hall toma la siguiente forma

Reσ(ξ)
xy (ω) = ξgsσ0

∆ξ

4~ω
αx
αF

αy
αF

1

2π

∫ 2π

0

dθ

g2(θ)
ln

∣∣∣∣∣~ω − ~ωξλ(θ)
~ω + ~ωξλ(θ)

∣∣∣∣∣ . (5.3.16)

Se observa que la expresión anterior es proporcional a ξ∆ξ. Al considerar el caso

isotrópico (vx = vy), se recupera la expresión correspondiente al grafeno. Además, la

conductividad Hall total se anula cuando ∆+ = ∆−, tal como se comentó anterior-

mente, ya que las contribuciones en la vecindad de cada valle adquieren la misma

magnitud con signos opuestos.

Ahora, considerando el nivel de Fermi en la zona indirecta |∆̃ξ| < |εF | < |∆ξ|, de

la Ec. (5.3.9) se recupera la siguiente expresión para la parte real de la conductividad

Hall

Reσ(ξ)
xy (ω) = ξgsσ0

∆ξ

4~ω
αx
αF

αy
αF

1

2π

∫ θ0+θ∗ξ

θ0−θ∗ξ

dθ

g2(θ)
ln

∣∣∣∣∣~ω − 2∆ξ

~ω + 2∆ξ
·
~ω − ~νξ,+λ (θ)

~ω + ~νξ,+λ (θ)
·
~ω + ~νξ,−λ (θ)

~ω − ~νξ,−λ (θ)

∣∣∣∣∣ .
(5.3.17)

Nuevamente la expresión anterior es proporcional a ξ∆ξ, tal que la respuesta Hall

total se anula al considerar términos de masa iguales en los puntos K y K ′.
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Figura 5.6: Parte real de la conductividad Hall total considerando términos de masa di-
ferentes en cada valle para distintas posiciones del nivel de Fermi. (a) Nivel de Fermi en
la brecha de enerǵıa de ambos valles, considerando ∆+ = 15 meV y ∆− = 40 meV. (b)
Nivel de Fermi en la zona indirecta de ambos conos de Dirac, considerando ∆+ = 15 meV
y ∆− = 14.2 meV. (c) Nivel de Fermi por arriba de las zonas indirectas, considerando
∆+ = 15 meV y ∆− = 25 meV. En todos los casos se manifiestan las frecuencias cŕıticas
correspondiente a cada valle.

Finalmente, para el escenario |εF | < |∆̃ξ|, de la Ec. (5.3.9) se recupera la siguiente

expresión

Reσ(ξ)
xy (ω) = ξgsσ0

∆ξ

4~ω
ln

∣∣∣∣~ω − 2∆ξ

~ω + 2∆ξ

∣∣∣∣ . (5.3.18)

Se observa que la expresión anterior es independiente de la anisotroṕıa en el espectro

y del parámetro de inclinación vt, por lo que el resultado anterior coincide con el re-

sultado correspondiente al caso del grafeno con brecha de enerǵıa. Además, al igual

que en los escenarios anteriores, la conductividad Hall para este escenario es propor-

cional a ξ∆ξ. En la Fig. 5.6 se muestra la parte real de la conductividad Hall total

Reσxy(ω) =
∑

ξ=±Reσ
(ξ)
xy (ω) para distintas posiciones del nivel de Fermi y brechas

de enerǵıa diferentes. En cada una de las gráficas se manifiestan frecuencias cŕıticas

de la respuesta de cada valle, abriendo la posibilidad de poder anticipar la respuesta

óptica total estudiando la respuesta en la vecindad de cada valle por separado. Por

ejemplo, en la Fig. 5.6(c) se considera una enerǵıa de Fermi |εF | > máx{|∆+|, |∆−|},

en donde se manifiestan las frecuencias cŕıticas ~ω+
1 y ~ω+

2 , correspondiente al cono

K, y las frecuencias ~ω−1 y ~ω−2 , correspondiente al cono K ′.
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5.3.3. Respuesta longitudinal

Como se discutió anteriormente, la naturaleza anisotrópica del espectro de enerǵıa

da lugar a expresiones diferentes para las componentes en la diagonal del tensor de

conductividad, esto es, σxx(ω) 6= σyy(ω). Es posible estudiar la respuesta óptica

anisotrópica a través de la conductividad longitudinal σ||(ω;ϕ), la cual determina

la densidad de corriente inducida J|| en dirección del campo eléctrico aplicado E,

esto es, J|| = σ||E, donde ϕ es el ángulo azimutal en el espacio real del campo

externo. Entonces, la conductividad longitudinal queda definida como σ||(ω;ϕ) =∑
i,j q̂iσij(ω)q̂j, donde q̂ = cosϕ x̂ + sinϕ ŷ, tal que para el valle ξ se recupera la

siguiente expresión

σ
(ξ)
|| (ω;ϕ) = σ(ξ)

xx (ω) cos2 ϕ+ σ(ξ)
yy (ω) sin2 ϕ+ cosϕ sinϕ

[
σ(ξ)
xy (ω) + σ(ξ)

yx (ω)
]
. (5.3.19)

Como se discutió anteriormente, las componentes fuera de la diagonal del tensor de

conductividad satisfacen σ
(ξ)
yx (ω) = −σ(ξ)

xy (ω), por el rompimiento de la simetŕıa de

inversión temporal. Entonces, la Ec. (5.3.19) se reduce a

σ
(ξ)
|| (ω;ϕ) = σ(ξ)

xx (ω) cos2 ϕ+ σ(ξ)
yy (ω) sin2 ϕ. (5.3.20)

En la Fig. 5.7 se muestran gráficas polares de la parte real de la conductividad

longitudinal en la vecindad del valle K, considerando los tres distintos escenarios

para el nivel de Fermi. En todos los casos se observa una fuerte dependencia de

la respuesta óptica como función del ángulo ϕ, manifestándose además cada una

de las frecuencias cŕıticas anticipadas por la densidad conjunta de estados. En la

Fig. 5.7(b), correspondiente al escenario con el nivel de Fermi en la zona indirecta

|∆̃+| < |εF | < |∆+|, se aprecia que la anisotroṕıa para enerǵıas por debajo de ~ω+
2
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Figura 5.7: Parte real de la conductividad longitudinal Reσ
(+)
|| (ω;ϕ) tomando ∆+ = 25

meV para los tres escenarios posibles del nivel de Fermi: (a) |εF | < |∆̃+|, (b) |∆̃+| <
|εF | < |∆+| y (c) |εF | > |∆+|. Se observa en cada uno de los casos como la magnitud
de la conductividad longitudinal (representada con color) depende fuertemente del ángulo
azimutal ϕ, como consecuencia de la anisotroṕıa en las bandas de enerǵıa (vx 6= vy).

es apenas evidente, como consecuencia de la reducción del espacio de momentos

disponible para transiciones.

5.4. Conductividad Hall anómala y de valle

Como consecuencia del rompimiento de la simetŕıa de inversión temporal a través

de diferentes términos de masa en cada punto de Dirac, la curvatura de Berry total

Ωλ,z(k) =
∑

ξ=±Ωξ
λ,z(k) permanece finita. Por consiguiente, se manifiesta una po-

larización de carga transversal al campo eléctrico externo a frecuencia cero, dando

lugar a una conductividad Hall anómala (o AHE por sus siglas en inglés), la cual

está definida por

σAHE = σ(+)
xy (0) + σ(−)

xy (0), (5.4.1)

donde, de acuerdo a la Ec. (3.2.2), la conductividad Hall estática en el valle ξ está

dada por

σ(ξ)
xy (0) = −gs

e2

~
∑
λ

∫
d2k

(2π)2
f(εξλ(k)) Ωξ

λ,z(k) . (5.4.2)
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Considerando el hamiltoniano en Ec. (5.1.1) y los correspondientes eigenestados en

Ec. (5.1.3), de la Ec. (3.2.3) se encuentra la siguiente expresión para la curvatura de

Berry

Ωξ
λ,z(k) = −ξλ αxαy ∆ξ

2(αxkx + αyky + ∆ξ)3/2
. (5.4.3)

Evidentemente, la curvatura de Berry es anisotrópica en el espacio de momentos, al

igual que las bandas de enerǵıa, y de magnitud menor en comparación con el caso

isotrópico de grafeno con brecha.

Considerando los diferentes escenarios para la posición del nivel de Fermi, se

calcula la respuesta Hall estática a temperatura cero. Para el escenario |εF | > |∆ξ|

se recupera la siguiente expresión

σξxy(0)

−(e2/h)
= ξ

∆ξ√
ε2
F + γ2(∆ξ)2

. (5.4.4)

Se observa que la expresión anterior es independiente de la anisotroṕıa en el espectro,

y depende de la inclinación de las bandas de enerǵıa a través del parámetro γ. Al

tomar γ = 0, la expresión anterior se reduce a la expresión correspondiente al caso

de grafeno con brecha.

Para el escenario correspondiente al nivel de Fermi en la zona indirecta |∆̃ξ| <

|εF | < |∆ξ|, se recupera la siguiente expresión

σξxy(0)

−(e2/h)
= ξ

∆ξ

π

αx
αF

αy
αF

αt
αF

∫ θ0+θ∗ξ

θ0−θ∗ξ

dθ
sin θ

g2(θ)

√
ε2
Fg

2(θ)− (∆ξ)2[g2(θ)− h2(θ)]

ε2
Fg

2(θ) + (∆ξ)2h2(θ)

+ ξ sgn(∆ξ)

(
1

2
− βξ
π

)
, (5.4.5)
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Δ- = -35 meV
0 10 20 30 40 50 60

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

σ
A
H
E
(ε
F
)

Δ- = -15 meV
0 10 20 30 40 50 60

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

Δ- = 0 meV
0 10 20 30 40 50 60

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

εF

σ
A
H
E
(ε
F
)

Δ- = 35 meV
0 10 20 30 40 50 60

-1.0

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

εF

(b)

(c) (d)

(a)

Figura 5.8: Conductividad Hall anómala (en unidades de −e2/h) considerando ∆+ = 15
meV en función de la enerǵıa de Fermi, tomando varios valores de ∆−: (a) ∆− = −35
meV, (b) ∆− = −15 meV, (c) ∆− = 0 y (d) ∆− = 35 meV. La curva negra punteada
corresponde al caso de grafeno con brechas de enerǵıa no uniformes.

donde sgn(z) es la función signo. Finalmente, para el caso |εF | < |∆̃ξ| se obtiene

σξxy(0)

−(e2/h)
= ξ sgn(∆ξ). (5.4.6)

Se observa que el resultado anterior es independiente tanto de la anisotroṕıa del

espectro como de la inclinación de las bandas de enerǵıa. La conductividad Hall

anómala para una enerǵıa de Fermi en la brecha de enerǵıa de ambos conos, esto es,

|εF | < min{|∆̃+|, |∆̃−|}, esta dada por la cantidad universal σAHE = −(sgn(∆+) −

sgn(∆−))e2/h, la cual puede tomar los valores ±2e2/h, 0. Este resultado fue reportado

para grafeno en ausencia de simetŕıa de inversión temporal [63] y para el modelo de

Haldane [81]. En la Fig. 5.8 se muestra una serie de gráficas de la conductividad Hall

anómala considerando ∆+ = 15 meV y varios valores de ∆−, en función de la enerǵıa

de Fermi, aśı como las curvas correspondientes al caso de grafeno (vx = vy = vF y
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Figura 5.9: Ilustración del efecto Hall de valle. Un campo eléctrico E es aplicado al sistema,
tal que los portadores de carga en cada valle (representados con flechas perpendiculares al
plano) se mueven en direcciones opuestas y perpendicular a la corriente de deriva, debido
a que la curvatura de Berry adquiere signos contrarios en la vecindad de cada punto de
Dirac. Imagen extráıda de Ref. [56].

vt = 0). En las Figs. 5.8(a)-(b) las curvas comienzan en el valor universal −2e2/h,

dado que en ambos casos se ha considerado sgn(∆+) 6= sgn(∆−). En cambio, la curva

de la Fig. 5.8(c) comienza en el valor universal −e2/h, ya que se ha considerado en

este caso ∆− = 0, por lo que no hay contribución debida al cono K ′. Finalmente, en

la Fig. 5.8(d) se considera el caso sgn(∆+) = sgn(∆−), por lo que la curva comienza

en cero. Evidentemente se aprecia en cada una de las gráficas una desviación con

respecto al caso de grafeno (curva negra punteada) mayormente pronunciada cuando

la enerǵıa de Fermi toma valores en las brechas indirectas (|∆̃ξ| < |εF | < |∆ξ|), ya

que en esa región la respuesta se reduce debido a la presencia simultanea de brechas

de enerǵıa y la inclinación de las bandas.

Por otro lado, el efecto Hall de valle (o VHE por sus siglas en inglés) está definido

como σV HE = σ
(+)
xy (0) − σ

(−)
xy (0). La conductividad Hall de valle se manifiesta al

romper la simetŕıa de inversión espacial, tal que al considerar ∆+ = −∆−, el sistema

preserva dicha simetŕıa y un correspondiente VHE nulo. En la Fig. 5.9 se observa

un esquema de este efecto, ilustrando como los portadores de carga en cada valle se

mueven en direcciones opuestas y transversal al campo eléctrico aplicado. Gráficas

similares a las presentes en la Fig. 5.9 se recuperan para la conductividad Hall de valle
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haciendo ∆− → −∆−, manifestándose nuevamente una modificación en la respuesta

para valores de la enerǵıa de Fermi en la zona indirecta.

5.5. Dispersión electromagnética

Para el estudio de la reflexión y transmisión óptica, se considera un sistema bidi-

mensional en el plano XY con un tensor de conductividad σij(ω), el cual separa dos

medios homogéneos con constantes dieléctricas ε1 y ε2. Una onda electromagnética

con amplitud de campo eléctrico Ei
p,s incide por el medio con constante dieléctrica

ε1, generando una onda reflejada hacia el mismo medio y una onda transmitida hacia

el medio con constante dieléctrica ε2. Las amplitudes del campo eléctrico reflejado

Er
p,s y transmitido Et

p,s se pueden escribir en términos de los coeficientes de reflexión

y transmisión de Fresnel de la siguiente manera


Er
p

Er
s

 =


rpp rps

rsp rss




Ei
p

Ei
s

 ,


Et
p

Et
s

 =


tpp tps

tsp tss




Ei
p

Ei
s

 ,

(5.5.1)

donde los sub́ındices p y s denotan polarización p (φ = 0) y polarización s (φ = π/2),

con φ el ángulo de polarización medido desde el plano de incidencia (ver Fig. 5.10).

En la Fig. 5.10 se muestra un esquema del problema de dispersión para una onda

incidente con polarización p. Los coeficientes rµν (tµν) son las amplitudes de reflexión

(transmisión) de Fresnel que corresponden a una onda incidente ν-polarizada la cual

genera una onda reflejada (transmitida) µ-polarizada.

Por otro lado, de las ecuaciones de Maxwell, los campos eléctricos deben satisfacer
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las siguientes condiciones de frontera

ẑ · [ε2Et − ε1(Ei + Er)] = 4πσs(ω), (5.5.2)

ẑ× [Et − (Ei + Er)] = 0, (5.5.3)

ẑ · [Bt − (Bi + Br)] = 0, (5.5.4)

ẑ× [Bt − (Bi + Br)] =
4π

c
Js(ω), (5.5.5)

donde la densidad de carga superficial inducida σs(ω) se relaciona con la densidad

de corriente inducida Js(ω) = (Js,x(ω), Js,y(ω), 0) a través de la ecuación de conti-

nuidad kxJs,x(ω) = ω σs(ω), donde kx es la componente en x̂ del vector de onda del

campo eléctrico externo. Además, la densidad de corriente inducida y el tensor de

conductividad del sistema bidimensional se relacionan a través de la Ley de Ohm,

Js,x(ω) = σxx(ω)Et
x + σxy(ω)Et

y = σxx(ω)
ktz
kt
Et
p + σxy(ω)Et

s, (5.5.6)

Js,y(ω) = σyx(ω)Et
x + σyy(ω)Et

y = σyx(ω)
ktz
kt
Et
p + σyy(ω)Et

s, (5.5.7)

con ktz la componente en ẑ del vector de onda del campo transmitido y kt su módu-

lo. Combinando las condiciones de frontera y las ecuaciones matriciales (5.5.1), se
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recuperan los siguientes coeficientes de reflexión de Fresnel

rpp =
(ε2k

i
z − ε1ktz + 4π σxxω kizk

t
z)(k

i
z + ktz + 4π

c k0σyy)−
(

4π
c

)2
σxyσyxk

i
zk
t
z

(ε2kiz + ε1ktz + 4π σxxω kizk
t
z)(k

i
z + ktz + 4π

c k0σyy)−
(

4π
c

)2
σxyσyxkizk

t
z

, (5.5.8)

rsp = −
8π
c σyx

√
ε1 k

i
zk
t
z

(ε2kiz + ε1ktz + 4π σxxω kizk
t
z)(k

i
z + ktz + 4π

c k0σyy)−
(

4π
c

)2
σxyσyxkizk

t
z

,(5.5.9)

rps =
8π
c σxy

√
ε1 k

i
zk
t
z

(ε2kiz + ε1ktz + 4π σxxω kizk
t
z)(k

i
z + ktz + 4π

c k0σyy)−
(

4π
c

)2
σxyσyxkizk

t
z

, (5.5.10)

rss =
(ε2k

i
z + ε1k

t
z + 4π σxxω kizk

t
z)(k

i
z − ktz − 4π

c k0σyy) +
(

4π
c

)2
σxyσyxk

i
zk
t
z

(ε2kiz + ε1ktz + 4π σxxω kizk
t
z)(k

i
z + ktz + 4π

c k0σyy)−
(

4π
c

)2
σxyσyxkizk

t
z

,(5.5.11)

y los coeficientes de transmisión de Fresnel

tpp =
1

F (θi)

√
ε2
ε2

(1− rpp), (5.5.12)

tsp = rsp, (5.5.13)

tps = − 1

F (θi)

√
ε2
ε2
rps, (5.5.14)

tss = 1 + rss, (5.5.15)

donde F (θi) = ktz/k
i
z =

√
(ε2/ε1)− sin2 θi/ cos θi, k0 = ω/c, kiz la componente en ẑ

del vector de onda del campo incidente y θi el ángulo de incidencia (ver Fig. 5.10).

Se observa que los coeficientes rµν y tµν para µ 6= ν son proporcionales a la respuesta

Hall σxy(ω), tal que si el sistema preserva la simetŕıa de inversión temporal dichos

coeficientes se anulan.

Una vez conocidos los coeficientes de reflexión y transmisión de Fresnel, es po-

sible estudiar la fracción de radiación que es reflejada y transmitida por el sistema

bidimensional, determinada por la reflectividad (R) y transmisividad óptica (T ),
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Figura 5.10: Esquema del problema de dispersión electromagnética de Fresnel. Un sistema
bidimensional en el plano XY con tensor de conductividad σij(ω) (ilustrado en verde)
separa dos medios con constantes dieléctricas ε1 y ε2. Se ilustra el caso particular de
una onda electromagnética p-polarizada (φ = 0) que incide por el medio con constante
dieléctrica ε1 con un vector de onda ki en el plano XZ a un ángulo de incidencia θi.
La onda electromagnética es transmitida hacia el medio con constante dieléctrica ε2 a un
ángulo θt y vector de onda kt, y reflejada a un ángulo θi con vector de onda kr.

respectivamente, definidas de la siguiente manera

R(ω, θi, φ; εF ) = (|rpp|2 + |rsp|2) cos2 φ+ (|rss|2 + |rps|2) sin2 φ

+ 2 Re {rppr∗ps + rssr
∗
sp} sinφ cosφ, (5.5.16)

T (ω, θi, φ; εF ) = F (θi)
[
(|tpp|2 + |tsp|2) cos2 φ+ (|tss|2 + |tps|2) sin2 φ

+ 2 Re {tppt∗ps + tsst
∗
sp} sinφ cosφ

]
. (5.5.17)

De acuerdo al tensor de conductividad de sistemas bidimensionales con conos de

Dirac anisotrópicos e inclinados estudiado en la Sección 5.3, para una onda electro-

magnética incidente µ-polarizada (µ = p o s) es válido aproximar R(ω) ≈ |rµµ(ω)|2

y T (ω) ≈ F (θi)|tµµ(ω)|2, ya que se cumple que |σxy/c|2 � 1, haciendo posible des-
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preciar el módulo al cuadrado de los coeficientes de Fresnel rµν y tµν (µ 6= ν) en las

Ecs. (5.5.16)-(5.5.17).

5.5.1. Opacidad óptica

Una de las propiedades ópticas que ofrece información acerca de las transiciones

interbanda es la absorbancia, definida como 1−R(ω;φ)−T (ω;φ), la cual es una me-

dida de la cantidad de luz absorbida por el sistema. Cabe señalar que la reflectividad

en el sistema estudiado es del orden R ∼ 10−4, por lo que la absorbancia es determi-

nada en gran medida por la opacidad óptica, la cual está definida como 1− T (ω;φ).

En la Fig. 5.11 se muestran gráficas de la opacidad óptica en función de la frecuencia

a incidencia normal (θi = 0) y diferentes valores del ángulo de polarización φ y de la

enerǵıa de Fermi.

A incidencia normal y considerando medios con misma constante dieléctrica

(F (θi) = 1), la opacidad óptica se puede aproximar como 1−T (ω) ≈ (4π/c)Reσii(ω),

con i = x (y) para una onda electromagnética incidente p (s)-polarizada, asumien-

do |σii(ω)|/c � 1 para frecuencias suficientemente altas en el rango de transiciones

interbanda. Esto es, el comportamiento espectral de la opacidad óptica queda de-

terminado principalmente por la parte real de las componentes en la diagonal del

tensor de conductividad. Este resultado se puede apreciar en el comportamiento de

las curvas en la Fig. 5.11 para φ = 0 y φ = π/2, comparando con las correspondientes

curvas en la Fig. 5.5.

Para comparar con el resultado importante de la opacidad óptica del grafeno en

el vaćıo (ε1 = ε2 = 1) a incidencia normal, 1−T ≈ πα = 2.3 % [54], donde α = e2/~c

es la constante de estructura fina, se consideran expresiones anaĺıticas de la opacidad
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Figura 5.11: Opacidad óptica 1− T (ω) a incidencia normal (θi = 0) para distintos ángulos
de incidencia φ y tomando ε1 = ε2 = 1 (aire), para varias posiciones del nivel de Fermi.
(a) Enerǵıa de Fermi en la brecha energética de ambos valles, tomando ∆+ = 15 meV
y ∆+ = 40 meV. (b) Nivel de Fermi en la brecha indirecta de enerǵıa de ambos valles,
considerando ∆+ = 15 meV y ∆+ = 14.2 meV. Finalmente en (c) se muestra el escenario
cuando la enerǵıa de Fermi se encuentra por arriba de las zonas indirectas de ambos valles,
tomando ∆+ = 15 meV y ∆+ = 25 meV.

para algunos escenarios. Cuando la posición del nivel de Fermi se encuentra en la

brecha de enerǵıa de ambos valles |εF | < mı́n{|∆̃+|, |∆̃−|}, se recupera la siguiente

expresión

1−T (ω) ≈ πα

2

v2
i

vxvy

{[
1 +

(
2∆+

}ω

)2
]

Θ(}ω − 2|∆+|) +

[
1 +

(
2∆−

}ω

)2
]

Θ(}ω − 2|∆−|)

}
,

(5.5.18)

donde se ha utilizado la Ec. (5.3.15). Para una enerǵıa de Fermi por arriba de las

zonas indirectas |εF | > max{|∆+|, |∆−|} y frecuencias ω > máx{ω+
2 , ω

−
2 }, se obtiene

lo siguiente

1− T (ω) ≈ πα

2

v2
i

vxvy

[
2 +

(
2∆+

}ω

)2

+

(
2∆−

}ω

)2
]
, (5.5.19)

donde se ha utilizado la expresión en Ec. (5.3.13) De los resultados anteriores se

observa que para enerǵıas ~ω � máx{|2∆+|, |2∆−|}, la opacidad óptica se reduce

a (2.3 %)(v2
i /vxvy), esto es, 2.9 % para i = x (φ = 0) y 1.8 % para i = y (φ =

π/2), las cuales son cantidades muy cercanas al resultado del grafeno. Además, como

se muestra en la Fig. 5.11(b), al considerar la posición del nivel de Fermi en las

zonas indirectas de ambos valles la transmisión aumenta, tal que la opacidad óptica
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1− T (ω) < 1 %.

5.5.2. Rotación de la polarización

La respuesta transversal debida al rompimiento en la simetŕıa de inversión tempo-

ral da lugar a una rotación en la polarización de ondas reflejadas y transmitidas. La

rotación en la polarización de la onda electromagnética reflejada se le conoce como

efecto Kerr (K), mientras que la rotación en la polarización de la onda transmitida

se le conoce como efecto Faraday (F ). Tales rotaciones están definidas por

tan 2θ%K/F =
2Re {χ%K/F}
1− |χ%K/F |2

, (5.5.20)

donde % = p, s denota la polarización de la onda incidente, con χpK = −rsp/rpp, χsK =

rps/rss para la luz reflejada, y χpF = tsp/tpp, χ
s
F = −tps/tss para la luz transmitida.

En la Fig. 5.12 se muestran varias curvas de las rotaciones de Kerr y Faraday para

una onda electromagnética incidente s-polarizada a incidencia normal (θi = 0) y

varias posiciones del nivel de Fermi, tomando ε1 = 1 y ε2 = 2 (SiO2). En las Figs.

5.12(a)-(c) se considera ∆+ 6= 0 y ∆− = 0, y en las Figs. 5.12(d)-(f) ∆+ 6= ∆− 6= 0.

En cada uno de los escenarios se manifiestan frecuencias cŕıticas anticipadas por la

densidad conjunta de estados. Para tales frecuencias, las rotaciones de la polarización

aumentan, alcanzando magnitudes ∼ 10−2 − 10−1 rad y ∼ 10−3 − 10−2 rad para los

efectos Kerr y Faraday, respectivamente.

Como se comentó anteriormente, las componentes fuera de la diagonal del tensor

de conductividad óptica del modelo en consideración satisfacen |σxy/c|2 � 1. Conse-

cuentemente, también se cumple |χαK/F | � 1, por lo que la rotación de la polarización

se puede aproximar como θ%K/F ≈ Re{χ%K/F}. Además, considerando incidencia nor-
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Figura 5.12: Rotaciones de Kerr y Faraday considerando una onda incidente s-polarizada
(φ = π/2) y normal al plano de incidencia (θi = 0), tomando permitividades eléctricas
ε1 = 1 y ε2 = 2 (SiO2). En las Figs. (a)-(c) se considera ∆+ = 25 meV y ∆− = 0, para
posiciones del nivel de Fermi como se indica. En la Fig. (d) se considera ∆+ = 15 meV y
∆− = 40 meV, para un nivel de Fermi en la brecha energética de ambos valles. En (e) se
considera ∆+ = 15 meV y ∆− = 14.2 meV, con el nivel de Fermi en la brecha de enerǵıa
indirecta de ambos valles. Finalmente en (f) se considera ∆+ = 15 meV y ∆− = 25 meV,
con el nivel de Fermi por arriba de ambas zonas indirectas. En cada uno de los casos se
manifiestan las frecuencias cŕıticas en el comportamiento espectral de las rotaciones.

mal de radiación (θi = 0), y constantes dieléctricas ε1 = 1 y ε2 = 2, se encuentra

θpK/F ≈ θsK/F , donde

θsK(ω) ≈ − 8πRe{σxy(ω)/c}
ε2 − 1 + 2πα

√
ε2
, (5.5.21)

θsF (ω) ≈ 4πRe{σxy(ω)/c}
√
ε2 + 1 + πα

, (5.5.22)

donde se ha aproximado σii/c ≈ πσ0/4c = α/4. Evidentemente, los efectos Kerr y

Faraday en la Fig. 5.12 tienen un comportamiento espectral similar al de la parte

real de la respuesta Hall σxy(ω) (ver Fig. 5.6), tal como lo predicen los resultados

anteriores.

Resulta interesante considerar las rotaciones de la polarización en Ecs. (5.5.21) y



5.5. DISPERSIÓN ELECTROMAGNÉTICA 120

(5.5.22) en el ĺımite de frecuencia cero. Como se discutió anteriormente, la respuesta

transversal estática a un campo eléctrico externo queda determinada por la conduc-

tividad Hall anómala (ver Ec. (5.4.1)), por lo que los ángulos de Kerr y Faraday a

frecuencia cero están dados por las siguientes expresiones

θsK(0) ≈ − 8π σAHE/c

ε2 − 1 + 2πα
√
ε2
, (5.5.23)

θsF (0) ≈ 4π σAHE/c
√
ε2 + 1 + πα

, (5.5.24)

respectivamente. Además, en el mecanismo de rompimiento de simetŕıa de valle pro-

puesto por Hill et al. [63], un campo magnético periódico abre brechas de enerǵıas en

ambos valles, las cuales se pueden controlar de manera independiente. Tal mecanismo

permite cambiar el signo de ∆−, θsK/F (0) ∝ σV HE.



Caṕıtulo 6

Conclusiones

En este trabajo se estudiaron los efectos de radiación electromagnética sobre las

propiedades electrónicas de grafeno con distorsión Kekulé, considerando las texturas

Kek-Y y Kek-O. El estudio de la estructura de bandas se llevó a cabo utilizando la

teoŕıa de Floquet, la cual es útil para describir sistemas cuánticos forzados depen-

dientes del tiempo. Se consideró un campo electromagnético de alta frecuencia en

donde los fotones se acoplan fuertemente con los portadores de carga para formar

estados electrón-fotón. El cuasiespectro de enerǵıa que caracteriza a dichos estados se

calculó partiendo de la ecuación de Dirac y haciendo uso del teorema de Floquet. Se

encontró que una onda electromagnética circularmente polarizada de alta frecuencia

es capaz de abrir y manipular brechas de enerǵıa. Se demostró que el cuasiespectro

de grafeno con distorsión Kek-Y, el cual consiste en dos conos de Dirac con veloci-

dades de Fermi diferentes en el centro de la zona de Brillouin, presenta dos brechas

de enerǵıa de distinta magnitud en el punto de Dirac. Además, al considerar grafeno

con distorsión Kek-O, el cual presenta un espectro de enerǵıa degenerado con brecha

en el punto de Dirac, se mostró que luz circularmente polarizada tiende a cerrar
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la brecha en uno de los conos, mientras que en el otro cono tiende a abrirla más,

rompiendo aśı la degeneración. En el caso de incidencia de luz linealmente polari-

zada, se encontró que el cuasiespectro de enerǵıa se vuelve altamente anisotrópico,

tal que las bandas se deforman perpendicular a la dirección de oscilación del campo

eléctrico externo. Para grafeno con textura Kek-Y, las cuasienerǵıas permanecen sin

brecha. En cambio, al considerar grafeno con distorsión Kek-O, la degeneración en

las cuasienerǵıas se mantiene, pero la brecha de enerǵıa en el punto de Dirac dismi-

nuye en magnitud en comparación con el caso en ausencia de radiación. El estudio

de las propiedades de transporte se profundizó en grafeno con textura Kek-Y bajo

luz circularmente polarizada. Utilizando la ecuación linealizada de Boltzmann para

la conductividad eléctrica, se calculó la conductividad como función de la irradiancia

del campo externo, observando que el sistema se vuelve más aislante al incrementar

la intensidad del campo externo, ya que las brechas de enerǵıa crecen en magnitud

en función de la irradiancia.

Por otro lado, se estudiaron las propiedades ópticas de sistemas bidimensionales

con conos de Dirac inclinados y anisotrópicos. Se introdujo un término de masa

dependiente del valle en el hamiltoniano, el cual permite tener un control sobre las

simetŕıas del sistema, reflejándose en la respuesta óptica. Un término de masa en

el hamiltoniano del sistema da lugar a brechas de enerǵıa indirectas en la vecindad

de los puntos de Dirac, con una magnitud menor a la brecha de enerǵıa nominal

del sistema correspondiente sin inclinación. Esto abre una nueva posibilidad para

la posición del nivel de Fermi entre ambas brechas de enerǵıa (“zona indirecta”),

tal que para este escenario el espacio de momentos disponible para transiciones se

redujo drásticamente. El estudio de las transiciones interbanda se llevó a cabo a

través de cálculos de la densidad conjunta de estados y de la conductividad óptica
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en la vecindad de los puntos de Dirac. Para una enerǵıa de Fermi en la zona indirecta

se manifiestan tres frecuencias cŕıticas en la respuesta óptica. En cambio, para una

enerǵıa de Fermi en la brecha de enerǵıa, la densidad conjunta de estados presenta

la usual dependencia lineal, tal como en grafeno, y para una enerǵıa de Fermi por

arriba de la zona indirecta, ésta se comporta similar al caso del borofeno ortorrómbico

8-Pmmn, debido a la inclinación de los conos de Dirac. La conductividad óptica

se calculó utilizando la fórmula de Kubo dentro de la teoŕıa de respuesta lineal

considerando un campo eléctrico homogéneo dependiente del tiempo, y se estudiaron

las partes reales de la contribución interbanda del tensor de conductividad. Estas

cantidades permitieron estudiar la parte real de la conductividad longitudinal, en

donde se manifiesta la anisotroṕıa del espectro de enerǵıa. Además, gracias al control

de las brechas de enerǵıa en cada valle de forma independiente, es posible romper la

simetŕıa de inversión temporal, dando lugar a una respuesta Hall finita dependiente

de la frecuencia. A frecuencia cero, se estudiaron las conductividades Hall anómala y

de valle en función de la enerǵıa de Fermi, presentando un comportamiento similar al

caso del grafeno, pero con modificaciones para enerǵıas de Fermi en la zona indirecta

debido a la naturaleza de las brechas de enerǵıa. Además, del problema de dispersión

electromagnética, se estudió la opacidad óptica y las rotaciones de la polarización a

incidencia normal de radiación para varias posiciones de la enerǵıa de Fermi, en donde

se manifestaron las resonancias anticipadas por la densidad conjunta de estados.

Se encontró una magnitud de la opacidad óptica alrededor de πe2/~c ≈ 2.3 %, el

cual es el valor conocido para el grafeno. Además, debido a la anisotroṕıa en el

espectro de enerǵıa, la opacidad óptica mostró una dependencia con la dirección de

la polarización de la onda electromagnética incidente. Las rotaciones de Kerr y de

Faraday alcanzaron valores alrededor de décimas de radianes en algunos casos, y su
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comportamiento espectral es similar al de la parte real de la conductividad Hall.

En conclusión, el estudio de las propiedades electrónicas del grafeno con distor-

sión Kekulé sometido a radiación sugiere un método para determinar las diferentes

texturas de Kekulé en grafeno. Además, el estudio de las propiedades ópticas de

sistemas de Dirac anisotrópicos e inclinados permite explorar la anisotroṕıa en el

espectro, aśı como el rompimiento de distintas simetŕıas en el sistema, tal como el

rompimiento de la simetŕıa electrón-hueco debido a la inclinación de las bandas, o el

rompimiento de la simetŕıa de inversión temporal por términos de masa dependientes

del valle.



Apéndice A

Ecuación de Dirac

El surgimiento de la mecánica cuántica en el siglo XX dio lugar a una revolución

en la f́ısica, ya que el conocimiento de la f́ısica hasta antes de este acontecimiento

era insuficiente para describir las propiedades más básicas de la materia. Schrödinger

formuló la ecuación de onda (que ahora lleva su nombre) para una part́ıcula cuántica,

capaz de describir su dinámica bajo la acción de cierto potencial. Dicha ecuación

proporcionó por primera vez una descripción ondulatoria de la materia.

Sin embrago, la ecuación de Schrödinger es incapaz de ofrecer una descripción

correcta de la dinámica de part́ıculas relativistas, esto es, part́ıculas que se mue-

ven a una velocidad cercana a la de la luz. Adicionalmente, el esṕın del electrón

y su momento magnético son algunos de los fenómenos incapaces de explicar por

la mecánica cuántica no relativista. En cambio, la mecánica cuántica relativista se

encarga de dar respuesta a estas interrogantes, y la ecuación de Dirac provee una

descripción exitosa.

Para incorporar la relatividad especial en la mecánica cuántica es natural partir
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de la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo

i~
∂

∂t
|ψ(t)〉 = H |ψ(t)〉 , (A.0.1)

y utilizar el hamiltoniano clásico relativista

H =
√
c2p2 +m2c4, (A.0.2)

donde m es la masa de la part́ıcula en consideración, p su momento y c la velocidad de

la luz. De acuerdo a los postulados de la mecánica cuántica, el hamiltoniano cuántico

análogo se recupera a partir de la sustitución H → i~∂t y p→ −i~∇. Haciendo esta

sustitución y multiplicando por la derecha por el vector de estado |ψ(t)〉, se obtiene

i~
∂

∂t
|ψ(t)〉 =

√
c2p2 +m2c4 |ψ(t)〉 . (A.0.3)

Haciendo una expansión en la ráız cuadrada

i~
∂

∂t
|ψ(t)〉 = mc2

(
1 +

p2

2m2c2
− p4

8m4c4
+ · · ·

)
|ψ(t)〉 . (A.0.4)

Dado que en la base de coordenadas p = −i~∇, la ecuación anterior es altamente

indeseable para una teoŕıa cuántica relativista, ya que la ecuación de onda para el

vector de estado |ψ(t)〉 en el espacio de coordenadas tendŕıa una derivada temporal

y un infinito número de derivadas espaciales crecientes, dando lugar a una asimetŕıa

entre el tiempo y el espacio. Se procede entonces tomando el cuadrado de la ecuación

(A.0.2), recuperando de esta forma

− ~2 ∂
2

∂t2
|ψ(t)〉 = (c2p2 +m2c4) |ψ(t)〉 . (A.0.5)



127

En la base de coordenadas

[
1

c2

∂2

∂t2
−∇2 +

(
mc2

~

)2
]
ψ(r, t) = 0 (A.0.6)

La ecuación anterior es conocida como ecuación de Klein-Gordon. Aunque esta ecua-

ción cuenta con la simetŕıa deseada entre el espacio y el tiempo, desafortunadamente

es incapaz de describir part́ıculas con esṕın no nulo. Por ejemplo, se sabe que la

manera correcta de describir al electrón es a través de una función de onda de dos

componentes, conocida como espinor, pero de acuerdo a la teoŕıa de Klein-Gordon,

ψ(r, t) es un escalar. Además, es posible demostrar que la densidad de probabilidad

ρ = ψ∗(r, t)ψ(r, t) no es una cantidad positiva definida, como consecuencia de la

segunda derivada temporal en la ecuación de Klein-Gordon, lo cual esta en completo

desacuerdo con la interpretación ortodoxa de la mecánica cuántica.

Dadas las dificultades con esta teoŕıa, Paul Dirac, alrededor de 1928, propuso

que la derivada tanto espacial como temporal en la ecuación de onda para describir

la dinámica de una part́ıcula relativista debeŕıa ser de primer orden, y propuso una

ecuación de la siguiente forma

i~
∂

∂t
ψ(r, t) =

(
−i~cα · ∇+ βmc2

)
ψ(r, t), (A.0.7)

donde se han introducido los elementos α = (αx, αy, αz) y β, los cuales deben de-

terminarse de tal forma que el cuadrado de la cantidad entre paréntesis de como
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resultado c2p2 +m2c4. Esta condición conduce a las siguientes propiedades

α2
i = β2 = 1, (i = x, y, z),

{αi, αj} = 0, (i 6= j), (A.0.8)

{αi, β} = 0,

donde las llaves representan el anticonmutador. Evidentemente, dadas las condiciones

anteriores, las cantidades α y β no pueden ser números, sino matrices. Es posible

rescatar propiedades adicionales para dichas matrices. Primero, deben ser matrices

hermitianas, ya que el hamiltoniano debe permanecer hermitiano al tratarse de un

operador que representa una observable. Además, de la Ec. (A.0.8) se demuestra

que las matrices deben tener eigenvalores ±1 y traza nula. De estas dos últimas

condiciones se sigue que la dimensión de las matrices debe ser par. Sin embargo, éstas

no pueden ser de 2 × 2, debido a que solo existen tres matrices que anticonmutan,

mas no cuatro. Entonces, se escogen las siguientes matrices de 4 × 4, originalmente

propuestas por Paul Dirac

α =

−σ 0

0 σ

 , β =

 0 I2×2

I2×2 0

 , (A.0.9)

donde I2×2 es la matriz identidad de dimensión dos y σ = (σx, σy, σz), con σi las

matrices de Pauli dadas por

σx =

0 1

1 0

 , σy =

0 −i

i 0

 , σz =

1 0

0 −1

 . (A.0.10)

Entonces, considerando las matrices (A.0.9), la Ec. (A.0.7) es conocida como ecuación
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de Dirac. Gracias a que la ecuación de Dirac es de primer orden en el espacio y en

el tiempo, se demuestra que ρ = ψ∗(r, t)ψ(r, t) es positiva definida, por lo que la

dificultad presente en la teoŕıa de Klein-Gordon desaparece. Además, debido a que

las matrices αi y β son de dimensión cuatro, la función de onda ψ(r, t) debe tener

cuatro componentes, conocida como espinor de Lorentz.

Antes de la formulación de la teoŕıa cuántica relativista, era de esperarse que el

espinor asociado a una part́ıcula fuera de dos componentes, describiendo aśı el grado

de libertad de esṕın. Sin embargo, de acuerdo a la ecuación de Dirac, tal espinor es de

cuatro componentes, dando lugar a un grado de libertad extra. Para analizar dicho

grado de libertad adicional se considera el caso de una part́ıcula libre. Se propone

una solución de la forma

ψ(r, t) = ψ0 e
i(p·r−Et)/~, (A.0.11)

con ψ0 a determinar. Si se sustituye esta propuesta en la ecuación de Dirac, se

recuperan los siguientes valores para la enerǵıa E = E± = ±
√
m2c4 + c2p2. Además,

si se asume que la velocidad de la part́ıcula es mucho menor a c, se recupera para

E = E+

ψ+,↑
0 =



1

0

0

0


, ψ+,↓

0 =



0

1

0

0


(A.0.12)

y para E = E−

ψ−,↑0 =



0

0

1

0


, ψ−,↓0 =



0

0

0

1


(A.0.13)
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Las soluciones anteriores son eigenvectores de αz, con eigenvalores +1, −1, +1, −1,

respectivamente, por lo que se demuestra que la ecuación de Dirac es capaz de des-

cribir el esṕın de la part́ıcula, algo imposible con la teoŕıa de Klein-Gordon. Eviden-

temente existe un resultado inesperado, aquel con enerǵıa negativa E−. Paul Dirac

propuso que todos los estados con enerǵıa negativa están ocupados por electrones

inmersos en el llamado mar de Dirac. Una transición de un electrón del estado E−

al estado E+ se puede llevar a cabo al suministrar una enerǵıa mayor o igual a 2mc2,

dejando un hueco en el mar de Dirac. Este hueco se comporta como un electrón

con masa igual a la del electrón y con carga de igual magnitud pero signo opuesto,

conocido también como positrón. Esto dio lugar al descubrimiento de la antimateria,

lo cual se validó experimentalmente en 1932 por Carl Anderson.



Apéndice B

Part́ıcula cargada en un campo

electromagnético

Una part́ıcula cargada de masa m y carga q sujeta a un campo electromagnético

experimenta una enerǵıa potencial en función del vector potencial magnético A(r, t)

y del potencial electrostático Φ(r, t) de la siguiente forma

U = qΦ(r, t)− q ṙ ·A(r, t), (B.0.1)

donde r es el vector de posición y ṙ la velocidad de la part́ıcula. De las ecuaciones

de Maxwell, los potenciales se relacionan con el campo eléctrico E(r, t) y el campo

magnético B(r, t) de la siguiente manera

E(r, t) = −∇Φ(r, t)− ∂

∂t
A(r, t), (B.0.2)

B(r, t) = ∇×A(r, t). (B.0.3)
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Las ecuaciones de movimiento de la part́ıcula cargada se recuperan a partir del

lagrangiano

L = K − U =
1

2
m|ṙ|2 − qΦ(r, t) + q ṙ ·A(r, t), (B.0.4)

donde K = 1
2
m|ṙ|2 es la enerǵıa cinética de la part́ıcula. A partir de las ecuaciones

de Lagrange,

d

dt

(
∂L
∂ẋi

)
− ∂L
∂xi

= 0, (B.0.5)

donde xi son las componentes del vector r, se recupera la segunda ley de Newton

para una part́ıcula cargada bajo la acción de la fuerza de Lorentz

m r̈ = qE(r, t) + q ṙ×B(r, t), (B.0.6)

donde r̈ es la aceleración de la part́ıcula. Ahora, para explorar el mismo problema

desde el punto de vista de la mecánica de Hamilton, se recurre a la definición del

momento canónico

p =
∂L
∂ṙ

= mṙ + qA(r, t), (B.0.7)

y al hamiltoniano del sistema

H =
3∑
i=1

piẋi − L, (B.0.8)

donde pi son las componentes del momento canónico. Utilizando las Ecs. (B.0.4) y

(B.0.7), el hamiltoniano anterior toma la siguiente forma en función del momento

canónico

H =
1

2m
|p− qA(r, t)|2 + qΦ(r, t). (B.0.9)
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Gracias a que las ecuaciones de Maxwell preservan la simetŕıa de norma (gauge), es

posible escoger un vector potencial magnético tal que en otra representación Φ(r, t) =

0. Dado esto, el hamiltoniano de una part́ıcula cargada bajo la acción de una onda

electromagnética esta dado por

H =
1

2m
|p− qA(r, t)|2. (B.0.10)

Comparando con el hamiltoniano de una part́ıcula cargada libre H0 = |p|2
2m

, el re-

sultado anterior indica que es posible introducir un campo electromagnético al ha-

miltoniano a través de la sustitución mṙ → p − qA(r, t), donde mṙ es el momento

cinético de la part́ıcula.

Operador de corriente eléctrica

Para encontrar una expresión para el operador cuántico de corriente de una

part́ıcula cargada sujeta a un campo electromagnético externo, se parte del hamil-

toniano (B.0.10), donde ahora, de acuerdo a los postulados de la mecánica cuántica,

el momento se sustituye por el operador de momento, esto es, p→ −i~∇. Entonces,

desarrollando el cuadrado en Ec. (B.0.10) se recupera

H(t) ≈ |p|2

2m
− e

2m
[p ·A(r, t) + A(r, t) · p]

=
|p|2

2m
− e

m
p ·A(r, t), (B.0.11)

en donde se ha despreciado el término cuadrático en A, ya que por lo general se

considera que la magnitud del campo externo es pequeña. Además, en el último paso

se tomó en cuenta que ∇ ·A = 0, por lo que se demuestra que A ·p = p ·A. Ahora,
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se considera la ecuación de Schrödinger para el hamiltoniano (B.0.11), esto es

i~
∂

∂t
ψ(r, t) =

[
− ~2

2m
∇2 + i

e~
m
∇ ·A(r, t)

]
ψ(r, t). (B.0.12)

Multiplicando la ecuación anterior por la función de onda conjugada ψ∗(r, t), y con-

jugando la ecuación resultante, se recuperan las siguientes dos ecuaciones

i~ψ∗(r, t)
∂

∂t
ψ(r, t) = ψ∗(r, t)

[
− ~2

2m
∇2 + i

e~
m
∇ ·A(r, t)

]
ψ(r, t), (B.0.13)

−i~ψ(r, t)
∂

∂t
ψ∗(r, t) = ψ(r, t)

[
− ~2

2m
∇2 − ie~

m
∇ ·A(r, t)

]
ψ∗(r, t). (B.0.14)

Restando las ecuaciones anteriores se recupera la siguiente ecuación

∂ρ

∂t
+∇ ·

[
~
m

Im
{
ψ∗(r, t)∇ψ(r, t)

}
− e

m
A(r, t)ρ

]
= 0, (B.0.15)

donde ρ = |ψ(r, t)|2 es la densidad de probabilidad. De la ecuación anterior, es posible

rescatar una expresión para el operador de densidad de corriente J comparando con

la ecuación de continuidad en electrodinámica ∂tρ+∇·J = 0. Dado esto, se observa

que el operador de corriente esta dado por la siguiente expresión

J(r, t) =
~
m

Im
{
ψ∗(r, t)∇ψ(r, t)

}
− e

m
A(r, t) ρ. (B.0.16)

Además, considerando que los portadores de carga son electrones con carga eléctrica

e, el operador de corriente eléctrica queda definido como Je = eJ. Otro aspecto

importante es que el operador Je se puede escribir como la suma de dos contribuciones

distintas

Je(r, t) = JP(r, t) + JD(r, t), (B.0.17)
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donde el primer término del lado derecho es la contribución paramagnética, y el

segundo término la contribución diamagnética, esto es,

Paramagnética: JP(r, t) =
~e
m

Im
{
ψ∗(r, t)∇ψ(r, t)

}
, (B.0.18)

Diamagnética: JD(r, t) = −e
2

m
A(r, t) ρ. (B.0.19)

La contribución paramagnética es la usual corriente de probabilidad en mecánica

cuántica, y la contribución diamagnética aparece como consecuencia del campo elec-

tromagnético externo.



Apéndice C

Teoŕıa de Floquet

Dentro del estudio de sistemas cuánticos descritos por un hamiltoniano periódico

dependiente del tiempo, la teoŕıa de Floquet ofrece un método para el cálculo del

espectro de enerǵıa y los estados cuánticos. Esta teoŕıa se basa principalmente en el

teorema de Floquet, el cual se enuncia como sigue:

Sea L(t) un operador lineal periódico en t con periodo T , esto es, L(t+T ) = L(t).

La ecuación diferencial ẋ(t) = L(t)x(t) tiene soluciones del tipo

x(t) = Φ(t) eBt, (C.0.1)

donde Φ(t) es una función periódica con periodo T , conocida como modo de Floquet,

y B es conocido como exponente caracteŕıstico de Floquet.

Para aplicar el teorema anterior a la teoŕıa cuántica, se considera un sistema

cuántico sometido a una perturbación externa dependiente del tiempo, tal que queda
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descrito por un hamiltoniano periódico en el tiempo,

H(t) = H(t+ T ), (C.0.2)

donde T = 2π/Ω es el periodo de la perturbación y Ω su frecuencia. La ecuación de

Schrödinger para este sistema tiene la siguiente forma

i~
∂

∂t
|ψ(t)〉 = H(t) |ψ(t)〉 . (C.0.3)

La ecuación anterior siguiere hacer uso del teorema de Floquet para describir la

dinámica de los estados |ψ(t)〉. Entonces, se proponen soluciones a la ecuación de

Schrödinger de la forma

|ψ(t)〉 = e−iεt/~ |Φ(t)〉 , (C.0.4)

donde |Φ(t)〉 es el modo de Floquet, el cuál es una función periódica en el tiempo

con periodo T , esto es,

|Φ(t)〉 = |Φ(t+ T )〉 . (C.0.5)

Dentro de la teoŕıa cuántica, el exponente caracteŕıstico ε es conocido como cuasi-

enerǵıa. Sustituyendo ahora la Ec. (C.0.4) en la Ec. (C.0.3), se recupera la siguiente

ecuación de eigenvalor para la cuasienerǵıa

(
H(t)− i~ ∂

∂t

)
|Φ(t)〉 = ε |Φ(t)〉 . (C.0.6)

Una consecuencia importante del teorema de Floquet aplicado a sistemas cuánticos

bajo la acción de una perturbación periódica en el tiempo, es que la cuasienerǵıa

ε es única hasta múltiplos de ~Ω. Para demostrar esto, se considera el producto
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einΩte−inΩt en la Ec. (C.0.6)

(
H(t)− i~ ∂

∂t

)
einΩte−inΩt |Φ(t)〉 = ε einΩte−inΩt |Φ(t)〉 , (C.0.7)

con n a determinar. La expresión anterior da lugar a lo siguiente

(
H(t)− i~ ∂

∂t

)(
einΩt |Φ(t)〉

)
= (ε+ n~Ω)

(
einΩt |Φ(t)〉

)
. (C.0.8)

De la ecuación anterior se observa que al modo de Floquet |Φn(t)〉 = einΩt |Φ(t)〉 le

corresponde la cuasienerǵıa εn = ε + n~Ω. Además, dado que el modo de Floquet

|Φn(t)〉 debe ser una función periódica en el tiempo con periodo T = 2π/Ω, n debe ser

un número entero. Por otro lado, el estado de Floquet (C.0.4) permanece invariante,

esto es,

|ψ(t)〉 = e−i(ε+n~Ω)t/~(einΩt |Φ(t)〉
)

= e−iεt/~ |Φ(t)〉 (C.0.9)

Dado lo anterior, los modos de Floquet |Φ(t)〉 y einΩt |Φ(t)〉, y las respectivas cuasi-

enerǵıas, ε y ε+n~Ω, son f́ısicamente equivalentes, por lo que las cuasienerǵıas {εn}

pueden ser mapeadas a la primera zona de Brillouin, −~Ω/2 ≤ ε < ~Ω/2, tal que es

suficiente considerar los estados en esa región para describir el sistema cuántico.
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to paramagnetic orbital susceptibility of massless fermions. Phys. Rev. Lett.,

112:026402, Jan 2014.

[10] J. D. Malcolm and E. J. Nicol. Magneto-optics of massless Kane fermions: Role

of the flat band and unusual Berry phase. Phys. Rev. B, 92:035118, Jul 2015.

[11] Fa Wang and Ying Ran. Nearly flat band with Chern number c = 2 on the dice

lattice. Phys. Rev. B, 84:241103, Dec 2011.

[12] Matteo Rizzi, Vittorio Cataudella, and Rosario Fazio. Phase diagram of the

Bose-Hubbard model with T3 symmetry. Phys. Rev. B, 73:144511, Apr 2006.
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Condensed-matter realization of the “parity anomaly”. Physical Review Letters,

61(18):2015, 1988.

[82] Henrik Bruus and Karsten Flensberg. Many-body quantum theory in condensed

matter physics: An introduction. Oxford university press, 2004.

[83] Ryogo Kubo. Statistical-mechanical theory of irreversible processes. I. General

theory and simple applications to magnetic and conduction problems. Journal

of the Physical Society of Japan, 12(6):570–586, 1957.

[84] Gerald D Mahan. Many-particle physics. Springer Science & Business Media,

2013.

[85] Yu A Il’Inskii and Leonid Veniaminovich Keldysh. Electromagnetic response of

material media. Springer Science & Business Media, 2013.

[86] Yongrui Wang, Mikhail Tokman, and Alexey Belyanin. Second-order nonlinear

optical response of graphene. Phys. Rev. B, 94:195442, Nov 2016.

[87] Andreas W. W. Ludwig, Matthew P. A. Fisher, R. Shankar, and G. Grinstein.

Integer quantum hall transition: An alternative approach and exact results.

Phys. Rev. B, 50:7526–7552, Sep 1994.

[88] D. J. Thouless, M. Kohmoto, M. P. Nightingale, and M. den Nijs. Quantized

hall conductance in a two-dimensional periodic potential. Phys. Rev. Lett.,

49:405–408, Aug 1982.

[89] Michael Victor Berry. Quantal phase factors accompanying adiabatic chan-

ges. Proceedings of the Royal Society of London. A. Mathematical and Physical

Sciences, 392(1802):45–57, 1984.



BIBLIOGRAFÍA 151
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[99] M. A. Mojarro, R. Carrillo-Bastos, and Jesús A. Maytorena. Optical properties
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