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Baja California, México, junio de 2021.

Sistemas de Dirac bajo radiacién electromagnética

Los materiales bidimensionales han mostrado ser buenos candidatos para liderar
la proxima generacion de dispositivos electrénicos dada su baja dimensionalidad y
propiedades fisicas tinicas. En particular, los sistemas de Dirac tales como el gra-
feno, el borofeno y los aislantes topoldgicos, por mencionar algunos, son acreedores
de propiedades electronicas bastante exdticas gracias a la naturaleza relativista de los
portadores de carga que residen en ellos. Al hacer incidir radiacién electromagnética
sobre estos sistemas, diversos fenémenos pueden manifestarse dependiendo de la na-
turaleza de la radiacién. En el presente trabajo se consideraron dos escenarios: (1) la
manipulacién de las propiedades electrénicas utilizando radiacién electromagnética
de alta frecuencia, y (2) la respuesta a un campo eléctrico dependiente del tiempo
en el limite de longitud de onda larga. En el primer caso, se estudiaron los efectos
de un campo electromagnético externo sobre la estructura de bandas de grafeno con
dos fases posibles de distorsién Kekulé, las texturas Kek-Y y Kek-O. Utilizando la
teoria de Floquet, se encontré que la incidencia de luz circularmente polarizada per-
mite controlar las brechas de energia en el punto de Dirac, mientras que al incidir
luz linealmente polarizada se observo que los conos de Dirac se vuelven altamen-
te anisotrépicos. Ademds, para tener un mejor entendimiento de las propiedades
electronicas de este sistema, se estudié la conductividad DC dentro de la teoria de

transporte de Boltzmann.

En el segundo caso, se investigaron las propiedades opticas de sistemas bidimen-
sionales con conos de Dirac inclinados y anisotrépicos, y se estudiaron los efectos
de brechas de energia dependientes del valle sobre la respuesta optica. Se calculé la
densidad conjunta de estados en la vecindad de los puntos de Dirac, donde se ma-
nifestaron singularidades de van Hove que caracterizan el espectro de energias. Esta
misma cantidad permitié anticipar las propiedades espectrales del tensor de con-

ductividad optica, el cual se calculé dentro del marco de teoria de respuesta lineal.
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Ademas, célculos de la conductividad longitudinal evidenciaron la anisotropia de la
estructura de bandas. Por otro lado, el rompimiento de la simetria de valle dio lugar
a una respuesta Hall finita, y se mostré como las conductividades Hall anémala y
de valle se comportan de manera similar al caso del grafeno, con modificaciones pro-
nunciadas a causa de la naturaleza indirecta de las brechas de energia en esta clase
de sistemas. También, estudios de la transmision y reflexion revelaron una magnitud
de la opacidad éptica en el vacio alrededor de 2.3 %, el cual es el resultado bien
conocido del grafeno. Finalmente, se encontré que las rotaciones de la polarizacién
(efectos Kerr y Faraday) alcanzan magnitudes de décimas de radianes en algunos

casos.

Palabras clave: Sistemas de Dirac, teoria de Floquet, propiedades é6pticas.

Resumen aprobado por:
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Abstract

Two-dimensional materials have proven to be good candidates to lead the next
generation of electronic devices given their low dimensionality and unique physical
properties. In particular, Dirac systems such as graphene, borophene, and topologi-
cal insulators possess quite exotic electronic properties due to the relativistic nature
of the charge carriers in them. When these systems are exposed to electromagnetic
radiation, various phenomena can manifest depending on the nature of the radia-
tion. In this work, two scenarios were considered: (1) the manipulation of electronic
properties using high-frequency electromagnetic radiation, and (2) the response to
a time-dependent electric field in the long wavelength limit. In the first case, the
effects of an external electromagnetic field on the band structure of graphene with
two possible Kekulé distortion phases, namely, the Kek-Y and Kek-O textures, were
studied. Using Floquet theory, it was found that with circularly polarized light it is
possible to control the energy gaps at the Dirac point, and when linearly polarized
light is considered, it was observed that the Dirac cones become highly anisotro-
pic. In addition, to have a better understanding of the electronic properties of this

system, the DC conductivity was studied within Boltzmann transport theory.

In the second case, the optical properties of two-dimensional systems with an-
isotropic tilted Dirac cones were investigated, and the effects of valley-contrasting
energy gaps on the optical response were studied. The joint density of states in
the vicinity of the Dirac points was calculated, where van Hove singularities that
characterize the energy spectrum were manifested. This same quantity allowed us
to anticipate the spectral properties of the optical conductivity tensor, which was
calculated within the framework of the linear response theory. In addition, longitu-
dinal conductivity calculations highlighted the anisotropy of the band structure. On
the other hand, the breaking of the valley symmetry gave rise to a finite Hall res-
ponse, and it was shown that the anomalous and valley Hall conductivities present
graphenelike behavior with characteristic modifications due to the indirect nature
of the energy gaps in this class of systems. Also, transmission and reflection studies
revealed a magnitude of the optical opacity in vacuum of about 2.3 %, which is the
well-known result of graphene. Finally, it was found that the polarization rotations

(Kerr and Faraday effects) can reach magnitudes of tenths of radians in some cases.
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Capitulo 1

Introduccion

El carbono se ha convertido en uno de los elementos mas estudiados debido a su
importancia en areas como la medicina y la electrénica [1I, 2], ademds de ser impor-
tante para el desarrollo de nuevas tecnologias, ya que a través de sus compuestos
forma una gran cantidad de materiales que son parte de nuestra vida diaria. Es por
eso que la investigacion tanto tedrica como experimental de toda clase de compuestos

de carbono se ha convertido en un area de investigacion muy activa.

Una de las formas alotrépicas de carbono que ha llamado la atencion en los tulti-
mos anos es el grafeno [3], el cual esté constituido por &tomos de carbono acomodados
de forma hexagonal formando una red bidimensional, tal y como se muestra en la Fig.
[1.1} Debido a sus diferentes configuraciones de enlaces posibles, el grafeno da lugar
a otras formas alotrépicas de carbono. Por ejemplo, capas superpuestas de grafeno
forman grafito, y una capa de grafeno enrollado forma nanotubos, abriendo paso a

una nueva familia de materiales con aplicaciones tecnolégicas muy prometedoras [4].

En 2004 en Manchester se logré por primera vez el aislamiento de una sola capa
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Figura 1.1: Representacion de la red hexagonal del grafeno, donde cada nodo corresponde
a un atomo de carbono.

de grafeno por un grupo liderado por Andre Geim [5], lo que causé gran interés
dentro de la comunidad cientifica, debido a que los sistemas bidimensionales son
buenos candidatos para la fabricacién de dispositivos electrénicos mas eficientes.
Ademas, actualmente se ha convertido en uno de los materiales mas atractivos para
su investigacién, dado que presenta caracteristicas que ningin otro material posee.
Por ejemplo, se ha comprobado que el grafeno presenta propiedades electrénicas
inusuales que pueden ser modificadas externamente [0} [7]. Asi, se piensa que en un
futuro no muy lejano se cuente con tecnologias a base de grafeno que actualmente

son irrealizables con otros materiales.

Las propiedades electronicas a bajas energias tan exoéticas del grafeno surgen
como consecuencia de la naturaleza de las cuasiparticulas cargadas que residen en
este sistema. La dinamica de tales particulas es gobernada por la ecuacion de Dirac
sin masa de espin 1/2, con la velocidad de la luz reemplazada por la velocidad de
Fermi vp (= ¢/300) [3]. Debido a que la celda unitaria de la red hexagonal estd
formada por dos atomos de carbono, el espinor asociado a las cuasiparticulas tiene
dos componentes. Este grado de libertad es conocido como pseudoespin (o grado de

libertad de subred), ya que se comporta de manera similar al espin real en el espacio
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reciproco. Ademas, gracias a las simetrias presentes en la red hexagonal, la relacién
de dispersion es lineal alrededor del nivel de Fermi, consistiendo en dos “conos de
Dirac” sin brecha de energia, haciendo al grafeno un semimetal. La presencia de
dos conos de Dirac en el espectro a bajas energias da lugar a un grado de libertad
adicional, frecuentemente conocido como grado de libertad de valle, que le confiere al
grafeno una gran variedad de interesantes propiedades fisicas capaces de ser aplicadas

a la nanoelectrénica.

Gracias a las propiedades tnicas del grafeno, la busqueda de otros sistemas en
donde los portadores de carga se comportan como fermiones de Dirac sin masa se ha
intensificado en los ultimos afnos [8]. Esta clase de sistemas, conocidos ahora como
sistemas de Dirac, comparten caracteristicas universales, tales como alta capacidad
calorifica, conductividad éptica, y susceptibilidad magnética, por mencionar algunas.
La relacion de dispersion lineal a bajas energias que caracteriza a un material de
Dirac surge esencialmente gracias a la preservacion de simetrias en el sistema, tales
como la simetria de inversién temporal y la simetria de inversion espacial, dando
lugar a la universalidad de sus propiedades fisicas y haciéndolos diferentes a los

semiconductores o metales convencionales.

Entre los sistemas de Dirac conocidos se encuentra, por ejemplo, el modelo de
grafeno a — T3 [9]. La estructura cristalina de este sistema consiste en la misma red
hexagonal de grafeno, con un atomo adicional en el centro de cada hexagono, el cual
se acopla a los atomos vecinos de solo una de las subredes, haciendo posible interpolar
entre la red de grafeno (v = 0) y la red de dados (a = 1). Este sistema presenta dos
conos de Dirac en su espectro de energia, con una banda plana adicional sobre el
nivel de Fermi. Entre los sistemas equivalentes al modelo o — 73 se encuentra el pozo

cuantico Hgy_,Cd,, [10], tricapas [11] y redes épticas [12]. Gracias a la naturaleza de
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este modelo, muchas de sus propiedades fisicas pueden ser controladas externamente
al variar el pardmetro a, tal como la susceptibilidad orbital [9, [13], la transmisién o

tunelamiento de Klein [14], y la conductividad éptica [15].

Otro sistema de Dirac recientemente sintetizado es el grafeno con distorsién Ke-
kulé [16]. Este tipo de distorsion consiste en una distribucién periddica de enlaces
fuertes y débiles en la red de grafeno, lo cual incrementa la celda unitaria con res-
pecto a la celda unitaria de grafeno pristino. Consecuentemente, la zona de Brillouin
en el espacio reciproco se dobla hacia el centro, resultando en dos conos de Dirac en
el centro de dicha zona. Se ha observado experimentalmente que al colocar epitaxial-
mente una capa de grafeno sobre sustrato de cobre, aparece una distorsién Kekulé
en la red de grafeno, o mas precisamente, una distorsién Kek-Y [16]. Este tipo de
distorsion se distingue por tener una modificacion espacial de enlaces en forma de
Y’s, con un espectro que consiste en dos conos de Dirac sin brecha energética de dis-
tinta velocidad [17]. Otro tipo de distorsién Kekulé conocida es la distorsion Kek-O
[18], caracterizada por una distribucién de enlaces fuertes y débiles en forma de O’s,
observada experimentalmente al colocar una hoja de grafeno sobre didxido de silicio
[19], y en grafeno intercalado con litio [I8]. El espectro de energia de grafeno con
este tipo de distorsion consiste en dos conos degenerados con brecha energética, a
diferencia de la distorsiéon Kek-Y. Se ha llevado a cabo una amplia cantidad de estu-
dios sobre grafeno con distorsién Kekulé, tal como los efectos de deformaciones sobre
su espectro energético [20], célculos de las propiedades electrénicas y de transporte
[211, 22, 23], 24], v el efecto sobre la estructura de bandas al considerar interacciones

a segundos vecinos [25].

Adicionalmente, existe una familia de sistema de Dirac que presentan un espec-

tro de energia anisotropico e inclinado, esto es, la velocidad de las cuasiparticulas
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en estos sistemas depende del angulo azimutal del momento en el espacio recipro-
co, y la simetria electron-hueco no se preserva. Entre estos sistemas se encuentran
el borofeno ortorrémbico 8-Pmmn [26, 27], grafeno con distorsién quinoide [2§], el
semiconductor organico a—(BEDT-TTF),I3 [29, 30, B31], dicalcogenuros de metales
de transicién con estructura 1T [32] [33], y grafeno parcialmente hidrogenado [34].
El rompimiento de la simetria electron-hueco y la anisotropia de los conos de Dirac
generalmente se ven reflejados en las propiedades épticas y electrénicas [35], tales
como magnetoplasmones [36], la presencia de plasmones anisotrépicos [37], y una

conductividad anisotrépica [3§].

Cabe senalar que en grafeno pristino siempre existe una conductividad eléctri-
ca minima a causa de que no hay una separacion entre la banda de conduccién y
la banda de valencia, presentando un obstaculo para su aplicaciéon en dispositivos
electronicos, ya que normalmente se requiere de un control completo sobre el paso
o bloqueo de corriente eléctrica. Es por eso que la manipulacién de la separacién
entre ambas bandas de energia es altamente deseable. Se ha observado que un cam-
po electromagnético puede ser utilizado para controlar las propiedades electronicas
del grafeno induciendo transiciones metal-aislante, esto es, es posible manipular el

espectro de energia utilizando radiacion.

Para el estudio de sistemas de Dirac bajo la accién de un campo electromagnético
se utiliza frecuentemente la teoria de Floquet. Esta teoria es una herramienta ttil
para la investigacion de sistemas cuanticos forzados descritos por un hamiltoniano
periédico en el tiempo. El uso de campos electromagnéticos a altas frecuencias para
controlar sistemas de materia condensada y estructuras atémicas ha dado lugar al
campo de estudio conocido como ingenieria de Floquet [39]. Dentro de la ingenieria

de Floquet, se utiliza luz para controlar propiedades de transporte, electréonicas y
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magnéticas, lo cual juega un papel crucial en la fabricacién de dispositivos electroni-

cos, tales como transistores, celdas solares y memorias.

Al irradiar normalmente una capa de grafeno, usualmente suele considerarse una
interaccién débil entre el campo electromagnético externo y los portadores de carga,
de tal modo que la estructura de bandas permanece inalterada. Sin embargo, en el
régimen de alta intensidad, el campo electromagnético externo “viste” a los fermio-
nes de Dirac sin masa en grafeno, los cuales se acoplan fuertemente con el campo
y se forma un nuevo tipo de cuasiparticula electrén-foton. Se ha demostrado que
es posible abrir una brecha de energia en el espectro si la luz externa se encuentra
circularmente polarizada [40]. Por otro lado, si la luz esta linealmente polarizada, el
espectro permanece sin brecha energética, pero éste adquiere cierta anisotropia, tal
que la velocidad de los portadores de carga a lo largo de la polarizacion excede la
velocidad en direccién perpendicular [40, 41]. Ademas, si la onda electromagnética
externa viaja a lo largo del plano de la red, ocurren fenémenos similares [42]. Uti-
lizando la teoria de Floquet, también se ha observado que los efectos combinados
de una onda circularmente polarizada y un campo estacionario pueden producir una
conductividad Hall estatica en grafeno, a pesar de la ausencia de un campo magnético

[3].

Adicionalmente, se han estudiado los efectos de una onda electromagnética sobre
el espectro de sistemas de Dirac con brechas energéticas, tales como grafeno crecido
sobre nitruro de boro y dicalcogenuros de metales de transicién [44]. Para el caso
de grafeno sobre nitruro de boro, se ha observado que la polarizacién circular abre
o cierra la brecha de energia segin su orientacién (derecha o izquierda). Ademas,
si en uno de los valles se abre la brecha, en el otro valle se cierra, lo cual permite

utilizar luz para tener un control sobre este grado de libertad. Por otro lado, en
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dicalcogenuros de metales de transicion, tal como MoS,, considerando interaccién
espin-orbita, la separacion del espin es drasticamente pronunciada cuando se irradia
con luz circularmente polarizada, dependiendo nuevamente del valle. Estos trabajos
han demostrado que es posible utilizar radiacion electromagnética para controlar

brechas de energia y la separacién de espin en sistemas de Dirac.

El efecto de campos electromagnéticos sobre la estructura de bandas no solo ha
sido estudiado en grafeno, sino también en otros sistemas de Dirac. En el modelo de
grafeno a— T3 [45],146], por ejemplo, se ha observado que introducir un campo electro-
magnético con polarizacién circular a frecuencia alta es equivalente a introducir un
término de masa con signos opuestos para cada valle en el hamiltoniano, rompiendo
de esta forma la simetria de inversion temporal. Como resultado, se observa que la
estructura de bandas depende fuertemente del parametro « y de los parametros del
campo externo, y que la banda plana se deforma alrededor de los puntos de Dirac,
lo cual permite variar las brechas de energia en funcién de a. Para luz linealmente
polarizada, la banda plana permanece invariante, pero los conos de Dirac se vuel-
ven altamente anisotrépicos, haciendo posible modificar dicha anisotropia al variar
el parametro a.. Por otro lado, en el régimen de terahertz, las simetrias de valle y de
electrén-hueco dejan de preservarse gracias a la dependencia de la fase de Berry con

el parametro o [47].

Los efectos de un campo electromagnético sobre las propiedades electronicas de
sistemas bidimensionales con conos de Dirac inclinados y anisotrépicos, tales como
los que se mencionaron anteriormente, también han sido ampliamente estudiados.
Por ejemplo, en borofeno 8-Pmmn, se ha demostrado que al considerar una onda
linealmente polarizada en el limite de campo intenso (o longitud de onda larga),

los portadores de carga adquieren una masa dependiente de la direccion de la po-
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larizacién [48]. Ademds, en el caso de luz elipticamente polarizada, se ha observado
que el cuasiespectro adquiere una serie de brechas de energia prohibidas, las cuales
dependen de las amplitudes del campo en direcciones perpendiculares (ejes mayo-
res y menores) [49]. Adicionalmente, se han llevado a cabo estudios numéricos del
espectro de Floquet de borofeno 8-Pmmn a cualquier intensidad del campo externo
(linealmente polarizado) [50]. En el limite de campo débil, se observa que el campo
externo destruye la anisotropia del espectro de energia, y adquiere una forma similar
al espectro de grafeno pristino. En cambio, en el limite de campo intenso, la estruc-
tura de bandas adquiere una brecha de energia y permanece altamente anisotrépica.
Por otro lado, para luz circularmente polarizada, en ambos casos (campo fuerte y
campo débil) se manifiesta una brecha energética en la vecindad de los puntos de

Dirac [51].

Otro de los retos importantes al momento de tratar de acceder a las propiedades
espectrales de sistemas de Dirac es la dificultad de llevar a cabo experimentos de
transporte electronico, ya que éstos requieren tipicamente el uso de contactos. Afor-
tunadamente, es posible acceder a dichas propiedades a través de mediciones de la
respuesta Optica, lo cual ofrece una gran ventaja debido a que en experimentos 6pti-
cos las muestras a analizar pueden estar libres de contactos. En el caso del grafeno,
se han realizado numerosos experimentos utilizando radiacién electromagnética que
revelan sus caracteristicas electrénicas [52], los cuales a su vez han evidenciado que
las propiedades 6pticas del grafeno quedan determinadas por constantes universales,
tales como la carga del electron e, la constante de Planck h, y la constante de es-
tructura fina a (= 1/137). Gracias a la naturaleza de las cuasiparticulas sin masa
que residen en la red de grafeno, la bidimensional de la red y el espectro sin brecha

de energia, el grafeno tiene la conductividad eléctrica més alta conocida [53]. Se ha
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encontrado que la conductividad estatica del grafeno a temperaturas bajas y a cero
potencial quimico alcanza un valor minimo universal dado por oq = 7we?/2h. Ademas,
experimentos 6pticos han revelado un valor universal de la opacidad del grafeno en
el vacio a incidencia normal de radiacion a frecuencias en el infrarrojo y en el visible
dado por 1 —=T ~ wav = 2.3 % [54]. Tal medicién ha mostrado ser una prueba contun-
dente del valor universal de la conductividad oy, dando lugar a la universalidad de

la transmitancia T = (1 + 2woo/c) ™2 y de la reflectancia R = 72T /4 del grafeno.

Una de las propiedades fisicas mas inmediatas a investigar al momento de que
surge un material nuevo es su respuesta a un campo electromagnético externo, tal
como la conductividad 6ptica. La parte real de la conductividad 6ptica a frecuencia
finita estd relacionada con la absorcién de la energia del fotén incidente, haciendo
posible extraer informacion acerca de la naturaleza y la forma de las bandas de
energia a través de la medicién de la conductividad. Por ejemplo, trabajos recientes
de célculos de la conductividad 6ptica del borofeno 8- Pmmn utilizando el formalismo
de Kubo, han revelado una alta anisotropia en la conductividad, pudiendo de esta
forma extraer informacién sobre la anisotropia en el espectro, o dicho de otra forma,
conocer el valor del parametro que caracteriza la forma inclinada de las bandas de

energia 38, 55].

En cuanto a las propiedades épticas de sistemas de Dirac, el grado de libertad de
valle ha mostrado tener consecuencias importantes. Este grado de libertad ha dado
lugar a todo un nuevo campo de investigacién, conocido como wvalletrénica [56], el
cual se encarga del estudio y manipulacién de los valles para aplicaciones en dis-
positivos electrénicos y optoelectrénicos [57], ya que éstos pueden ser controlados
externamente para codificar, procesar y almacenar informacién. Por ejemplo, al apli-

car un campo eléctrico en un sistema de Dirac con brecha, los portadores de carga
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en diferentes valles se mueven en direccion opuesta y perpendicular a la corriente de
deriva, dando lugar a una polarizacion transversal de valle. A este fenémeno se le
conoce comunmente como efecto Hall de valle. En grafeno, al romper la simetria de
inversion espacial, aparece una brecha energética en el espectro, dando lugar a una
curvatura de Berry finita con signos opuestos en la vecindad de cada punto de Dirac,
induciendo a su vez una corriente Hall de valle [58]. Por otro lado, existen sistemas
de Dirac que por naturaleza presentan brechas de energia, lo cual es una ventaja
sobre el grafeno al ser un sistema sin brecha. Por ejemplo, en algunos dicalcogenuros
de metales de transicion la simetria de inversion no se preserva, haciendo posible una

respuesta Hall de valle al aplicar un campo eléctrico [59].

En un sistema de Dirac que no preserva la simetria de inversion espacial, canti-
dades iguales de carga se mueven en direcciones opuestas y perpendicular al campo
eléctrico aplicado debido a la preservacion de la simetria de inversién temporal, tal
que la polarizacion transversal de carga neta permanece nula. Una de las formas
de romper la simetria de inversién temporal es aplicando un campo magnético, el
cual separa el espectro de energia en niveles de Landau y da lugar a un efecto Hall
cuantico. El efecto Hall cuantico en grafeno ha sido observado en varios experimen-
tos [60, 61, [62], evidenciando directamente la presencia de fermiones de Dirac sin
masa en ese material. En ausencia de simetria de inversién espacial y sin un campo
magnético externo, cada valle en el espectro de energia proporciona un escaléon Hall
cuantico con signos opuestos, tal que al sumar ambas contribuciones la respuesta
transversal total se anula. Sin embargo, un flujo de campo magnético periddico local
puede lidiar con este problema al romper la simetria de inversién temporal sin la
necesidad de aplicar un campo magnético externo. Por ejemplo, Haldane demostré

que la presencia de un flujo magnético local, con un flujo neto nulo en cada cel-
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da unitaria, y un potencial periédico en la red hexagonal, en combinacién con las
energias de salto a primeros y segundos vecinos, da lugar a un efecto Hall andomalo
de la forma o,, = (sgn(m) — sgn(m’))e*/2h = +e?/h, 0, cuando el nivel de Fermi
se encuentra en la brecha de energia, donde sgn(z) es la funcién signo, y m (m') es
la masa de los portadores de carga en la vecindad del valle K (K’). Esto es, en el
modelo de Haldane, el potencial periédico rompe la simetria de inversion espacial y
el campo magnético local rompe la simetria de inversién temporal. Debido a que el
flujo de campo magnético es nulo a través de la celda unitaria, las energias de salto
a segundo vecinos adquieren un factor de fase que permite cambiar los signos de las

masas de forma independiente.

El efecto Hall anémalo se puede lograr experimentalmente introduciendo impu-
rezas magnéticas o colocando la red del sistema sobre sustratos ferromagnéticos, los
cuales crean campos magnéticos locales. Un caso particular es utilizar &tomos que
lleven consigo un espin, resultando en una interaccion entre los espines de los elec-
trones en el sistema con los espines localizados de los atomos. Recientemente, Hill
et al. propuso un modelo de textura de espin, donde una de las subredes de la red
de grafeno es ocupada por espines localizados, creando un flujo de campo magnéti-
co periddico [63]. La posibilidad de que los espines se localicen en solo una de las
subredes ya ha sido estudiada y observada experimentalmente para hidrégeno sobre
grafeno [64]. Debido a que la textura de espin en el modelo de Hill actiia de manera
efectiva como un flujo magnético, la simetria de inversiéon temporal se anula. Esto
conduce a la posibilidad de variar las brechas de energia en ambos valles de ma-
nera independiente, observando que cuando ambos valles permanecen con brechas
distintas y la energia de Fermi se encuentra en la brecha de energia, aparece una con-

ductividad Hall universal a bajas frecuencias de la forma o,, o sgn(m) — sgn(m’),
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donde 2m (2m’) es el tamano de la brecha energética en el valle K (K’). Ademas,
en el mismo trabajé se observéd que la conductividad Hall 6ptica presenta una sin-
gularidad logaritmica bastante pronunciada cuando la frecuencia del campo externo
se aproxima en magnitud al tamano de la brecha energética en cada punto de Dirac,
presentandose de esta forma la posibilidad de medir la brecha energética a partir de
la conductividad Hall. Esto ofrece una forma alternativa a otros métodos de estudiar

las propiedades electrénicas a partir de la respuesta optica.

Otra de las propiedades épticas capaces de dar informacién acerca de la naturale-
za de la estructura de bandas son las rotaciones de la polarizacién, conocidas también
como efecto Kerr y efecto Faraday, las cuales han sido ampliamente estudiadas en los
ultimos anos para extraer las propiedades espectrales de sistemas de Dirac. El efecto
Faraday corresponde a la rotacién de la polarizacion para una onda electromagnética
transmitida, el cual se manifiesta en ausencia de simetria de inversiéon temporal o
simetria de inversién espacial. En cambio, la rotacion de Kerr, la cual corresponde a
la rotacién de la polarizacion para una onda reflejada, inicamente se manifiesta ante
un rompimiento de simetria de inversién temporal, haciéndola idénea para probar el
efecto Hall cuantico a través de mediciones 6pticas. Por ejemplo, mediciones de la
rotacién de Kerr han revelado la presencia del efecto Hall cuantico en una bicapa de
grafeno en ausencia de simetria de inversién temporal [65], y se ha observado una
cuantizacion en el efecto Kerr y Faraday en una capa de grafeno en el régimen de

terahertz, asociado con el efecto Hall cudntico fraccionario [66].

Entre otros trabajos en los que se han estudiado las rotaciones de la polariza-
ci6én en sistemas de Dirac, se ha observado una rotacién de Kerr de 7/2 radianes en
peliculas delgadas de aislante topoldgico en ausencia de simetria de inversién tem-

poral [67], observandose también que el efecto Faraday queda determinado por la
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constante de estructura fina. Por otro lado, el efecto Faraday se ha medido expe-
rimentalmente en grafeno en el régimen Hall cuantico, el cual ha mostrado ser de
varios grados [68]. Estos fenémenos épticos pueden ser ampliamente utilizados en
dispositivos magneto-6pticos, ademas de que son ideales para distinguir el tipo de

portador de carga y medir la movilidad en materiales de Dirac.



Capitulo 2

Sistemas de Dirac bidimensionales

2.1. Grafeno

Gracias a la naturaleza del carbono y a su capacidad para formar enlaces, este
elemento exhibe una gran cantidad de al6tropos, tales como fullerenos, nanotubos,
grafito y grafeno, asi como multicapas de este ultimo, los cuales son acreedores de una
amplia variedad de fenémenos fisicos. Se puede decir que el grafeno es el componente
basico para formar estos alétropos, por lo que el entendimiento de sus propiedades

fisicas es esencial para conocer las propiedades de las otras formas alotropicas.

En su estado mas bajo de energia, un atomo de carbono aislado posee una con-
figuracién electrénica 1s22s22p2. Esto es, el carbono es un elemento quimico con
seis electrones unidos al ntcleo; dos electrones en el orbital 1s, los cuales no estan
disponibles para formar enlaces, y cuatro electrones de valencia distribuidos en los
orbitales 2s y 2p, tal que solamente los dos electrones sin pareja en el orbital 2p

participan normalmente en la formacién de enlaces.

14
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th 4 +t— — 4+ =gt

1s2 2s2 1s2 25l 1s2 tres orbitaleg
estado base estado excitado hibridos sp 2p

Figura 2.1: Configuracién electrénica del carbono en el proceso de hibridacién sp?. Un
electron en el orbital 2s en el estado base se reubica en un orbital 2p, formandose un
estado excitado. Finalmente el orbital 2s se hibrida con dos orbitales 2p, lo cual resulta en
tres orbitales hibridos sp?. Imagenes extraidas de Ref. [69]

Cabe senalar que el carbono puede incrementar el niimero de electrones vacantes
para formar enlaces, ya que la formacién de enlaces favorece una disminucién en
la energia del sistema aislado. Tal proceso de reordenamiento de electrones se le
conoce como hibridacion, y gracias a éste los atomos de carbono se pueden ordenar
para formar una red periddica bidimensional de forma hexagonal, dando lugar al
grafeno [69]. En este material, uno de los electrones en el estado 2s se reubica en
un orbital 2p vacio, produciéndose un estado excitado. Eventualmente, el orbital 2s
y dos orbitales 2p se hibridan para formar tres orbitales hibridos sp?, cada uno con
un electréon, como se ilustra en la Fig. [2.1l Para minimizar la energia, los orbitales
atémicos deben permanecer lo més alejados posibles, por lo que los tres orbitales sp?
formaran un angulo de 120 grados entre ellos en un plano, mientras que el orbital
2p restante permanece perpendicular a dicho plano. Los orbitales hibridos son los
encargados de formar enlaces covalentes ocupados o y desocupados ¢*, confiriéndole
al grafeno su estabilidad y flexibilidad. Por otro lado, el orbital 2p interacciona con
los orbitales 2p vecinos para formar orbitales 7 y 7*, los cuales producen bandas
de conduccién y de valencia, respectivamente (ver Fig. 2.2(a)). Dichos orbitales se
encuentran en la vecindad del nivel de Fermi en grafeno pristino, por lo que son los

que desempenan el papel més importante en excitaciones a bajas energias (ver Fig.

23(b).
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Figura 2.2: (a) Hustracién de la red del grafeno y sus orbitales electrénicos. Los orbitales o
forman enlaces covalentes fuertemente enlazados con los atomos de carbono vecinos, mien-
tras que los orbitales 7, perpendiculares a los orbitales o, son responsables de la conduccién
de los portadores de carga. (b) Esquema que muestra cémo los orbitales 7 se encuentran
en la proximidad del nivel de Fermi Er, y como los orbitales ¢ y ¢* se encuentran se-
parados por una brecha de energia de aproximadamente 12 eV, haciendo despreciable su
contribucién en las propiedades de transporte del grafeno. Imagenes extraidas de Ref. [69]

2.1.1. Red hexagonal y descripcién de amarre fuerte

Para el estudio de las propiedades electrénicas del grafeno, primero es necesario
construir matematicamente la red hexagonal y determinar el hamiltoniano. Para
ello, se divide la red en 2 subredes, denotadas como A y B, ya que la red hexagonal
no forma una red de Bravais por si misma, es decir, una red de puntos discretos
accesibles mediante la combinacion lineal de dos vectores base. Para construir una

red de Bravais, es conveniente definir los siguientes vectores a primeros vecinos

61 = %CL()(\/g, —1>,
5, = —%ao(\/i 1), (2.1.1)

03 = ao(0, 1),

(en la base {&, 7} del espacio real) donde ag (= 1.42 A) es la distancia entre cada

atomo de la red. Ahora, los vectores base se pueden construir en términos de los
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vectores anteriores de la siguiente manera

a; = (53—(51, (212)

Ay = 63—62. (213)

Entonces, la celda unitaria de la red hexagonal queda formada por dos atomos (A y
B), con los vectores base anteriores formando una red triangular de Bravias definida
por R = nja; + neay, con ny,ny € Z (ver Fig. 2.3(a)). De igual forma, es posible
construir la red reciproca especificando los vectores base reciprocos b; que satisfagan

a; - b; = 27);;. Tales vectores tienen la siguiente forma

2w
b, = —(—v3,1
1 3@0( \/_’ )7
2
b, = —(v3,1
2 3@0(\/_7 )7

(en la base {k,, k,} del espacio reciproco). En la Fig. (b) se muestran los vectores
base reciprocos y la primera zona de Brillouin (en verde), o celda unitaria del espacio
reciproco. La forma hexagonal de la primera zona de Brillouin da lugar a dos puntos
no equivalentes en las esquinas, es decir, dos puntos que no pueden ser conectados por
los vectores base reciprocos, los cuales se denotan como K y K’, y se pueden localizar

mediante los vectores K = 947“0(\/5, 0) y K' = —27(1/3, 0), respectivamente.

" 9ag
Como se menciond anteriormente, los orbitales hibridos en cada atomo de car-
bono forman enlaces covalentes o con atomos vecinos, los cuales estan fuertemente
enlazados. Ademas, los orbitales 7 se superponen con los orbitales m mas cercanos,
permitiendo a los portadores de carga transportarse a sus primeros vecinos [3]. Bajo

estas consideraciones, es adecuado hacer uso de la aproximacién de amarre fuerte (o
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(a)

Figura 2.3: (a) Red de grafeno en donde se muestran los vectores base a; y as, ademads de
los vectores a primeros vecinos 41, 82 v d3. El rectangulo gris representa la celda unitaria
formada por los sitios A y B. (b) Vectores base reciprocos by y bg, donde la primera zona
de Brillouin corresponde al hexdgono verde. Los puntos K y K’ denotan puntos de alta
simetria.

tight-binding en inglés) para estudiar la estructura electrénica del grafeno. En segun-
da cuantizacién, el hamiltoniano de amarre fuerte para el grafeno tiene la siguiente

forma
3

Hy = —~tg» Y albes +He., (2.1.4)

r [=1
donde el operador af crea un electrén en el sitio r = nja; +ngay en la subred A, y by 5,
aniquila un electrén en el sitio r+4d; en la subred B, ¢ (= 2.8 €V) es la energia de salto
o integral de salto entre orbitales 7 vecinos, y H.c. es el hermitiano conjugado, esto
para asegurar eigenvalores reales. Cabe senalar que es posible considerar interacciones
a segundos vecinos, es decir, considerar que los electrones pueden transportarse entre
sitios de una misma subred, ya que existe un pequeno traslape de los orbitales 7
entre dichos sitios. Tales interacciones no se estan considerando en el hamiltoniano

en Ec. (2.1.4). Ahora, escribiendo los operadores de creacién y aniquilacién en su
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representacion de Fourier, esto es,

—Ze STl (2.1.5)
VN 4

o = —— e ey, 2.1.6
S D 216)

donde N es el nimero de sitios de la red y k = (k;, k,) el momento cristalino, es

posible recuperar el siguiente hamiltoniano 2 x 2 de Bloch en el espacio reciproco
3
H(k) = C k) =ty e (2.1.7)
1=1

Resolviendo la ecuacién de eigenvalores H (k)W (k) = (k)W (k), se obtiene la relacién

de dispersion para los electrones en grafeno

ex(k) = Me(k)| = /\tg\/l + 4 cos? (\/gl;:x) + 4 cos (\/§/~€x) cos (3 l;:y), (2.1.8)

donde A = + corresponde a la banda de conduccién (orbital 7*) y banda de valencia
(orbital 7), respectivamente, y se ha definido k; = k;ao/2 (i = z, y). Ademas, dado
que el orbital 2p solamente esta ocupado por un electrén, la banda de valencia esta
completamente ocupada, mientras que la banda de conduccién esta desocupada. Por
lo tanto, suele considerarse una energia de Fermi igual a cero para grafeno en su
estado base. La Fig. muestra la estructura de bandas dentro de la primera zona
de Brillouin. Resulta interesante preguntarse los valores de k para los cuales ¢, (k)
es igual a cero. Tales valores caen justamente en las esquinas de la primera zona
de Brillouin, es decir, sobre los puntos K y K’. En esos puntos se tocan la banda

de conducciéon y la banda de valencia, cayendo justamente sobre el nivel de Fermi,
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Figura 2.4: Espectro de energia ¢, (k) (en unidades de ¢y) del grafeno en su estado base,
donde se ha definido k; = kjao/2 (i = z, y). Se muestra la banda de conduccién e (k)
(anaranjado) y la banda de valencia ¢_(k) (azul) en la primera zona de Brillouin del
espacio reciproco.

permitiéndole al grafeno ser un semimetal.

2.1.2. Fermiones de Dirac sin masa

La aproximacion a bajas energias es frecuentemente utilizada en el estudio de las
propiedades electronicas, la cual consiste en encontrar una expresion de la relacion de
dispersion para k en la vecindad de los puntos K y K’. Para ello, resulta conveniente
definir un vector q = k — K y expandir la Ec. en series de Taylor a primer

orden alrededor de q = 0, esto es,

e(q) = e(K) + q- Vie(q) |k=x = ¢u — iy - (2.1.9)
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Haciendo un tratamiento similar alrededor del punto K’, se recupera el siguiente

hamiltoniano efectivo a bajas energias

0 §qn — 1qy

£qq +igy 0

Hé(p) = vph =vpot-p, (2.1.10)

donde v = 3tgag/2h es la velocidad de Fermi, con un valor aproximado a 10% m/s [3],
p = hiq es el momento de los electrones relativo a los puntos K y K', y o* = ({0, 0y),

con o; las matrices de Pauli,
Oy = , o, = . (2.1.11)

Ademds, £ = =+ denota el indice de valle, correspondiente a los puntos K y K’,
respectivamente. Por simplicidad, suele tomarse el vector de onda k como el vector
de onda relativo a los puntos de alta simetria. Resolviendo la ecuacion de eigenvalores

H%)(k) = e(k)1(k) se recupera la siguiente relacién de dispersién a bajas energias
6)\(1{) = )\Uphk, (2112)

y las siguientes funciones de onda

—i£0/2
1 e
US(k) = —= , (2.1.13)

\/§ )\ ¢i60/2
donde k = \/k2+ k2 y 6 = tan~'(k,/k;) es el angulo azimutal en el espacio de
momentos. El hecho de que las funciones de onda tengan dos componentes se debe a

que la celda unitaria de la red hexagonal esta formada por dos dtomos o sitios, lla-
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mados A y B anteriormente. Esto es, el médulo cuadrado de la componente superior
(inferior) contiene la amplitud de la funcién de onda en el sitio A (B). Por otro lado,
es importante destacar que aunque se estan considerando ambos valles por separado
(ya que éstos se encuentran separados por un momento muy grande y su tratamiento
por separado es completamente valido), el hamiltoniano completo a bajas energias

para grafeno puede escribirse de la siguiente manera

vpoT - 0
ap) = |7 P . (2.1.14)

0 VRO - P

Es posible hacer una comparacién del hamiltoniano anterior con el hamiltoniano de
una particula relativista sin masa cuya dinamica es descrita por la ecuacion de Dirac

(ver Apéndice [A]). Ese hamiltoniano tiene la forma

Hp(p) = : (2.1.15)

donde c es la velocidad de la luz. Evidentemente, el hamiltoniano que describe a los
portadores de carga en grafeno a bajas energias en Ec. es bastante similar
al hamiltoniano anterior con la velocidad de la luz reemplazada por la velocidad de
Fermi, cuya relacion de dispersion en Ec. es lineal en el momento. Conse-
cuentemente, las particulas efectivas (o cuasiparticulas) en grafeno a excitaciones en
la vecindad de los puntos K y K’ (nombrados ahora puntos de Dirac) se comportan
como fermiones de Dirac sin masa, concediéndole al grafeno una amplia variedad de
propiedades fisicas validadas experimentalmente nunca antes vistas en otro material
[70]. Ademads, haciendo la correspondiente analogia con mecanica cudntica relativis-

ta, el indice de banda A denota el tipo de particula, tal que un portador de carga en
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la banda de conduccién (A = +) se comporta como particula, y uno en la banda de
valencia (A = —) se comporta como antiparticula con carga opuesta, comunmente

conocida como hueco en fisica de la materia condensada.

Otra analogia importante con la ecuaciéon de Dirac sin masa es la naturaleza
espinorial de las funciones de onda en Ec. , ya que al tomar una rotacién de 27
se recupera la funcién de onda original pero con signo opuesto, esto es, @bi(k‘, 0+427) =
—wf\(k, 0), lo cual es una caracteristica del espinor que describe una particula con
espin 1/2. Entonces, el grado de libertad de subred (A y B) actia como espin, y
se le conoce comunmente como pseudoespin, tal que el pseudoespin en el espacio de

momentos se comporta similarmente al espin en el espacio real.

2.2. Grafeno con distorsion Kekulé

Las propiedades electrénicas del grafeno tienen la particularidad de ser altamente
sensibles a la presencia de atomos absorbidos en su superficie, lo cual lo hace suscep-
tible a la formacién de fases espaciales, tal como la distorsién Kekulé [71]. Este tipo
de distorsién consiste en una distribucion periédica de enlaces fuertes y débiles, por
lo que se puede describir como una onda de densidad de enlace entre atomos veci-
nos de carbono. En grafeno, la distorsion Kekulé fue observada experimentalmente
por primera vez por Gutiérrez et al. después de que una capa de grafeno se crece
epitaxialmente sobre sustrato de cobre [16]. La distorsién Kekulé se da como conse-
cuencia de la interaccién entre grafeno y vacancias en el sustrato de cobre (ver Fig.
. Ademas, la distribuciéon periddica de enlaces fuertes y débiles da lugar a una
stuper-celda unitaria hexagonal tres veces mayor a la del grafeno pristino, influyendo

directamente sobre sus propiedades electrénicas.
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Experiment

Figura 2.5: Comparacién entre simulacién y experimento de grafeno depositado sobre sus-
trato de cobre. Arriba: Célculos de primeros principios de una vacancia de cobre debajo
de una capa de grafeno. Abajo: Imagen experimental lograda con un microscopio de tune-
lamiento (STM). Imégenes extraidas de Ref. [14].

Las deformaciones locales que surgen como resultado de la interaccion entre las
vacancias de cobre y los atomos de carbono en la capa de grafeno dan lugar a una
distribucién peridédica de enlaces en forma Y’s en la red hexagonal, por lo que a
esta fase se le conoce comunmente como distorsiéon Kek-Y, tal como se ilustra en la
Fig. [2.6{a). Ademas, resultados teéricos y experimentales han revelado otro tipo de
fase espacial de Kekulé, conocida como distorsion Kek-O. En este tipo de distorsién,
la periodicidad de enlaces con distinta fuerza se distribuyen en la red hexagonal en
forma de O’s (ver Fig.[2.6(b)). La distorsién Kek-O se encuentra en una estructura de
benceno, la cual también ha sido estudiada en grafeno [17, [72]. M&s recientemente, se
ha observado que al colocar una capa de grafeno sobre didxido de silicio, las dos fases
de Kekulé (Kek-Y y Kek-O) aparecen como resultado de las deformaciones locales
en la red de grafeno [19], y en grafeno intercalado con litio la fase espacial Kek-O

también se manifiesta [1§].

Como se mencioné anteriormente, las esquinas de la primera zona de Brillouin de

la red reciproca de grafeno forman dos conjuntos de puntos inequivalentes, denotados
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como K y K’. Tales puntos se encuentran separados por un momento muy grande,
y es posible describirlos como un grado de libertad similar al espin, conocido ahora
como isoespin, o grado de libertad de valle, el cual es un niimero cuantico de espin
adicional al momento magnético de espin y al pseudoespin que se genera por el grado
de libertad de subred. Ademads, aunque el acoplamiento entre el espin magnético y el
momento de los portadores de carga es muy débil, el acoplamiento entre el espin y el
pseudoespin es muy fuerte, tal que dicho grado de libertad es paralelo o antiparalelo
a la direccion de movimiento, teniendo un bloqueo pseudoespin-momento dado por
el operador de helicidad (ver Seccién . Gamayun et al. demostré que en grafeno
con distorsiéon Kek-Y el grado de libertad de isoespin y el momento se acoplan, de
manera similar como se acopla el momento al pseudoespin en grafeno pristino, por

lo que esta fase exhibe un bloqueo de isoespin-momento [17].

En grafeno con distorsién Kekulé, la energia de salto se puede describir mateméti-

camente como una onda de densidad de enlace de la siguiente forma
tei/to =1+ QRe{A6i(pK+qK’)~6l+iG-r—i27r(p+Q)/3}7 (2.2.1)

la cual modifica periédicamente la energia de salto entre un atomo en el sitio r y sus
primeros vecinos en r 4+ §;, donde G = K — K’ es el vector de onda de Kekulé, el
cual acopla a ambos valles en el espacio de momentos, y A = ¢27(Hatm/3 A eg la
amplitud de acoplamiento (el cual puede ser real o imaginario), o también conocido
como parametro de Kekulé, con p,q € Z3z y m € Z. Adicionalmente, se introduce el
indice v definido como

v=14q—pmod3, (2.2.2)

el cual es utilizado para describir los dos tipos de distorsion diferentes, la textura
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(a) (b)

Figura 2.6: Red hexagonal de grafeno con distorsién Kekulé, donde la distribucién periédica
de enlaces fuertes y débiles se representa con color rojo y negro. (a) Grafeno con distorsién
Kek-Y, considerando v = 1. (b) Grafeno con distorsién Kek-O (v = 0).

Kek-Y (v = £1) y la textura Kek-O (v = 0). Dado lo anterior, el hamiltoniano de

grafeno con distorsion Kekulé en la descripcion de amarre fuerte toma la siguiente

forma

3
Hy = — Z Z trg albeys, + He. (2:2.3)
1

r I[=

Al considerar t,; = o, el hamiltoniano anterior recupera la forma del hamiltoniano

en amarre fuerte de grafeno pristino en Ec. (2.1.4)).

2.2.1. Hamiltoniano a bajas energias

Para el estudio de excitaciones a bajas energias en grafeno con distorsion Kekulé,
se procede de manera similar al tratamiento utilizado para grafeno pristino en la
Seccion . Escribiendo los operadores de creacién y aniquilacion en Ec. en
su representacién de Fourier y haciendo un tratamiento algebraico, se recupera el
siguiente hamiltoniano 4 x 4 a bajas energias en el espacio de momentos

Hp)=| 7P Al , (2.2.4)

A*Ql VO P
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(a) Ey (b) Eo

Figura 2.7: Espectro de energia de grafeno con distorsiéon Kekulé. (a) Estructura de bandas
de grafeno con distorsién Kek-Y, donde los conos de Dirac se reubican en el centro de la
zona de Brillouin con velocidades distintas. (b) Espectro energético degenerado de grafeno
con distorsién Kek-O. Este se caracteriza por tener una brecha de energia entre la banda
de conduccién y de valencia.

donde p = h(k,, k,) es el momento de los portadores de carga, o = (0,,0,) es el

vector de Pauli, con o; las matrices de Pauli actuando sobre el grado de libertad de

pseudoespin, y el operador (), que mezcla los valles esta dado por

3too, si v=20,
Q= (2.2.5)

vp(vpy —ipy)og st v ==+1.
La estructura electronica de bandas se recupera al resolver el problema de eigenva-
lores H (k)Y (k) = E(k), donde en este caso 1(k) es un espinor de cuatro compo-

nentes, el cual contiene las amplitudes de onda en las subredes A y B para los valles

K y K'. Entonces, se encuentra que el espectro de energia de grafeno con distorsién
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Kek-Y consiste en dos conos de Dirac concéntricos con distintas velocidades,

ES" (k) = nophk(1 + €M), (2.2.6)

(ver Fig. 2.7(a)), con los espinores correspondientes dados por

£€_i29

1| &ne ™
N R (2.2.7)

ne—w

1

Para grafeno con distorsion Kek-O, el espectro de energia consiste en dos conos

degenerados con brecha de energia,

E (k) = nv/ (vphk)? + (3toAg)?, (2.2.8)

(ver Fig. 2.7(b)), con espinores de la forma

—e~ W ny/1+ A2
1 —ny/1+ A% 1 et
(k) = . RRTR1 S —— . (2.2.9)
2(1+ A2) 0 2(1+ Ag) Ay
Ag 0

Aqui, el indice n = + denota la banda de conducciéon y de valencia, respectivamente,
y el indice £ = 4 corresponde al cono interno y externo en el espectro energético
de grafeno Kek-Y, respectivamente. Los dos conos de Dirac concéntricos en grafeno
con distorsién Kek-Y estén caracterizados por dos velocidades diferentes, vp (14 Ag)

para el cono interno o “rapido”, y vp(1 — Ag) para el cono externo o “lento”.
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2.3. Sistemas bidimensionales con conos de Dirac

inclinados y anisotrdpicos

Recientemente, las estructuras bidimensionales de boro han sido ampliamente es-
tudiadas debido a su potencial aplicacién en la fabricacién de dispositivos electroni-
cos, v a que se ha logrado la sintetizacién de tres estructuras cristalinas bidimensiona-
les de este elemento, conocidas como borofenos, dando asi lugar a una nueva familia
de materiales capaces de ser explotados en el drea de la nanoelectrénica [73, [74].
Ademas, en experimentos recientes se ha mostrado la sintetizacién de borofeno hi-
drogenado en el vacio, del cual es posible extraer una modificacién quimica ordenada
de borofeno expulsando térmicamente el hidrégeno [75]. Por otro lado, una de las
estructuras de boro que ha mostrado una gran estabilidad a través de calculos de
primeros principios es el llamado borofeno ortorrémbico 8- Pmmn [26], 27]. La estruc-
tura cristalina de este material se ilustra en la Fig. 2.8 Este material bidimensional
posee propiedades electronicas similares a las del grafeno, es decir, en €l los portado-
res de carga también se comportan como fermiones de Dirac sin masa. La estructura
de bandas consiste en dos conos de Dirac, pero a diferencia del grafeno, éstos son
anisotropicos y presentan cierta inclinacién, esto es, la velocidad de los portadores
de carga depende del angulo azimutal en el espacio de momentos, y las bandas de

conduccién y de valencia no son simétricas con respecto al nivel de Fermi.

Por otro lado, estudios tedricos y experimentales de transporte electrénico en el
semiconductor orgdnico a—(BEDT-TTF),I3 han revelado que es posible describir
las excitaciones de bajas energias como un sistema de Dirac bidimensional sin masa,
que al igual que el borofeno presenta un espectro de Dirac con dos conos anisotropi-

cos e inclinados [29] B0, B1]. Este semiconductor es un cristal con cuatro moléculas
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Figura 2.8: Representacién de la red del borofeno ortorrémbico 8-Pmmn, donde cada nodo
corresponde a un dtomo de boro. Imégen extraida de Ref. [48].

diferentes formando una celda unitaria, en donde el punto de Dirac se presenta en
un punto degenerado accidental en la zona de Brillouin. Otros sistemas que de igual
forma presentan una estructura de bandas con conos inclinados y anisotrépicos son:
el grafeno con distorsion tipo quinoide, el cual se recupera cuando los puntos de Dirac
se mueven lejos de las esquinas de la zona de Brillouin por deformaciones externas
[28], y el grafeno parcialmente hidrogenado CgHz, en donde se ha encontrado que la
relacién de dispersién es altamente anisotrépica [34]. Ademés, célculos de primeros
principios y observaciones experimentales han revelado que monocapas de dicalcoge-
nuros de metales de transicion con estructura 1T’ presentan a bajas energias bandas

de Dirac inclinadas y anisotrépicas con brechas energéticas en los puntos K, K’
[32, 33].

Los sistemas mencionados anteriormente comparten una estructura de bandas si-
milar, consistiendo en dos conos de Dirac anisotropicos e inclinados. Las excitaciones
a bajas energias de esta clase de sistemas son descritas por un hamiltoniano de Dirac

de la siguiente forma

HE(k) = &(hvik, I + hogk,o, + ERvyk,o,) (2.3.1)
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donde I es la matriz identidad, y nuevamente las matrices de Pauli o; actiian sobre
el grado de libertad de sitio. La anisotropia en el espectro de energia surge cuando
vy # vy. La inclinacion de los conos de Dirac se genera debido al término proporcional
a I en el hamiltoniano, donde la velocidad v; es una medida de dicha inclinacion.
Ademas, se observa que el hamiltoniano que describe al grafeno se recupera al tomar
vy = vy = Up y vy = 0. Para el caso particular de borofeno 8 Pmmn, célculos de
primeros principios han revelado que las velocidades estan dadas por v, = 0.86 vg
y vy = 0.69vp, con la velocidad de inclinacién v; = 0.32vp [27]. La relacién de

dispersién correspondiente al hamiltoniano en Ec. (2.3.1)) estda dado por

&5 (ko ky) = Eanky + Ny /a2k2 + a2k2 (2.3.2)

donde se ha definido «; = hv; (i = x,y,t, F'), y A = & denota la banda de conduccién
y de valencia, respectivamente. A una energia de Fermi fija e, los contornos de Fermi
se definen como C% = {k|&5(k) = er}. De acuerdo al espectro de energfa en Ec.

(2.3.2)), estos contornos son elipses definidas por la siguiente ecuacién

2
v o le
(1= (k)" + (1 =) a; <k§,y T —|aF|> =%, (2.3.3)
Y

donde se ha definido el parametro adimensional de inclinacién v = v, /v, (0 < v < 1).
El origen de la elipse se debe a la anisotropia en el espectro (v, # v,), a diferencia del
contorno de Fermi circular correspondiente al grafeno. Ademas, la elipse se encuentra
desplazada del origen, y centrada en (0, —EAy|er|/(1—~%)a,), como consecuencia de

la inclinacién de las bandas de energia (v;). Finalmente, los espinores que describen
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a los fermiones de Dirac sin masa en esta clase de sistemas estan dados por

$(k)= — , 2.3.4
V5 (k) V2 |\ iconre (2.3.4)

donde ¢y = tan~!(ayk,/a.k,), tal que nuevamente el grado de libertad de pseudo-

espin se ve reflejado en el espinor.

2.4. Simetrias en sistemas de Dirac

Las simetrias presentes en los sistemas de Dirac bidimensionales hasta ahora
discutidos desempenan un papel crucial en sus propiedades fisicas tan exéticas, las
cuales a la vez garantizan la existencia de fermiones de Dirac sin masa, manteniendo
los nodos de Dirac. La preservacion de simetrias dan lugar a la universalidad de un

gran numero de funciones respuesta y susceptibilidades en esta clase de sistemas [§].

Helicidad

Los sistemas de Dirac se pueden clasificar a través de las operaciones de simetria
que preserva su hamiltoniano. Una de las simetrias mas importantes en estos sistemas
es la helicidad, representada por el operador de helicidad A. Este operador se define
como la proyeccion del momento a lo largo de la direcciéon del pseudoespin. Por
ejemplo, el operador de helicidad correspondiente a las cuasiparticulas en grafeno

descritas por el hamiltoniano a bajas energias en Ec. (2.1.10)) estd dado por [3]

AS = ot %. (2.4.1)
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Evidentemente, el operador anterior conmuta con el hamiltoniano en Ec. (2.1.10)), de
manera que se dice que la helicidad es una cantidad conservada, y las eigenfunciones

@/)f\(k) en Ec. (2.1.13)) del hamiltoniano también son eigenfunciones de A, esto es,

A% (k) = A5 (K) - (24.2)

De la ecuacién de eigenvalor anterior es posible deducir algunas conclusiones acerca
de la helicidad de los fermiones de Dirac en grafeno. Para excitaciones en la vecindad
del punto K (¢ = +), la helicidad es positiva para cuasiparticulas en la banda de
conduccién (A = +), esto es, el momento y el pseudoespin son paralelos. En cambio,
para la banda de valencia (A = —), la helicidad es negativa, de modo que el momento
y el pseudoespin son antiparalelos. Por otro lado, para excitaciones en la vecindad del
punto K’ (£ = —), la helicidad se invierte, tal que la helicidad es negativa (positiva)

para estados en la banda de conduccién (valencia).

Ademas, es posible escribir otra expresién para el operador de helicidad concer-
niente a los portadores de carga en sistemas de Dirac inclinados y anisotrépicos,
descritos por el hamiltoniano a bajas energias en Ec. (2.3.1]). Tal operador estd defi-

nido como sigue [3§]

_ ko, + oykyoy,

Al igual que en el caso de grafeno, las eigenfunciones del hamiltoniano que describe

A* (2.4.3)

esta clase de sistemas de Dirac (ver Ec. (2.3.4))), son también eigenfunciones del
operador de helicidad anterior, y nuevamente la helicidad se invierte al pasar del

valle K al K.

La conservacion de la helicidad en sistemas de Dirac bidimensionales es respon-

sable de algunas de sus propiedades més exoticas. Tal es el caso de la ausencia de
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retrodispersion, en la que existe una imposibilidad de inversién en la direccién del
momento (p — —p), debido a que se requiere una inversién simultanea en la di-
reccion del pseudoespin. El momento y el pseudoespin se encuentran fuertemente
acoplados por helicidad, tal que la retrodispersion no es posible en esta clase de
sistemas, a menos que la presencia de un potencial en el hamiltoniano sea capaz
de invertir la direccion del pseudoespin. Consecuentemente, las quasiparticulas en
sistemas de Dirac pueden “tunelear” a través de barreras de potencial relativamente

altas, dando lugar a la paradoja de Klein [70].

Simetria electrén-hueco

Otra de las simetrias importantes en un sistema de Dirac es la simetria electrén-
hueco. Se dice que un sistema preserva esta simetria si su hamiltoniano satisface
[69]

o.H%(k)o, = —H*(k). (2.4.4)

Se puede ver que el hamiltoniano de grafeno a bajas energias en Ec. (2.1.10) preserva
la simetria electrén-hueco, lo que significa que el espectro de energia es simétrico con
respecto a e(k) = 0. Sin embargo, esta simetria deja de preservarse al considerar
interacciones a segundos vecinos en el hamiltoniano de amarre fuerte [3]. Por otro
lado, en sistemas de Dirac con un espectro anisotropico e inclinado descritos por
el hamiltoniano en Ec. , la simetria electron-hueco no se preserva, esto es,
o.H¢(k)o, # —H¢(k), debido al término proporcional a v; en el hamiltoniano, el
cual da lugar a la inclinacién de las bandas de energia. Este rompimiento de simetria
se manifiesta en las propiedades fisicas del sistema, por ejemplo, en su respuesta

éptica [38].



2.4. SIMETRIAS EN SISTEMAS DE DIRAC 35

Simetrias de inversion espacial e inversion temporal

Entre las simetrias méas importantes en un sistema de Dirac se encuentran la si-
metria de inversion espacial y la simetria de inversion temporal, las cuales garantizan
la presencia de fermiones de Dirac sin masa. Se dice que un sistema de Dirac preserva

la simetria de inversién espacial si su hamiltoniano satisface [77]

o H* (~k)o, = H™ (k). (2.4.5)

Esta simetria hace referencia a la simetria al intercambiar los sitios de las subre-
des A y B (ver Seccién 2.1). Asi, al preservarse esta operacién, la probabilidad de
ocupacion de las cuasiparticulas es la misma para ambas subredes. Note que atn si
el hamiltoniano contiene un “término de masa” dependiente del valle del tipo Ao,
(mismo que se refleja como una brecha de energia en el punto de Dirac de magnitud
2|A%]), la simetrfa de inversién espacial continia preservdndose siempre y cuando
AT = —A~. Si no se cumple esta condicién, la simetria de inversién espacial deja de
preservarse, por lo que es posible romper dicha simetria al abrir brechas de energia
en el espectro, las cuales pueden ser inducidas por la presencia de impurezas que
afecten preferentemente a una subred sobre la otra, tal como el dopaje por nitrégeno
[78], o por la interaccién con sustratos de SiC [79] o de hBN [80]. Esto es altamen-
te deseable para inducir transiciones metal-aislante y tener mayor control sobre las

propiedades electronicas.

Por otro lado, se dice que un sistema de Dirac preserva la simetria de inversion

temporal si su hamiltoniano cumple [77]

(H~(—K)]* = H* (k). (2.4.6)
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En un sistema de Dirac, se dice que las funciones de onda en los puntos K y K’ estan
relacionadas por simetria de inversiéon temporal, ya que esta simetria es equivalente
a una reflexiéon sobre el eje horizontal en el espacio de momentos, y al sustituir
k, — —k, en la funcién de onda en la vecindad del punto K, se recupera la funcién de
onda en la vecindad del punto K’ (ver por ejemplo la Ec. ) Asi, introducir un
término en el hamiltoniano del tipo Afo,, preserva la simetria de inversién temporal
siempre y cuando AT = A~. La ruptura de esta simetria se puede realizar al aplicar
un campo magnético al sistema. Este separa el espectro de energia en niveles de
Landau y da lugar al efecto Hall cudntico [60]. Sin embargo, también es posible
romper la simetria de inversién temporal sin introducir un campo magnético externo.
Por ejemplo, se pueden inducir campos magnéticos locales, ya sea por sustratos o

impurezas magnéticas, dando lugar a un efecto Hall cudntico anémalo [81].

Si un sistema preserva simultaneamente la simetria de inversién espacial y la

simetria de inversion temporal, su hamiltoniano satisface

o [H (K)o, = H*(K). (2.4.7)

Esto es, el hamiltoniano no puede contener términos del tipo Afe,, ya que la pre-
servacién simultdnea de ambas simetrias se logra cuando A* = —A#*, dando lugar a
A* = 0. Los nodos de Dirac estdn protegidos por ambas simetrias, tal que si alguna

de ellas se viola aparece una brecha de energia en el punto de Dirac.



Capitulo 3

Conductividad 6ptica

3.1. Teoria de respuesta lineal y formalismo de

Kubo

Al perturbar externamente un sistema cuantico en su estado de equilibrio, éste
respondera modificando sus niveles de energia y sus ocupaciones. Esto se puede
caracterizar a través de su funcién respuesta, que determina la relacion entre la
perturbacion externa y la respuesta del sistema. Cuando la magnitud de la pertur-
bacién es lo suficientemente pequenia, una buena aproximacion es considerar que la
respuesta es proporcional (lineal) a la perturbacién. Bajo estas circunstancias, la
funcion respuesta del sistema queda determinada completamente por una constante

de proporcionalidad, que a su vez depende de las propiedades de equilibrio [82].

A continuacién se deriva la funcién respuesta de un sistema cuantico a un campo
electromagnético dependiente del tiempo (o AC). Sin embargo, dentro de la teoria

de respuesta lineal, es posible estudiar la respuesta de un sistema a una amplia

37
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variedad de perturbaciones externas, ya que un sistema fisico tiende a responder de
forma distinta a cada perturbacién. Entre estas funciones respuesta se encuentran
la susceptibilidad de carga y de espin debida a la presencia de campos eléctricos
y magnéticos externos, conductancia y funcion dieléctrica, por mencionar algunas.
Ademas, también es posible estudiar la respuesta a vibraciones externas o fuerzas

mecanicas utilizando esta teoria.

Para comenzar con el tratamiento de la teoria de respuesta lineal, se considera
un sistema cuantico en equilibrio a temperatura fija T descrito por un hamiltoniano
independiente del tiempo Hj con eigenvalores {E,} y eigenestados {|n)}. Se desea
conocer cudl es el valor esperado de una cantidad observable descrita por un operador
A después de que el sistema es retirado del equilibrio por una perturbacién externa

dependiente del tiempo V' (), esto es, se desea conocer (A) a orden lineal en V(¢).

Antes de introducir la perturbacion, el valor esperado de A se evalia a través de

la matriz de densidad py de la siguiente manera

(A) = Tr{poA} = Zio > e kT (n) Aln) (3.1.1)

con la matriz de densidad dada por

1 1
— o Ho/kpT _ 70 Zn: o En/kpT In)(n|, (3.1.2)

Po = 7o

donde Zy =), e~ En/kBT eg 1a funcién de particién y kg la constante de Boltzmann.
La matriz de densidad es utilizada para describir un sistema cuantico lo suficiente-
mente grande, tal que no es posible describirlo con un solo vector de estado, sino
con un conjunto completo de éstos con su correspondiente conjunto de probabilida-

des, las cuales determinan la contribucién de cada estado (o sub-estado) al sistema



3.1. TEORIA DE RESPUESTA LINEAL Y FORMALISMO DE KUBO 39

completo. En el limite clasico, dichas probabilidades vienen dadas por la funcion de
Maxwell-Boltzmann

w, = ie—En/’fBT, (3.1.3)

la cual determina la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado con

energia F,.

Ahora, a un tiempo t = tg, se aplica la perturbacién externa V(t), tal que el

hamiltoniano del sistema fuera de equilibrio toma la siguiente forma

donde O(z) es la funcién escalén unitaria. Para encontrar el valor esperado de A a
un tiempo ¢ > ¢, es necesario estudiar la evolucion temporal de los eigenestados del
sistema sin perturbar. Para ello, se utiliza la representacién de interaccion, lo cual
resulta conveniente cuando el hamiltoniano del sistema perturbado se puede escribir
en términos del hamiltoniano del sistema sin perturbar y la perturbacion externa,
tal como en Ec. . En esta representacion, la evolucién de los estados cuanticos

se define de la siguiente manera
(1)) = e (1), (3.1.5)

donde la dindmica de |n(t)) es gobernada por la ecuacién de Schrédinger dependiente

del tiempo

0
ihs: () = H(#) [n(t)) (3.1.6)
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Calculando la derivada temporal de |(t)) se recupera

0 0
S AD) = o (e )

. 0 i
— zHot/h_ -
e g In(t)) + "

= e H(E) [n(t)) + e Hy [n(t)) (3.1.7)

1y (1)

en donde en el dltimo paso se ha considerado la Ec. (3.1.6). Multiplicando ambos
lados de la ecuacién anterior por ih y considerando la Ec. (3.1.5)), se recupera la

siguiente ecuacion de Schrodinger para los estados en la representacién de interaccién

0 -
i [(8)) = V(0)[a(0)) (3.1.8)

donde V (t) = et/ (t)e~iHot/h o5 la perturbacién en la representacién de interac-
cion. Similarmente, es posible escribir la dependencia temporal de los estados en esta
representacién a partir del operador de evolucién temporal, esto es, [a(t)) = U(t) |n),

donde U(t) es el operador de evolucién en la representaciéon de interaccion,

U(t) = eot/h(¢)eHot/m (3.1.9)

Entonces, dada la Ec. (3.1.8), el operador de evolucién temporal satisface la siguiente

ecuacion de Schrodinger

ih=—U(t) = V()U(2). (3.1.10)

Considerando ahora que la perturbaciéon V(t) es lo suficientemente pequena com-

parada con el hamiltoniano del sistema en equilibrio Hy, de acuerdo a teoria de
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perturbaciones dependiente del tiempo a primer orden en la perturbacién, la solu-

cién a la ecuacién anterior toma la siguiente forma

Ut)=1- %/t dt' V(). (3.1.11)

to

Dado que ya se cuenta con una expresién para el operador de evoluciéon temporal
a orden lineal en la perturbacién, se procede a estudiar la evolucién temporal de

(A(t)), la cual estda dada por

(A(t)) = Zio S e E kT (n(t)| Aln(t)) (3.1.12)

Considerando la imagen de interaccion, es posible escribir los estados |n(t)) como
sigue

In(t)) = e Ho/h 7 (1)) = e HURTT(¢) |n) . (3.1.13)

Sustituyendo la ecuacién anterior en la Ec. (3.1.12]) se recupera lo siguiente
1 o ) . A
(A1) = > e kT U (t)e ot A= MOV () ) (3.1.14)
0 n

Ahora, sustituyendo la expresion del operador de evolucién temporal en Ec. (3.1.11])
en la ecuacién anterior, la evolucién temporal de (A(t)) a primer orden en la pertur-

bacién toma la siguiente forma

SARS

(A(t))y = =) e En/ksT (p] [1 +7%[: dt’V(t’)] A(t) [1 -

n

/t: % V(t’)} In)

e Ll - 1 [ a i), Vel b @)

2
|
gV

to

donde A(t) = eHot/h A(t)e~"Hot/I eg 1a cantidad observable en la representacion de
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interacciéon, y se han despreciado términos cuadréaticos en la perturbacion. Resulta

conveniente introducir la siguiente notacion
(0)y= - > e /5T (n|Oln), (3.1.16)

esto es, (O), representa el valor esperado de un operador O con respecto al hamilto-
niano del sistema en equilibrio Hy. Con esta nueva notacion, la Ec. (3.1.15|) se escribe

de la siguiente forma

(Aw) = (4w) —%/t ar {[A@), V)] - (3.1.17)

0 to

La ecuacién anterior es conocida como férmula de Kubo [83], vy es el resultado prin-
cipal de la teoria de respuesta lineal. Dicha ecuacion expresa el valor esperado de
una observable A(t) con respecto a un sistema cudntico retirado del equilibrio por
una perturbacién pequena V (t), en funcién de una funcién de correlacién retardada

(o causal) del sistema en equilibrio.

3.1.1. Funcidon respuesta para la conductividad 6ptica

Se desea encontrar una expresion para la respuesta lineal de un sistema de particu-
las cargadas a una onda electromagnética a frecuencia finita, esto es, la conductividad
optica. Para ello, se considera un sistema de electrones homogéneo bajo la accién de

una onda electromagnética plana definida por un potencial vectorial magnético y un
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campo eléctrico de la forma

A(r,t) = Agelar—e (3.1.18)

E(r,t) = Eéelar—b, (3.1.19)

respectivamente, donde w es la frecuencia de la onda y q su vector de onda, con |Ag|
y |Eo| la magnitud del potencial vectorial y del campo eléctrico, respectivamente.
En teoria de respuesta lineal, la onda electromagnética externa induce una corriente
eléctrica en el sistema de particulas cargadas proporcional al campo eléctrico externo,

esto es,

(Jf(w)) = Zaij(W)Ej(w)7 j=,y, (3.1.20)

donde o;j(w) es el tensor de conductividad dptica, el cual expresa la respuesta del
sistema en direccién ¢; a un campo eléctrico en direccion é;, donde i, j represen-
tan coordenadas espaciales cartesianas. Ademds, Jf(w) es el operador cudntico de
densidad de corriente eléctrica, por lo que su valor esperado (Jf(w)) es lo que se
mide experimentalmente [84]. En el caso més general, cuando el sistema es inho-
mogéneo, el campo eléctrico externo E(w) induce pequenas corrientes en el sistema
que producen otros campo eléctricos que contribuyen a la conductividad [82]. Tal
caso no se esta considerando en el presente tratamiento. Ahora, el hamiltoniano de
una particula cargada no relativista bajo la acciéon de un campo electromagnético

tiene la siguiente forma (ver Apéndice

H(t) = %]p A D, (3.1.21)
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donde p = —1AV es el operador de momento, m la masa de la particula y e su carga
eléctrica. Despreciando términos cuadraticos del potencial vectorial magnético (dado
que se considera que el campo perturbativo es pequeno), el hamiltoniano anterior se
puede escribir como la suma del hamiltoniano del sistema en equilibrio Hy = |p|?/2m

y el término correspondiente a la perturbacion externa,

_p? e

donde el término correspondiente a la perturbacion esta dado por
V()= —Sp-Alr, ). (3.1.23)
m

El operador cuantico de densidad de corriente eléctrica dado el hamiltoniano en Ec.

(3.1.22)) tiene la siguiente forma
Jé(r,t) = IV (r,t) + I°(x, 1), (3.1.24)

donde el primer término corresponde a la contribucion paramagnética, y el segundo

a la diamagnética, esto es,

h
Paramagnética: JP(r,t) = —elm{¢*(r,t)v¢(r,t)}, (3.1.25)
m
2
Diamagnética: JP(r,t) = —e—A(r,t)p, (3.1.26)
m

donde (r, ) es la funcién de onda asociada a la particula'y p = |1 (r, )|? la densidad
de probabilidad. La contribuciéon paramagnética es la usual corriente de probabilidad
en mecanica cuantica, mientras que la contribucion diamagnética aparece como con-

secuencia del campo electromagnético externo. Dado lo anterior, el valor esperado



3.1. TEORIA DE RESPUESTA LINEAL Y FORMALISMO DE KUBO 45

de la densidad de corriente eléctrica en direccion é; esta dado por

(JE(0) = (T () + (TP (1)) (3.1.27)

Para estudiar la evolucion temporal de la cantidad anterior y asi encontrar una
expresion para la conductividad 6ptica, se utiliza la férmula de Kubo en Ec.
en la ecuacién anterior. Sin embargo, de acuerdo a la Ec. , la contribucion
diamagnética es proporcional a la perturbacién, por lo que dentro de la teoria de
respuesta lineal el valor esperado de la contribucion diamagnética se reduce a tomar

el valor esperado de la densidad de probabilidad en el equilibrio, esto es,

(JP(1)) = == Ai(r, ) (), - (3.1.28)

Ahora, aplicando la férmula de Kubo al valor esperado de la contribucién para-

magnética de la densidad de corriente

Fw) =+ [ at (177w, V), (3.1.29)

to 0

en donde se ha considerado que el sistema en equilibrio no lleva ninguna corriente, tal
que <JZ-P>0 = 0. Es posible escribir la perturbacién V(¢) en Ec. (3.1.23)) en términos

del operador J¥ considerando que
JF=e——=¢>. (3.1.30)

Tomando el limite de longitud de onda larga (q — 0), el potencial vectorial magnético

y el campo eléctrico en Ecs. (3.1.18)-(3.1.19)), respectivamente, solamente dependen

del tiempo, esto es, A(t) = Age ' y E(t) = Ege ! Ademés, de acuerdo a las
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ecuaciones de Maxwell, estas dos cantidades se relacionan de la siguiente manera

E(t) = —%A(t) — iwA(t), (3.1.31)

Entonces, considerando las Ecs. (3.1.30))-(3.1.31)), la perturbacion externa se puede

escribir de la siguiente forma

e E(t). (3.1.32)

1
W

V(t) =
Considerando lo anterior, la formula de Kubo en Ec. (3.1.29)) se reescribe como sigue
i [* A i
re) = - [ (e, Lre s
h to w 0

_ %Z /t:dt’ CAQ! j;’(t’)]>0Ej(tf). (3.1.33)

Ademas, dado que no se estan considerando efectos transitorios, es posible tomar

ty — —o0,
(1)) = %Z /_ ar (P (e), T B (3.134)

Por otro lado, se desea encontrar una expresiéon para la conductividad éptica en
funcién de la frecuencia, por lo que se considera la transformada de Fourier del valor

esperado de la densidad de corriente

) = [ dees i)

= /Oo dte™" (J}(t)) +/OO dte™" (JP (1)), (3.1.35)
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La primera integral del lado derecho de la ecuacién anterior corresponde a la trans-

formada de Fourier de la contribucién paramagnética, esto es,

Trw) = [ de (T

—00

_ %; /:dtem /_;dt' (P @), F) B(t). (3.1.36)

Considerando el cambio de variable t — ¢’ — 7 se recupera

(JP(w)) = %Z/_Zdteiwt /OoodT (P ), JPO)) Byt =), (3137

Introduciendo ahora el factor e“"e~“" dentro del integrando

0

1 0 ) e ) ) A A
(TPw) = =3 / dt ¢t /0 dr T <[J}°(T), J;?(O)]> E(t—7), (3.1.38)
j —0o0
se identifica la transformada de Fourier del campo eléctrico

Ey(w) = / dt DB (¢ — 7). (3.1.39)

—00

Entonces, el valor esperado de la contribucién paramagnética en funcion de la fre-

cuencia del campo electromagnético externo toma la siguiente forma

(TP (W) = %Z/ﬂw dr e ([J(7), T O)]) Ej(w). (3.1.40)
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Ahora, considerando la segunda integral del lado derecho de la Ec. (3.1.35)), la cual

corresponde a la transformada de Fourier de la contribucién diamagnética,

) = [ ae )

e’n [ 4
= - dte™ A, (1), 3.1.41
[ dret A (3.141)

donde n = (p), es la densidad de particulas. Escribiendo el potencial vectorial en
funcién del campo eléctrico de acuerdo a la Ec. (3.1.31)), el valor esperado de la

contribucion diamagnética en funcion de la frecuencia queda de la siguiente manera

(Pw) = S8 [ aen

— 00

= “Tpw), (3.1.42)

donde nuevamente se ha identificado la transformada de Fourier del campo eléctri-

co. Finalmente, de las Ecs. (3.1.40) y (3.1.42)), el valor esperado de la densidad de

corriente eléctrica toma la siguiente forma

ie2n

U = o X [ e (R, ), Biw) + S Ew)

mw

;2

= | e (e o), + s ). 1)

Comparando la expresion anterior con la Ec. (3.1.20]), se recupera la siguiente ex-
presion para la conductividad éptica en funcién de la frecuencia del campo electro-

magnético externo

en
W‘S”} , (3.1.44)
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donde

o0

I (w) = Zlh /0 dr " <[j§’(7), jf(o>]>0 , (3.1.45)
es la funcién de correlacion corriente-corriente. En la expresiéon anterior se ha introdu-
cido un mecanismo de relajacién artificial a través de la sustitucion w — © = w+1n.
El significado fisico de la cantidad 7 radica en el hecho de que la respuesta a la
perturbacion externa debe decaer cuando 7 — oo debido a algiin mecanismo de disi-

pacién [85], lo cual hace converger la integral (3.1.45)). Eventualmente se debe tomar

el limite n — 0™ al final de los cdlculos.

Para un sistema cuantico relativista con un espectro energético sin masa, tal como
un sistema de Dirac, la derivacion de la conductividad optica es bastante similar, y
se recupera al considerar una pequena desviacién cuadratica en el hamiltoniano del
sistema en equilibrio, la cual se hace tender a cero al final de los célculos (ver Ref.
[86]). Esto permite definir una contribucién diamagnética adecuada de la densidad de
corriente eléctrica en esta clase de sistemas. Ademaés, es posible reescribir la formula

de Kubo para la conductividad de la siguiente forma [87]

75() = = [Ty (w) ~ T(0)], (3.1.46)
donde
11,(0) = lim % /0 ar = (LI (7), JFO)), (3.1.47)

tal que al comparar con la Ec. (3.1.44), se observa que el término —(i/@)IL;;(0)
corresponde a la contribucién diamagnética. La expresion en Ec. (13.1.46) resulta
conveniente para evaluar la respuesta de un sistema de Dirac a un campo electro-

magnético.
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Tensor de conductividad optica en su forma espectral

La férmula de Kubo para la conductividad 6ptica se puede reescribir en su forma
espectral desarrollando la funcién de correlacién corriente-corriente en Ec. (3.1.45)).

Para ello, se escribe explicitamente el valor esperado del conmutador en el equilibrio

M) = 5 [ dee™ 3 fle) (@I F @, PO A0} (3045
0 Ak

donde
1
e(EA_EF)/k'BT + 1 ’

flex) = (3.1.49)

es la funcién de distribucién de Fermi-Dirac, la cual es utilizada para describir Fer-
miones, tal como electrones, y £ = €)(k) son los eigenvalores del hamiltoniano del
sistema en equilibrio, con los correspondientes eigenestados denotados como [, (k)).

Escribiendo la suma en k como una integral

) = = /0 e / (;’W’;;ﬂeo (WAL (1), T ()] [a(k)) - (3.1.50)

Haciendo la integral en el tiempo, la funciéon de correlacién toma la siguiente forma

Y

Mo = ¢ [ 55 (e - oy 2002 00K 050K 0 )

2 _ , ~
(27‘_) A EX EN + hCL)

(3.1.51)
donde se ha considerado el operador de velocidad v; = (1/e)J} de acuerdo a la Ec.

(3.1.30]). Considerando la ecuacién anterior en la formula de Kubo en Ec. (3.1.46]),
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se recupera la siguiente expresion para la conductividad éptica

O'ij(w> = —ie2h/ (di Z <f(€>‘) - f<5X>> (Oa(k)| vi [1hy (k) (x (k)| Uj [Ua(k)) ‘

271')2 Ex —EN 5)\—€>\/—|—hﬁ)

N
(3.1.52)

Para visualizar mejor las distintas contribuciones que participan en la conductividad
optica, resulta conveniente reescribir la ecuacion anterior como la suma de la con-
ductividad intrabanda y la conductividad interbanda expandiendo la suma en A, X

de la siguiente manera

o Pk <f<a>—f<s»>> (2 06) i [ () (o 1) 5 16 )

(27T)2 S N = EN — EN Ex—Ex + ho
- d*k flea) = flen) ) Walk)[vi [ (k) (P (k)| vj [¥a(k))
o h/(?TrP% Ex — EN > Ex—Ex + hw )
N#A
= o W) + 0" (W), (3.1.53)

intra

77 (w) denota la contribucién intrabanda de la conductividad, la cual esta

tal que o

dada por

o) =15 3 [ G (7t 0l 09 (5001 14209
(3.1.54)
donde se ha considerado el limite X' — X de (f(ex) — f(ex))/(ex — ex) como la
derivada parcial 0f(e,)/0e. Tomando ahora el limite  — 07 en la ecuacién anterior,
es posible reescribir la contribucién intrabanda de la siguiente forma

oM (w) = Dy; 6(w) + i Im o7 (w), (3.1.55)

v [

donde, por las relaciones de Kramers-Kronig, el peso de Drude D;; esta dado por

D;; = mlim,,_ow Im a”‘t”‘( )]. La conductividad intrabanda describe las transiciones
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dentro de una misma banda de energia justamente en el nivel de Fermi, la cual se
manifiesta a frecuencias pequenias y decae como 1/w.

Finalmente, la contribucion interbanda de la conductividad denotada como Jf?te’"(w)

en Ec. (3.1.53) tiene la siguiente forma

ginter (o) — —ith/ d*k $ (f(EA) - f(@«)) (a(k)| v [x (k) (Wx ()| v5 [¢a(k))

K (27‘()2 Ex—EN ex—Ex + hw

A
N#X

(3.1.56)
Este tipo de contribucion estd relacionada con la absorcion de la energia del fotén
incidente, dando lugar a transiciones verticales de un estado ocupado a uno desocu-
pado. La expresion anterior sera utilizada para calcular la conductividad interbanda

de sistemas de Dirac en el Capitulo [f

3.2. Conductividad Hall

Como se discutié anteriormente, en un sistema homogéneo e isotrépico un campo
eléctrico externo genera una corriente en la misma direccién del campo, conocida
como corriente de deriva. Sin embargo, es posible generar una polarizaciéon de carga
transversal al campo eléctrico, comunmente asociada con la presencia de un campo
magnético uniforme normal al sistema. El campo magnético externo genera una
fuerza de Lorentz sobre los electrones, los cuales tienden a moverse en direccién
perpendicular al campo eléctrico que los acelera. Este fenémeno es conocido como
efecto Hall, el cual es 1til para medir la densidad de los portadores de carga en
el sistema y para fabricar sensores de efecto Hall encargados de detectar campos

magnéticos [84].

De manera mas fundamental, la respuesta Hall en el sistema resulta del rom-
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pimiento de la simetria de inversién temporal [81]. Un campo magnético rompe la
simetria de inversion temporal, generando una polarizacién transversal a la corriente
de deriva. Sin embargo, existen otros mecanismos capaces de romper dicha simetria
en ausencia de un campo magnético externo, tal como la presencia de impurezas
magnéticas o sustratos ferromagnéticos, lo cual introduce un flujo magnético pe-
riddico local normal al sistema con un flujo total nulo a través de la celda unitaria.
Esto abre la posibilidad de generar una respuesta Hall en el sistema sin la necesidad

de un campo magnético externo, dando lugar a un efecto Hall ancémalo.

Para el calculo de la conductividad Hall a partir de la formula de Kubo, se con-
sideran las componentes fuera de la diagonal del tensor de conductividad o,,(w) =
a;’;t”(w). La contribucién intrabanda de la respuesta Hall es por lo general despre-

ciable, ya que ésta proviene de la contribucién diamagnética, la cual forma parte
de las componentes en la diagonal del tensor (ver Ec. (3.1.44))). Entonces, de la Ec.
(13.1.56)), la conductividad Hall queda determinada por

i) = it [ 5 (L) = Hex)) @l i) Ky 45(K)

(27‘(’)2 EX —EN ex —ex + ho

XA
N#
(3.2.1)

La expresién anterior describe la respuesta del sistema en direccién y a un campo

eléctrico en direccién x. Tomando el limite de frecuencia cero, se recupera la siguiente

expresion para la conductividad Hall anémala [88]

02y (0) = —6—;; / (;‘ZQT’; F(e2) 92 (K), (3.22)
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donde

()| ve [¢hx (k) (o (k)| vy [a(K)) — (= > y)

(ex —ex)?

Oa(k) =ih* Y

N#X

. (323)

es la curvatura de Berry [89], la cual es una manifestacién local de las propiedades
geométricas de las funciones de onda en el espacio de parametros, en este caso el
espacio de momentos. La expresion en Ec. refleja la contribucién intrinseca de
la conductividad Hall anémala, la cual es inicamente dependiente de las propiedades

topoldgicas de la estructura de bandas a través de la curvatura de Berry [90].

3.3. Ecuacion de transporte de Boltzmann

El estudio de fenémenos de transporte dentro de la fisica de la materia con-
densada es frecuentemente abordado utilizando la teoria semicldsica de Boltzmann
[84]. Entre las propiedades fisicas capaces de ser exploradas utilizando esta teoria
se encuentran, por ejemplo, la conductividad térmica inducida por un gradiente de
temperatura, la resistividad eléctrica, y la viscosidad en un fluido. Ademas, el trans-
porte de electrones en gases ionizados y en solidos es estudiado en la mayoria de
los casos utilizando la ecuacion de Boltzmann. Muchos resultados disponibles de la
conduccién de electrones en semiconductores son derivados de tal ecuacion con un

gran acuerdo con los resultados experimentales.

En un sistema constituido por un gran niimero de particulas, los promedios de las
cantidades macroscopicas son determinados por el comportamiento microscépico de
las particulas que constituyen el sistema. Dado que el estudio de cada constituyente

es un problema intratable, se recurre a su comportamiento estadistico al momento
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de evaluar las cantidades macroscopicas de interés [91], tal como la conductividad

eléctrica.

Para el estudio del transporte electrénico en un sélido, se recurre a la funcién de
distribucién de los electrones en el sistema. Al aplicar un campo eléctrico externo,
éste acelera a los portadores de carga en direccion contraria, alterando la funcién
de distribuciéon. Uno de los mecanismos mas importantes que contribuyen a la con-
ductividad eléctrica a bajas temperaturas es la dispersiéon por impurezas, y gracias
a que éstas se pueden considerar como estaticas y simétricas, las colisiones entre los
electrones y las impurezas son completamente eldsticas, lo cual es importante desde
un punto de vista experimental. Ademas, la poblacion de fonones no se ve afecta-
da, ya que la transferencia de momento a los fonones es suficientemente pequena.
Otro aspecto a considerar en el transporte es que las interacciones entre electro-
nes a través de la fuerza de Coulomb pueden afectar ciertamente el movimiento de
éstos. Sin embargo, este tipo de interacciones s6lo cobra importancia en sistemas con
una alta densidad de electrones. Dadas estas consideraciones, el nimero de electro-
nes dispersados de un punto a otro en el espacio de momentos estd completamente
determinado por la funcién de distribucién, la cual es suficiente para describir el

transporte electronico.

La funcién de distribucion f en su forma mas general depende de la posicién, el
momento y el tiempo [92], esto es, f = f(k,r,t). De acuerdo al teorema de Liouville,
la funciéon de distribucién permanece constante a lo largo de una linea de flujo o
trayectoria del sistema, esto es, la densidad de puntos del sistema en la vecindad de

algin punto del sistema viajando en el espacio fase es constante con el tiempo, lo
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cual se puede expresar de la siguiente forma
f(k+dk,r+dr,t+dt) = f(k,r,t). (3.3.1)

Al considerar colisiones debido a impurezas, la funcién de distribucion se ve alterada,

tal que

Fk+dk,r+dr,t+dt) — f(k,1,t) = —dt (2{) (3.3.2)

donde el término (0, f)o indica la tasa de cambio debido a los procesos de colision.
Ahora, se identifica el diferencial total de la funcién de distribucion del lado izquierdo

de la ecuacién anterior, esto es,

df = dtg+dr Vief+dk-Vif+dt (g{) =0. (3.3.3)
Entonces
af  of dk of B
TtV Ve ka+(8t> =0. (3.3.4)

La ecuacion anterior es conocida como ecuacion de transporte de Boltzmann, la cual
gobierna el cambio en el tiempo de la funcién de distribuciéon f. A pesar de la falta
de rigurosidad en la derivacién de la ecuacion de Boltzmann, ésta se toma como
empiricamente bien justificada gracias a la concordancia entre las predicciones de

esta teoria y los resultados experimentales.

3.3.1. Ecuacion linealizada: corriente eléctrica

Para derivar una expresion de la corriente eléctrica a partir de la teoria de Bol-
tzmann, se considera un sistema bidimensional homogéneo con impurezas aleato-

riamente localizadas. Al aplicar un campo eléctrico E independiente del tiempo, se
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genera una corriente estacionaria en el medio. Consecuentemente, la funcién de dis-
tribucién f(k,r,t) que describe a los electrones en el sistema es independiente de la
posicién r (homogeneidad) y del tiempo ¢ (flujo estacionario), por lo que solo depen-
de del momento k, esto es, f = f(k) [84]. Bajo estas consideraciones, la ecuacién de

transporte de Boltzmann en Ec. (3.3.4]) se reduce a lo siguiente

dk of (k)

o Vif(k) + (T)col =0. (3.3.5)

La ecuacién de movimiento semiclasica para un electron en un estado de Bloch k
sujeto a un campo electromagnético (o fuerza de Lorentz) tiene la siguiente forma
[92]

dk

h% = —¢(E+v x B), (3.3.6)

donde B es el campo magnético y v la velocidad del electrén. Sustituyendo la ecua-
cién anterior en la Ec. (3.3.5), y considerando que no hay campo magnético, se

recupera lo siguiente

_ %E Vi f (k) + (afa—(tk))col = 0. (3.3.7)

A continuacién se considera un mecanismo de relajacién que involucra la introduccién
de un tiempo de relajacion 7(k) en el término de colisién. Para ello, se asume que la
funcién de distribucién f(k) tiende a regresar a su estado de equilibrio (en ausencia
de un campo eléctrico externo), definido por una funcién de distribucién fy(k), como
consecuencia de las colisiones con impurezas. Entonces, el cambio en el tiempo de

f(k) debido a colisiones es proporcional a la diferencia entre f(k) y fo(k), esto es,

oF (k) 706 — fo()
( ot )ml:_ ) (3.38)
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Esta ecuacién define el tiempo de relajacién para transporte [84]. Sustituyendo la
relacién anterior en la Ec. (3.3.7)), se recupera la siguiente ecuacién diferencial para

la funcion de distribucién
e
f(k) = fo(k) — ﬁT(k) E-Vif(k). (3.3.9)

Ademas, considerando que la magnitud del campo eléctrico externo es pequena, el
cambio que sufre f(k) también es pequeno, por lo que la funcién de distribucién

se evaliia a primer orden en el campo eléctrico. Dado esto, es posible aproximar

Vi f(k) = Vi fo(k). Entonces,

7(0) = folle) = 57(k) B - Vicfo(k). (3:3.10)

Considerando ahora la regla de la cadena

ka()(k) = Vks(k) % = hV(k)

9fo

- (3.3.11)

donde e(k) denota el espectro de energia y v(k) = (1/h)Vke(k) es la velocidad de
grupo. Finalmente, se recupera la siguiente expresién para la funcion de distribucién
a primer orden en el campo eléctrico

dfo

709 = fo(l) = e (1) (B v(k)) 2. (3.3.12)

Para el cédlculo de la corriente eléctrica, se considera el valor esperado del operador

de densidad de corriente. De acuerdo a la Ec. (3.1.30))

Jy=ec(v)=e>_ fk)v(k), (3.3.13)
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donde se ha promediado sobre la funcion de distribucion de los electrones. Cambiando

la suma en k por una integral en dos dimensiones

(J)=e / djf F(k) v(k). (3.3.14)

Sustituyendo la funciéon de distribucién en Ec. (3.3.12)) en la ecuacién anterior se

obtiene lo siguiente

(J) = e/% (fo(k) —er(k) (E-v(k)) %) v(k). (3.3.15)

El término dentro del integrando que involucra fy(k) da el valor esperado de la
corriente eléctrica en el equilibrio, el cual se anula ya que se asume que no hay
corriente antes de aplicar el campo eléctrico externo. Por lo tanto, se recupera la

siguiente expresion para la densidad de corriente eléctrica

(J) = ¢ / (;lﬁl;v(k)T(k) (E-v(k)) (-%). (3.3.16)

La ecuacién anterior es el resultado principal de la teoria de Boltzmann aplicada
al estudio de la corriente eléctrica en un medio homogéneo a primer orden en el
campo eléctrico externo. La conductividad eléctrica se recupera a través de la ley de
Ohm (ver Ec. (3.1.20)), y ya que se estd considerando que el medio es homogéneo e

isotropico, la corriente fluye en la misma direccién que el campo eléctrico.

Como se discutio anteriormente, la funcién de distribucién adecuada para descri-
bir electrones es la distribucién de Fermi-Dirac en Ec. (3.1.49). A temperatura cero,
tal distribucién toma la forma de una funcién escalén unitaria. Por lo tanto, la den-

sidad de corriente eléctrica a temperatura cero queda determinada por la siguiente
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expresion

(J) = e / (;lﬂl;v(k)T(k) (E-v(k))5(e(k) — cr) . (3.3.17)

La ecuacién anterior sera utilizada en el Capitulo 4| para calcular la corriente eléctrica

de grafeno con distorsion Kekulé bajo radiacién electromagnética.

3.3.2. Tiempo de relajacién

El concepto de tiempo de relajacion es ampliamente utilizado en fisica para des-
cribir mecanismos que involucran el regreso al estado de equilibrio de un sistema
perturbado. En fisica de la materia condensada, resulta bastante ttil ya que per-
mite entender el transporte electrénico en sélidos. Para recuperar una expresion del
tiempo de relajacién 7(k) introducido anteriormente en la ecuacién de Boltzmann
para la corriente eléctrica (ver Ec. ), se parte de la definicién del tiempo de
relajacion en Ec. . De dicha ecuacién es posible concluir que 7(k), al igual que
la funcién de distribucién, debe depender de la perturbacién externa, asi como de la
geometria de las bandas de energia, ya que el tiempo de relajacion es precisamente
un funcional de la funcién de distribucién [93]. El cambio en el tiempo de f(k) de-
bido a dispersiones fue denotado anteriormente como (9 f(k))co1, €l cual también se
puede entender como la tasa de dispersién de un electrén de ir de un estado k a un
estado k’, la cual es proporcional a f(k)[1 — f(k’)], menos la tasa de ir de un estado
k' a un estado k, la cual es proporcional a f(k’)[1 — f(k)], esto es [84],

A’k

- (25) - TR [ (a0 = 0] = w1~ £0)
(3.3.18)

donde A es el area de la muestra y wy la probabilidad de que un electrén en un

estado k sea dispersado horizontalmente (con la misma energia) a un estado k’. En
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ausencia de campo eléctrico externo (fuerzas de aceleracion), el término de colisién
anterior se anula, lo que significa que el nimero de electrones dispersados de un
estado k a un estado K’, es igual al nimero de electrones dispersados de un estado

k’ a un estado k [91].

Como se discutié anteriormente, las impurezas en el solido son estaticas y simétri-
cas, ademas de no tener excitaciones internas, tal que los portadores de carga son
dispersados eldasticamente, por lo que se debe cumplir wy = wy. Entonces, la Ec.
(13.3.18)) se reescribe de la siguiente forma

P00~ o) [
[ Gl — e (3319

Debido a las impurezas presentes en el sistema, un electron con momento inicial k es
dispersado eldsticamente con un momento final k’. Solamente los electrones con un
momento inicial en el contorno de Fermi pueden ser dispersados, ya que por debajo
de la energia de Fermi todos los estados estan ocupados, y por arriba de ésta no
hay electrones excitados. Ademas, por tratarse de colisiones elasticas, la energia de
los electrones se conserva al momento de la colisién, por lo que los vectores de onda
k y k' estdn confinados al contorno de Fermi, esto es, e(k) = e(k’) = ep. Dado
esto, y considerando que la funcién de distribucién en el equilibrio fy(k) solamente
depende de la energia del sistema, se concluye que fo(k) = fo(k'). Entonces, es

posible reescribir la Ec. (3.3.19)) de la siguiente forma

ﬂﬁl@@:A/dyﬁ&%ﬁ%%ﬂmﬂ—ﬁWMM% (3.3.20)

7(k) (2m)?

Sustituyendo en la ecuacién anterior la funcién de distribucion en Ec. (3.3.12) que

se recupero a partir de la ecuacion de Boltzmann, se obtiene la siguiente expresién
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para el tiempo de relajacion

L[ rE)Ev))]
7(k) _A/(27r)2 {1 k) (E-v(k) | " (3.3.21)

La ecuacion integral anterior es exacta dentro de la teoria de transporte de Boltzmann

para el caso de colisiones eldsticas [94].



Capitulo 4

Grafeno con distorsion Kekulé

bajo radiacion electromagnética

4.1. Espectro de Floquet

En el Capitulo [2| se proporcioné una breve descripcién de varios sistemas de
Dirac bidimensionales de actual interés. Entre ellos, se discutieron las propiedades
electrénicas del grafeno con una distribucion periddica de enlaces fuertes y débiles,
conocido como grafeno con distorsion Kekulé. En este sistema, la celda unitaria es tres
veces mayor que la del grafeno pristino, tal que la primera zona de Brillouin se dobla
hacia el centro acoplando los conos de Dirac. Ademas, se introdujo el hamiltoniano
a bajas energias de las dos fases de distorsion Kekulé; la textura Kek-Y (v = £1) y

la textura Kek-O (v = 0).

Para el estudio del espectro energético de grafeno con distorsion Kekulé bajo in-

cidencia normal de radiacion electromagnética se introduce un acoplamiento minimo

63
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p — w(t) = p — eA(t) (ver Apéndice [B|) en el hamiltoniano a bajas energias en Ec.
([2-2.4), donde A(t) = (Ax(t), Ay(t)) es el potencial vectorial magnético, el cual es
una funcion periddica del tiempo con periodo T = 27 /€, con {2 la frecuencia angular
de la onda electromagnética externa. El potencial vectorial anterior corresponde a
una onda electromagnética propagandose perpendicular al plano XY en donde se
encuentra la capa de grafeno. Dado esto, el hamiltoniano de grafeno con distorsién
Kekulé irradiado toma la siguiente forma

P LS UNE X0 )

A*QI(t)  wvpo - m(t)

donde el operador que mezcla los valles @, (t) es ahora una funcién del tiempo, el

cual esta dado por

3too, si v=0,
Qu(t) = (4.1.2)
vp(vm(t) —imy(t))oy si v ==%l,

donde 7, (t) = p, — eA,(t) y m,(t) = p, — eAy(t). Se observa que para v = 0 el ope-
rador (), permanece invariante. Ademas, el hamiltoniano en Ec. es también
una funcién periddica del tiempo, con periodo igual al del campo electromagnético
externo. Para el estudio de la dindmica de los portadores de carga en este sistema
irradiado se parte de la ecuacion de Dirac

z’h%\l/(k, t) = H(t)¥(k,1), (4.1.3)

donde ¥(k,t) es un espinor de cuatro componentes a determinar, el cual contiene las

amplitudes de onda en las subredes A y B para los valles K y K’. Resulta conveniente
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escribir el hamiltoniano en Ec. (4.1.1) como la suma del hamiltoniano en su estado

base en Ec. (2.2.4)) (denotado aqui como Hy), y la parte dependiente del tiempo, esto

H(t) = Hy+ V(t), (4.1.4)
donde
V() — —esz o-Alt) AW, (t) | (4.15)
A*WI(t) —evpo - A(t)

con el operador W, (t) definido como

W, (t) = ’ doreh (4.1.6)
vp(V As(t) —id,(t))oo si v ==l

Como se mencioné anteriormente, el hamiltoniano es una funcién periédica del tiem-
po, por lo que para derivar el espectro de grafeno con distorsion Kekulé sujeto a una
onda electromagnética se utiliza el teorema de Floquet (ver Apéndice . A partir
de este teorema se deduce que la solucion a la ecuacién de Dirac en Ec. es
del tipo W(k,t) = e /" ®(k,t), donde ¢ = e(k) se le conoce como cuasienergia,
andlogo al cuasimomento en el teorema de Bloch, y ®(k,t) es una funcién periddica
del tiempo con el mismo periodo que el de la onda electromagnética externa, cono-

cido como modo de Floquet. El tratamiento que se seguird a continuacion consiste

en proponer soluciones de la forma [40)]

U(k,t) = e "N " a, (k1) @ (t), (4.1.7)

n=1

con los coeficientes a,,(k,t) (m € {1,2,3,4}) a determinar, y donde ¢,,(t) son vec-
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tores de cuatro componentes, soluciones de la siguiente ecuacion diferencial

m%@m@ = V()om(t), (4.1.8)

con V(t) dado en Ec. (4.1.5). Dada la forma de la propuesta en Ec. (4.1.7)), el modo

de Floquet correspondiente tiene la siguiente forma

O(k,t) = > an(k,t) @n(t). (4.1.9)

Sustituyendo la propuesta en la ecuacién de Dirac, se recupera el siguiente sistema
de ecuaciones diferenciales acopladas para los coeficientes a,,(k, t)
9 4
ihoam(k, ) = > Hyn(t) an(k,t) — cam(k,t). (4.1.10)

n=1

donde H,,,(t) = ¢! (t)Hop,(t). Para determinar la forma de los espinores ¥ (k,t) y
de las cuasienergias (k), se considera primero que la onda electromagnética externa
se encuentra circularmente polarizada. Después, se considera el caso de polarizacién

lineal.

4.1.1. Excitacion con radiacion circularmente polarizada

Como se mencioné anteriormente, se esta considerando una onda electromagnéti-
ca viajando normal al plano XY, por lo que su fase es del tipo QQz — Q2t, donde @)
es su vector de onda. Es posible suponer que la capa de grafeno es completamente
bidimensional, por lo que se puede despreciar la tercera dimensién tomando z = 0.

Entonces, considerando que la onda externa se encuentra circularmente polarizada,
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el potencial vectorial magnético toma la siguiente forma
Ey .
A(t) = ﬁ(COS(Qt), sin(Qt)), (4.1.11)

donde Ej es la amplitud del campo eléctrico. El campo eléctrico correspondiente
dado el potencial vectorial magnético anterior se recupera de la siguiente forma de

acuerdo a las ecuaciones de Maxwell

E(t) = —%A(t} = Eo(sin(Q¢), — cos(Qt)). (4.1.12)

Habiendo planteado lo anterior, a continuacion se procede a estudiar los espectros
de Floquet de grafeno con distorsién Kek-Y y grafeno con distorsién Kek-O baja luz

circularmente polarizada.

Textura Kek-Y

Se considera primero grafeno con distorsién Kek-Y con v = 1 y un pardmetro de
Kekulé real, esto es, A = Ay. El caso con v = —1 y un A complejo es equivalente
bajo una transformacién unitaria [17]. Entonces, la ecuacién diferencial en Ec. (4.1.8])

toma la siguiente forma

ih%gom(t) = —evp [(a A1) @ pio + Ao oo ® (- A(t))] em(t), (4.1.13)

donde se ha introducido un nuevo conjunto de matrices de Pauli y;, el cual actia
sobre el grado de libertad de valle o isoespin, y donde A(t) estd dado en Ec. (4.1.11])).
Dado que la ecuacién diferencial anterior es del tipo @(t) = L(t)z(t), donde L(t) es

una funcion periddica del tiempo, es posible hacer uso del teorema de Floquet para
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resolver dicha ecuacién. Después de hacer los correspondientes calculos se encuentra

que los vectores ¢, (t) tienen la siguiente forma

Eem /(o + nhQ) (B + EnhQY)

N gy €|/ (a = hQ) (6 + EnhQ)
Sﬁm()—‘ﬂg,n()—W — )
ny/ (o + nhQ)(B — Enhs)

e\ /(a — nhQ)(B — EnheY)

(4.1.14)

con £ = £ y n = &£, donde se ha definido

a = hOy/1+ (2E)2, (4.1.15)

\/7
B = hQy\/14 (2A0E)2, (4.1.16)

con

(4.1.17)

una cantidad adimensional. Ademads, los vectores ¢,,(t) se denotan de la siguiente
manera: @1(t) = @4 (), pa2(t) = - (1), w3(t) = o +(t) v pa(t) = ¢4,-(f). Da-
dos los vectores en Ec. , el siguiente paso es pasar a resolver el sistema de
ecuaciones diferenciales en Ec. . Desafortunadamente no es posible resolver
analiticamente tal sistema de ecuaciones para cualquier amplitud y frecuencia del
campo eléctrico externo, por lo que se sigue el procedimiento estandar utilizado en
el estudio de sistemas cudnticos bidimensionales irradiados [40], el cual consiste en

pedir E <1, 0de igual forma

(egF) By < hQ. (4.1.18)
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La expresion anterior se puede entender como una interaccién débil entre el campo
eléctrico externo y el momento dipolar inducido ev /2 en comparacién con la energia
de un fotén AS). Bajo estas consideraciones, es posible aproximar a &~ [ ~ k{2 en las
amplitudes de los vectores en Ec. (4.1.14)), pero manteniendo la expresion exacta en la

fase de la exponencial compleja, ya que éste es un factor oscilante. Consecuentemente,
la matriz H(¢) en Ec. (4.1.10) toma la siguiente forma

0 e~ illa—hQ)t/h+0] A o—il(B—hQ)t/h+0] 0
eil(a—=hQ)t/h+0] 0 0 Age—HB=1)t/n+0]
H(t) = UFhki
Ageil(B—h)t/h+6] 0 0 e—il(a—hQ)t/h+0]
0 Aoei[(ﬁfhﬂ)t/fwrﬂ eil(@—nQ)t/h40] 0

(4.1.19)

donde 6 = tan~'(k,/k,). Ahora, para eliminar la parte temporal en el sistema
de ecuaciones diferenciales, se expresan los coeficientes a,(k,t) en términos de una
transformacion unitaria, esto es, a,,(k,t) = Zizl Upnn(t)bn(k), con los coeficientes

bn(k) a determinar, y donde el operador unitario U(t) tiene la siguiente forma

ei(2ﬁQ—a—B)t/2h 0 0 0
0 ei(af,b’)t/Qh 0 0
U(t) = . (4.1.20)
0 0 ei(ﬁ—a)t/Qh 0
0 0 0 6i(a+ﬁ—2ﬁﬂ)t/2h

Considerando lo anterior, a partir de la Ec. (4.1.10|) se recupera el siguiente problema

de eigenvalores

b1 (k) Q) — (a+B)/2 wvphke ™™ vphkAge™™ 0 b1 (k)

bo(k) vphke® (a—pB)/2 0 vphkAge™" bo (k)

oo || ophkage? 0 (B—a)/2  vphkei® by (K)

ba(k) 0 vphkAge?®  vphke?  (a+B)/2 —hQ) \bs(k)
(4.1.21)
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Finalmente, considerando la condicion de solucion no trivial en la ecuacién ante-
rior, se recuperan las siguientes cuasienergias de grafeno con distorsiéon Kek-Y bajo

radiacion circularmente polarizada

(k) = n% [\/(a —hO)? + (2uphk)? + €/ (B — Q)2 + (2A0thk)2]. (4.1.22)

Es importante notar que aparecen dos brechas de energia de magnitud diferente en

el cuasiespectro para k = 0, una para el cono externo (§ = —),

e, _=a—[F=nQ <\/1 + (2E)? — \/1 + (2A0E)2) , (4.1.23)
y otra para el cono interno (£ = +),
€% 4 = €% + 203, (4.1.24)
donde 0¢¥, es la brecha energética entre los conos concéntricos
6l = B — hQ = hQ ( 1+ (2A00E)? — 1) : (4.1.25)

En la Fig. [1.1](a) se muestra el espectro de Floquet de grafeno con distorsién Kek-Y
irradiado con luz circularmente polarizada, considerando una amplitud del campo
eléctrico Fy = 9 V/m y una frecuencia angular 2 = 0.5 THz, con un pardmetro
de Kekulé Ay = 0.1. En la Fig. 4.1(b) se muestra el mismo espectro de forma

esquematica, ilustrando las diferentes brechas de energia en el espectro.
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@  ey/hQ (b)

Figura 4.1: Espectro de Floquet de grafeno con textura Kek-Y bajo radiacién circularmente
polarizada, considerando un pardmetro de Kekulé Ay = 0.1. (a) Cuasiespectro de energia
tomando una amplitud de campo eléctrico Ey = 9 V/m y una frecuencia angular @ = 0.5
THz, en donde se ha definido k; = kjvr/Q (i = x, y). (b) Esquema de las cuasienergias,
en donde se aprecian las brechas de energias 5%7 Ly 5%7_, correspondientes al cono interno
y externo, respectivamente. Ademads, se aprecia la brecha de energia (56% entre los conos
concéntricos. Las lineas punteadas corresponden al espectro de energia en ausencia de

campo electromagnético externo.

Ademas, se encuentran los siguientes estados de Floquet para la misma textura

e, (k) = e "

)
) : (4.1.26)
)
)

donde

b¥(k) = /\/e*”er{[ag,’_ /2 — €Sk [e% /2 — 47 (k)] — (A3 - 1)(vphk)2}, (4.1.27)

b5(k) = N2e 0 Aguphkey (k) (4.1.28)
1700 = N (e g §m) (A3 - 1ed /2 - (A3 + D)
e _/2+ k) L :

—(Af - 1)2(vphk)2}7 (4.1.29)

b0 = N[0 — 24 /2 [0 + 4, /2] + (A3 - D)(ophk)?}, (4.1.30)
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con N una constante de normalizacién. Los resultados anteriores convergen con los
resultados ya conocidos de grafeno pristino irradiado con luz circularmente polariza-

da al tomar el limite A — 0 [40].

Textura Kek-0O

Se considera ahora grafeno con distorsién Kek-O (v = 0) bajo radiacién circu-
larmente polarizada, y se procede de manera similar al caso de grafeno con textura
Kek-Y para el estudio del espectro de Floquet. Para esta textura, la ecuacién dife-

rencial en Ec. (4.1.8)) toma la siguiente forma

ih%gpm(t) = —cvp(o - A1) @ popm(t), (4.1.31)

con el potencial vectorial magnético dado en Ec. . Nuevamente es posible
hacer uso del teorema de Floquet para resolver la ecuacion anterior, ya que ésta
es del tipo @(t) = L(t)x(t), con L(t) una funcién periédica del tiempo. Entonces,
después de hacer los célculos correspondientes, se encuentra que los vectores ¢, (t)

tienen la siguiente forma

ne " M2\ Jor + nhQ)
einat/h | /2, [or — i)
0

(4.1.32)

0
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0
einat/h 0

enl®) =0 == | AR
a | pe=i®2 /o TR

oi92/2 \/m

donde nuevamente los vectores ¢,,(t) se denotan de la siguiente forma: o;(t) =

et (D), 2(t) = oo (), @s(t) = @4 (1) ¥ pa(t) = p-—(¢). Dados los vectores

anteriores, el siguiente paso es resolver el sistema de ecuaciones diferenciales en Ec.
(4.1.10)). Al igual que en el caso de grafeno con distorsion Kek-Y, se considera que los
pardmetros de la onda electromagnética externa satisfacen £ < 1 (ver Ec. (4.1.18))),

tal que es posible aproximar a &~ A} en las amplitudes de los vectores ¢,,(t) en

Ecs. (4.1.32)-(4.1.33)), manteniendo la expresién exacta en la fase de la exponencial

compleja por ser un factor oscilante. Entonces, al resolver la Ec. (4.1.10) haciendo
los célculos correspondientes, se recupera el siguiente cuasiespectro de grafeno con

distorsion Kek-O bajo radiacion circularmente polarizada

e&(k) = n%\/(GtOAO tEa— ERO)? + (2uphk)?. (4.1.34)

Analizando el espectro de Floquet anterior, se observa que no hay degeneracién
cuando se compara con el espectro de energia de grafeno con textura Kek-O en
ausencia del campo electromagnético externo. El espectro de cuasienergias consiste
en dos conos concéntricos con brechas de diferente magnitud en k = 0. Para el cono

externo (£ = —), la brecha energética estd dada por

6(93’7 = 6t0A0 — o+ hQ) = 6t0A0 + h$2 (1 — 1 + (2E~>2> , (4135)
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y para el cono interno (£ = +),
£h.4 = 6toAg + a — hQ = 6tgA¢ — he) <1 —\/1+ (QE)Q) , (4.1.36)
con la brecha entre los conos concéntricos dada por
dedy = a — hA. (4.1.37)

En la Fig. (a) se muestra el cuasiespectro de energia de grafeno con distorsion
Kek-O bajo luz circularmente polarizada con un parametro de Kekulé Ag = 0.1, y
con los parametros del campo externo dados por Fg =9 V/m y Q = 0.5 THz. En
la Fig. (b) se muestra el mismo cuasiespectro de energia de forma esquematica,
ilustrando las diferentes brechas de energia. Nuevamente los resultados convergen a
los resultados de grafeno pristino bajo radiacién circularmente polarizada al tomar

el limite Ay — 0 [40].

4.1.2. Excitacion con radiacion linealmente polarizada

Para el caso en el que la onda electromagnética externa se encuentra linealmente
polarizada, nuevamente se considera que la capa de grafeno es puramente bidimensio-
nal, tal que es posible despreciar la tercera dimension. Entonces, el potencial vectorial
magnético correspondiente a una onda linealmente polarizada toma la siguiente for-

ma

A(t) = %(cos(m), 0). (4.1.38)

Sin pérdida de generalidad se ha tomado que el campo eléctrico oscila tinicamente

a lo largo del eje horizontal, esto para simplificar los calculos. El campo eléctrico



4.1. ESPECTRO DE FLOQUET 75
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Figura 4.2: Cuasiespectro de energia de grafeno con textura Kek-O bajo radiacién circu-
larmente polarizada, considerando un pardmetro de Kekulé Ay = 0.1. (a) Cuasiespectro de
energia tomando una amplitud de campo eléctrico Ey = 9 V/m y una frecuencia angular
2 = 0.5 THz. (b) Esquema del espectro de Floquet, en donde se aprecian las brechas de
energia 8%7 Ly 5‘?)7_, correspondientes al cono interno y externo, respectivamente. Ademas,
se aprecia la brecha de energfa de{, entre los conos concéntricos. Las lineas punteadas
corresponden al espectro de energia en ausencia del campo electromagnético externo. Se
observa la ausencia de degeneracién en el espectro de Floquet cuando se compara con el
espectro de energia sin campo externo.

correspondiente tiene la siguiente forma

E(t) = —%A(t) = Ey(sin(Q), 0). (4.1.39)

A continuacién se estudia el espectro de Floquet de grafeno con distorsién Kek-Y y

con distorsion Kek-O bajo radiacion linealmente polarizada.

Textura Kek-Y

Para el estudio del cuasiespectro de grafeno con distorsion Kek-Y bajo radiacion
linealmente polarizada se considera nuevamente v = 1 en el hamiltoniano en Ec.

[@1.4) con un pardmetro de Kekulé real (A = A,). Dado esto, la ecuacién diferencial
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en Ec. (4.1.8)) toma la siguiente forma

d

ihagpm(t) = —evp [(o‘ A1) @ pio + Ao oo @ (- A(t))]gom(t), (4.1.40)

donde A(t) estéa dado en Ec. (4.1.38)). Escribiendo explicitamente el potencial vecto-

rial en la ecuacion anterior se recupera la siguiente ecuacion diferencial

0 1 Ay 0

d E 1 0 0 A
ih— oml(t) = - ;]ZUF cos(Q) " om(®). (4.1.41)

t Ap 0 0 1

0 Ay 1 0

Por integracién se encuentra que los vectores ¢,,(t) tienen la siguiente forma

£1
I , Enl
om(t) = peg(t) = SemPUT et , (4.1.42)
nl
1

los cuales se denotan como sigue: 1(t) = @4 (1), wa(t) = p_ _(t), w3(t) = p_ 1 (t) y
©4(t) = w4 _(t). Dados los vectores anteriores, el siguiente paso es resolver el sistema

de ecuaciones diferenciales en Ec. (4.1.10)).

Como se comenté anteriormente, el modo de Floquet en Ec. (4.1.9) es una funcién
periédica del tiempo con el mismo periodo que el de la onda electromagnética externa

(T = 27/Q), por lo que es posible escribir los coeficientes a;(k,t) (7 € {1,2,3,4})
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como una serie de Fourier, esto es,

o0

aj(k,t) = Y ™ (k), (4.1.43)

m=—0oQ

donde f; (k) son los coeficientes de Fourier a determinar. Sustituyendo la expresién
anterior en el sistema de ecuaciones diferenciales en Ec. (4.1.10)), se recupera el

siguiente sistema de ecuaciones algebraicas para los coeficientes de Fourier

(e 9]

> (e =mhQ)e™ M i) =Y Y e fr (k) Hy(t). (4.1.44)

m=—o0 n=1 m=—o0

Ahora, es posible expandir las exponenciales complejas en los vectores en Ec. (4.1.42))

utilizando la expansion de Jacobi-Anger

pEizsin(¢) _ Z Jo(£2)e?, (4.1.45)

S=—00

donde J4(z) es la s-ésima funcién de Bessel de primera clase. Considerando esto, y
utilizando la condicién de ortogonalidad de las exponenciales complejas dependientes

del tiempo,

27/ ' ‘
/0 dt Pt — 5 (4.1.46)

el sistema de ecuaciones en Ec. (4.1.44)) toma la siguiente forma

(e = mhQ) fimlk) = > [ S7 (T, Frns(6) 4 K fom) | (4.147)
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donde se han definido las matrices

1+ Ay 0 0 0
0 —(1-2Ay) 0 0
K = vphk cos(6) : (4.1.48)
0 0 1—Ap 0
0 0 0 —(14 Ay)
y
0 —Js(=2E)  —AgJs(—2A0E) 0
Js(2E 0 0 —AoJs(—2A0E
T, = ivphiksin(6) (2E) i o7 0 )
AoJs(2A0F) 0 0 —Js(—2E)
0 Ao Js(2A0F) Js(2F) 0

(4.1.49)
Dado que no es posible resolver de forma analitica el sistema de ecuaciones alge-
braicas para los coeficientes de Fourier en Ec. , se considera un campo elec-
tromagnético externo de alta frecuencia, tal que /A ~ 0y vpk/Q ~ 0. Entonces,

es posible aproximar la Ec. (4.1.47]) para m # 0 de la siguiente manera

fim(k) = thZ Z (), Frm—s(®),  m 0. (4.1.50)

n=1 s=—oo

Tomando en cuenta que la condicién de normalizacién de las funciones de onda impli-
ca que |f;m(k)| <1,y que las funciones Bessel satisfacen |J;(z)| < 1, evidentemente
la dnica solucién aceptable a la Ec. es fimzo(k) = 0 (j = 1,2,3,4) [40].
Por lo tanto, es posible despreciar todos los coeficientes de Fourier f;,,(k) excepto

aquellos para m = 0. Bajo estas consideraciones, el sistema de ecuaciones en Ec.
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(4.1.47)) se reduce al siguiente problema de eigenvalores para las cuasienergias

[Jo + K —elyxa| ® =0, (4.1.51)

donde I,y 4 es la matriz identidad de 4 x 4. Considerando la condicion de solucién no
trivial en la ecuacién anterior, se recupera el siguiente cuasiespectro de energia de

grafeno con distorsién Kek-Y bajo la accién de luz linealmente polarizada

eV1(k) =17 vphk<\/(3082 (0) + J2(2E)sin® (0) + €A, \/(3082 (0) + J2(2A0E) sin® (6)),

(4.1.52)
donde se ha considerado que la funcion de Bessel de la primera clase de orden cero es
una funcién par Jo(—z) = Jy(2). Dada la expresion del espectro de Floquet anterior,

la condicién de alta frecuencia /h2 ~ 0 y vpk/Q ~ 0, se puede reescribir como
vphk < hSY, (4.1.53)

esto es, las cuasienergias en Ec. son vélidas cuando la energia del fotén Af2
asociado al campo electromagnético externo es mucho mayor que la energia de las
cuasiparticulas en grafeno pristino. Evidentemente, el cuasiespectro de energia en
Ec. es altamente anisotrépico como consecuencia de la interaccion de los
portadores de carga en el sistema con el campo externo, lo cual introduce funciones
de Bessel en la relacion de dispersion. A diferencia del caso de incidencia de luz
circularmente polarizada, para este caso las cuasienergias permanecen sin brecha.

Ademas, al tomar el limite Ag — 0, se recupera el espectro de Floquet de grafeno
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Figura 4.3: Esquemas del espectro de Floquet de grafeno con distorsion Kek-Y bajo ra-
diacién linealmente polarizada, donde las lineas punteadas indican el espectro en ausencia
de campo externo. (a) Cuasiespectro de energia tomando k, = 0, en donde se observa
como el espectro permanece invariante ante la incidencia de radiacién. (b) Cuasienergias
tomando k, = 0, en donde se aprecia el cambio en la pendiente de los conos inducido por
la interaccién electrén-fotén.

pristino bajo radiacién linealmente polarizada [40]. En la Fig. |4.3(a) se muestra el
espectro de Floquet de grafeno con distorsién Kek-Y bajo luz linealmente polarizada
tomando k, = 0, el cual corresponde al espectro de energia de las cuasiparticulas
moviéndose a lo largo de la direccién de oscilacion del campo eléctrico de la onda
externa, ilustrando como el cuasiespectro coincide con el espectro antes de introducir
el campo externo. En la Fig. |4.3(b) se observa el mismo espectro de Floquet pero
ahora tomando k, = 0, correspondiendo al cuasiespectro de energia de los portadores

de carga moviéndose perpendicular a la direccién de oscilacion del campo eléctrico

externo, apreciandose como la incidencia de radiacion vuelve anisotrépico el espectro.

Textura Kek-O

Para el estudio del espectro de Floquet de grafeno con distorsién Kek-O (v =
0) bajo la accién de una onda electromagnética linealmente polarizada se procede

de forma similar al caso de grafeno con textura Kek-Y. Para la textura Kek-Y, la
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ecuacién diferencial en Ec. (4.1.8)) toma la siguiente forma

d

ihacpm(t) = —evp(o - A1) @ po pm(t), (4.1.54)

donde el potencial vectorial magnético A(t) estd dado en Ec. (4.1.38]). Sustituyendo

explicitamente la expresién del potencial vectorial se recupera la siguiente ecuacién

diferencial
0100
d E 1000
ih—om(t) S (OZUF cos(Qt) om(t). (4.1.55)
t 000 1
0010

Por integracion se obtienen las siguientes soluciones a la ecuacién anterior

nl 0
1 . s 1 1 . - 0
me(t) = (70777+<t> — _emEsm(Qt) ’ me(t) = _ (t) _ _eansm(Qt) :
V2 0 V2 0
0 1
(4.1.56)

donde nuevamente los vectores ¢,,(t) se denotan de la siguiente forma: o;(t) =
01+ (t), pa(t) = v +(t), @3(t) = i —(t) ¥y @a(t) = p_ _(t). Ahora, para resolver el
sistema de ecuaciones diferenciales en Ec. , se sigue el mismo procedimien-
to utilizado anteriormente para grafeno con distorsion Kek-Y bajo luz linealmente
polarizada, tomando nuevamente la aproximacion de alta frecuencia en Ec. .
Haciendo los calculos correspondientes, se encuentra el siguiente espectro de Floquet

de grafeno con distorsiéon Kek-O irradiado con luz linealmente polarizada

et (k) = ny/ (vphk)? [ cos? (6) + J3(2E) sin? (6)] + (3t020)2 J3(2E)
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Se observa nuevamente que el cuasiespectro de energia es altamente anisotrépico al
considerar luz linealmente polarizada. Ademas, al comparar el cuasiespectro anterior
con el correspondiente espectro en ausencia de campo externo (ver Ec. (2.2.8), la

brecha energética en k = 0 se ve reducida, tal que ahora tiene la siguiente magnitud

e = 6ty Aol Jo(2E)], (4.1.57)

observando cémo en ausencia de campo externo (E — 0y Jo(2E) — 1) se recupera
la brecha de energia de magnitud 6tyAg en grafeno con distorsién Kek-O. En general,
la incidencia de radiacién linealmente polarizada sobre grafeno con textura Kek-Y
es equivalente a hacer la transformacién k, — |Jy(2E)|k, (cuando el campo eléctrico
oscila a lo largo del eje horizontal) en la relacién de dispersion en Ec. (2.2.8), y
reducir la brecha de energfa en k = 0 por un factor |Jy(2E)|, de acuerdo a la Ec.
(4.1.57). En la Fig. [4.4]a) se observa el espectro de Floquet en Ec. tomando
k, = 0, y en la Fig. [4.4(b) tomando k, = 0, ilustrando cémo la incidencia de luz
linealmente polarizada vuelve anisotrépico el cuasiespectro de energia y reduce la

brecha energética en comparacion con el caso en ausencia de radiacién.

Otro aspecto importante que se observa en la relacion de dispersion en Ec.
(4.1.57)), es que para J0(2E) = 0 el espectro de Floquet se mantiene sin brecha,
esto es,

ed (k) = nuphk cos(0) = nuphk,, si Jo(2E) = 0. (4.1.58)

El cuasiespectro de energia anterior presenta bandas no dispersivas cuando § = +7/2,
lo que significa que los portadores de carga se localizan en direccion perpendicular a

la oscilacién del campo eléctrico externo.
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(a) Eo (b) Eo

Figura 4.4: Esquema del cuasiespectro de energia de grafeno con distorsion Kek-O bajo
la accién de luz linealmente polarizada, tomando (a) k, = 0, y (b) k; = 0. Las lineas
punteadas corresponden al espectro de energia en ausencia de radiacién, apreciandose la
anisotropia de los conos y como la brecha de energia en £ = 0 se reduce como consecuencia
del campo externo.

4.2. Conductividad DC

Para estudiar més a profundidad las propiedades de transporte de grafeno con
distorsion Kekulé bajo radiaciéon electromagnética, se procede a calcular la conduc-
tividad estética de grafeno con textura Kek-Y bajo la accién de luz circularmente
polarizada dentro del enfoque de la teoria de transporte de Boltzmann desarrolla-
da en la Seccion Como se comentd anteriormente, la dispersion por impurezas
presentes en la muestra es el mecanismo que contribuye a la conductividad eléctrica
dentro de esta teoria. Entonces, se consideran funciones delta de Dirac como disper-
sores distribuidos aleatoriamente, tal que el potencial de dispersion toma la siguiente

forma [95]

Ur) = Z Uy 6(r — ). (4.2.1)

Algo importante de senalar es que las transiciones horizontales entre valles (interva-
lle) se pueden llevar a cabo en grafeno con distorsién Kekulé, ya que como se discutié

anteriormente, los conos de Dirac son traidos al centro de la zona de Brillouin, que-
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dando separados por un momento mas pequeno. Entonces, tanto transiciones intra-
valle (transiciones horizontales dentro del mismo valle) como intervalle contribuyen
a la conductividad eléctrica. Considerando el cuasiespectro de energia de grafeno con
distorsion Kek-Y bajo radiacion circularmente polarizada 5@”7(k) en Ec. (4.1.22)), y
una energia de Fermi positiva (¢x > 0), la probabilidad de transicién horizontal por
unidad de tiempo de un portador de carga de conduccién (n = +) de un estado
inicial k en el cono £, a un estado final k’ en el cono &', se calcula utilizando la

aproximacién de Born, la cual toma la siguiente forma [40] 90]

wie = —|xk,k| U2 6 (57 (k') — €57 (k)), (4.2.2)
donde
4
X = D 0T (k) [0 (k)] (4.2.3)
n=1

con cada 057 (k) en Ecs. ([.1.27)-(#.1.30), y el médulo cuadrado del potencial de

dispersién dado por

1

2
|Uk’k|2 = Z/ACFT ei(k_k,)‘rU(r)‘ A U07 (424)

donde A es el drea de la muestra y Ny = N/A la densidad de impurezas. Al aplicar
un campo eléctrico estacionario E a lo largo del plano de la muestra, se induce una
densidad de corriente J. De acuerdo a la Ec. (3.3.17)), la ecuacién de Boltzmann para

la densidad de corriente eléctrica a temperatura cero esta dada por

T=0.30¢ [ G v k) (B ve) S 1) —er). (425)
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donde se ha introducido el factor g = 2 debido al grado de libertad de espin,
ve(k) = (vea(k),vey(k)) = (1/h)Viey (k) es la velocidad de grupo, y 7¢(k) el
tiempo de relajacién, el cual se recupera a partir de la siguiente expresién (ver Eq.

(3-3.21))

L s [ e ) (B-va(k)] e
7¢e(k) N ;A/d K [1 7e(k) (E - ve(k)) K'k* (4.2.6)

La suma en la Ec. corre sobre los estados iniciales, y la suma en la Ec. (4.2.6|)
sobre los finales. Dado que el sistema es homogéneo e isotropico, la corriente fluye en
la misma direccion que el campo eléctrico. Entonces, sin pérdida de generalidad, se
aplica un campo eléctrico a lo largo del eje horizontal, esto es, E = (E,, 0), tal que

la conductividad o, de acuerdo a la ley de Ohm, queda determinada por o = J,./E,.

Para evaluar la integral en Ec. (4.2.5)), se escribe la funcién 6 como funcién de k

de la siguiente manera

o(k — k%)

S(eT (k) — ep) = == R
0= = o o

(4.2.7)

donde £, es el médulo del vector de onda de Fermi, tal que €51 (k%) = ep. Resulta
conveniente escribir el médulo de la deriva en k de la energia en la ecuacion anterior

en funcion de la velocidad de grupo, esto es,

o(k — k%)

5(e5T (k) —er) = hoe(h)

(4.2.8)

donde ve(k) = |9p eyt (k)| = |ve(k)|. Sustituyendo la expresién anterior en la Ec.
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(b)
—— gr=0.95 meV \\
—— gr=0.25meV Ag = 0.15 S~
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Figura 4.5: Conductividad eléctrica (en unidades de o9 = 4he?v%/mNsUZ) de grafeno
con distorsién Kek-Y bajo radiacién circularmente polarizada en funcién de la irradiancia
del campo externo Iy = egFEZc/2, donde €y es la permitividad eléctrica en el vacio. (a)
Conductividad a una energia de Fermi e = 0.15 meV y varios valores del parametro de
Kekulé Ay. La curva gris punteada corresponde al caso limite de grafeno Ag — 0. (b)
Conductividad considerando Ag = 0.15 y varios valores de la energia de Fermi.

(4.2.5)), la componente J, de la densidad de corriente eléctrica estd dada por

S
= a3 ¢ [ s vealy ) (B ve(i) S,

2w '3
= gsz @ 2h/ d9/ dkkTg(k)US(k)COS 9%7

= 9. E 3 (k5 )ve (KS) - (4.2.9)
3

ATh

Finalmente, la conductividad eléctrica de grafeno con distorsion Kek-Y bajo radia-

cioén circularmente toma la siguiente forma
TnY: 3
olep) = E o hkFTf(kF)U£(kF)- (4.2.10)

Al resolver la ecuacion integral en Ec. (4.2.6)), se recupera una expresiéon para el
tiempo de relajacién 7¢(kS) [97], la cual se ha omitido por brevedad. En la Fig.

4.5(a) se muestra la conductividad eléctrica en funcién de la irradiancia del campo
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externo Iy = egE3c/2, con € la permitividad eléctrica en el vacio, para una energia
de Fermi e = 0.15 meV y varios valores de 4, incluyendo el caso limite Ag — 0,
recuperando la conductividad eléctrica de grafeno pristino irradiado con luz circular-
mente polarizada [40]. En la Fig. [4.5(b) se muestra la conductividad eléctrica para
Ay = 0.15 y varios valores de la energia de Fermi. En todos los casos se observa que

la conductividad eléctrica decrece en funcién de la irradiancia, ya que la magnitud

de las brechas energéticas en Ecs. (4.1.23)-(4.1.24)) son funciones crecientes de la

irradiancia, esto es, al aumentar la irradiancia el sistema se vuelve mas aislante.



Capitulo 5

Propiedades o6pticas de sistemas de

Dirac anisotropicos e inclinados

5.1. Hamiltoniano a bajas energias

Para comenzar con el estudio de las propiedades 6pticas de sistemas bidimensio-
nales masivos con conos de Dirac anisotrépicos e inclinados, se considera el siguiente

hamiltoniano a bajas energias en el espacio de momentos [98]
HE(k) = &(hvogk, I+ hvgkyo, + ERvykyo,) + Alo, (5.1.1)

donde I es la matriz identidad de 2 x 2, y nuevamente o; son las matrices de Pauli
actuando sobre el grado de libertad de pseudoespin. Como se discutié en la Seccién
, el espectro energético de esta clase de sistemas es anisotrépico cuando v, # v,.
Ademas, una velocidad v, finita da lugar al rompimiento de la simetria electron-

hueco, tal que o, H¢(k)o, # —H¢(k) (ver Seccién [2.4). En el hamiltoniano anterior

88
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se ha introducido el término dependiente del valle Afo,, el cual abre una brecha de
energfa en el punto de Dirac de magnitud |2A¢|. Es posible manipular tal brecha
energética de forma independiente en cada valle, ya sea por una textura de espin
en la estructura cristalina del sistema [63], o por la combinacién de incidencia de
luz circularmente polarizada y energias de sitio diferentes en las subredes [98]. Lo
anterior permite tener un control sobre las simetrias del sistema, tal que términos
de masa diferentes, A* # A~ da lugar al rompimiento de la simetria de inversién
temporal. Ademds, la simetria de inversién espacial deja de preservarse si A" £ —A~
(ver Seccién 2.4). Para A¢ = 0, la simetrfa de inversién temporal y la simetrfa de
inversion espacial se preservan simultdneamente, y el hamiltoniano en Ec. se
reduce al hamiltoniano en Ec. , el cual describe las excitaciones a bajas energias
de sistemas de Dirac con conos inclinados y anisotrépicos, tal como borofeno 8-
Pmmn, el semiconductor orgénico a-(BEDT-TTF),I3, y dicalcogenuros de metales de
transicion. Ademas, al tomar v, = v, = vp y vy = 0 se recupera el hamiltoniano que
describe a los fermiones de Dirac sin masa en grafeno, mientras que el hamiltoniano

de borofeno 8-Pmmn se recupera al tomar v, = 0.86 vp, v, = 0.69vr y v¢ = 0.32vp.

El espectro de energia correspondiente al hamiltoniano en Ec. (5.1.1]) tiene la

siguiente forma

(e, ) = €k, + A\ 02k + a2k2 + (A9)2, (5.1.2)

donde a; = hw; (i = x,y,t, F), y A = & denota la banda de conduccién y de valencia,
respectivamente. En la Fig. [5.1(a) se muestran las bandas de energia considerando

brechas energéticas diferentes en cada punto de Dirac. Ademads, se encuentra que los
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espinores asociados a las cuasiparticulas en esta clase de sistemas estan dados por

1 e~i€ox/2, /dE(K) + AAE

U (k) = , (5.1.3)

2d(k) | ) eicon/2, /dE(K) — NAE
donde 2d¢ (k) = €5 (k) —¢* (k) y ¢y = tan"(v,k,/v,k,). Algo importante de notar en
la relacién de dispersién en Ec. es que la cantidad min{e% (k) } —max{e* (k)} =
2|Af]y/T — 42 es menor que la energfa vertical mas pequetia min{e$ (k) — % (k)} =
£5(0) — £5.(0) = 2|A¢[, lo cual implica que la presencia simulténea de la masa (A$)
y la inclinacién de los conos (determinada por la velocidad v;) da lugar a una brecha

de energfa indirecta de magnitud |2A¢|, donde

AS = A8\ /1 — 42, (5.1.4)

con v = v /v, (0 < v < 1) el pardmetro que determina la inclinacién. Dado lo
anterior, se deducen tres escenarios diferentes para la posicion del nivel de Fermi en

cada valle:

(1) |er| > |A%], energia de Fermi arriba de la brecha de energia
(1) |A¢] < |ep| < |AS|, energfa de Fermi en la zona indirecta

(1) |ep| < |A¢], energia de Fermi en la brecha de energfa

Para cada uno de los escenarios anteriores, la respuesta optica del sistema tiene un

comportamiento diferente, como se discute a continuacion.
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Figura 5.1: (a) Espectro de energia 5§(0, k,) de un sistema de Dirac con conos inclinados
y anisotrépicos en ausencia de simetria de valle, considerando AT = 25 meV y A~ = 45
meV. La naturaleza indirecta de la brecha de energia se ilustra en la grafica insertada,
mostrando también los puntos criticos (0, FQT) de las bandas. (b) Energia de Fermi en la
brecha energética, |ep| < |A*|, donde se ilustra la energfa minima 2|A*| para transiciones
verticales. (c) Nivel de Fermi por arriba de la brecha de energia, |ep| > |AT|, donde las
energias hwf y hw; dan las energias minimas y maximas necesarias para transiciones
interbanda, respectivamente.

Contornos de Fermi

Los contornos de Fermi a una energia de Fermi fija cp estan definidos por
5 = {k|&5(k) = er}. De acuerdo a la relacién de dispersién en Ec. (5.1.2),

los contornos de Fermi son elipses centradas en (0, —EAQ¢|er|/|AY]), con Q¢ =

(|A%]/ay)(7/+/1 — 7?), definidas por la siguiente ecuacién

(1= 9)al(k,) + (1 = 7")%a] (ki,y + mf%)z =cp— (A% (5.15)
(ver Fig. [5.2). Se observa que cuando el nivel de Fermi se encuentra en la zona
indirecta, |Af| < |ep| < |A%], la elipse se desplaza completamente a la regién k, <
0 (k, > 0) para EX = + (€A = —), lo cual modifica significativamente el espacio
de momentos disponible para transiciones interbanda con respecto al caso |eg| >
|A¢], tal como se ilustra en las Figs. [5.2(b)-(d). Ademads, las raices de la ecuacién

£5(k) = ep definen los vectores de onda de Fermi, tal que para |ep| > |A¢] la ecuacién
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€§(k, 0) = ep da lugar a las siguientes curvas paramétricas

1 /ehg?(0) — (A%)2[g*(0) — h*(0)] — ENler|h(0)
k§F<9) T ar 2(0) — 12(0) , 0 €10, 2m],
(5.1.6)
y para |A¢| < |ep| < |AY,
ooy L ENer|(=h(0)) £ Verg?(0) — (AS)*[g*(0) — h2(0)] .
f\?(é’) " ap 92(0) — h2(0) 5 0 — 00| < 07,
(5.1.7)
donde 0y = 37/2 (0y = 7/2) si EX = + (€A = —), con h(0) = (o4/ar)sin(f)

caracterizando la inclinacion del espectro, y g*(0) = (a2 /a})cos®(0)+ (o2 /ag)sin®(6)

la anisotropia. Ademds, el dngulo 67 esta definido como

v [eh = (Aeye

o\ e (5.1.8)

*
tan@5 =

Los signos £ en Ec. (5.1.7) definen los arcos qi?(@) y qi:}(@), los cuales forman la

elipse de Fermi que cae completamente en el semiplano k, < 0 o k, > 0, tal que

a5 (02) = €5 (67) (ver Fig.[p.2(d)).

5.2. Transiciones 6pticas: densidad conjunta de es-

tados

Para el estudio del tensor de conductividad optica, resulta conveniente estudiar
antes la densidad conjunta de estados, la cual da informacién acerca de las propie-
dades espectrales del sistema que de igual forma se manifiestan en la conductividad

Optica. La densidad conjunta de estados da el nimero de transiciones verticales po-
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Figura 5.2: Banda de conduccién ei(k) en la vecindad del punto K, considerando At = 25
meV. (a) Energia de Fermi arriba de la zona indirecta |ep| > |AT]. (b) Contorno de Fermi
Ct = {k|ef(k) = ep} ilustrado en (a), donde la regién gris representa al espacio de
momentos disponible para transiciones interbanda (verticales). (c¢) Nivel de Fermi en la zona
indirecta |At| < |ep| < |A*]. (d) Contorno de Fermi ilustrado en (c), donde la curva verde
corresponde al arco qi} (0), y la curva roja al arco qi”;(ﬂ), en el espacio k,; < 0 dentro del
sector |#—3m /2| < 67 . Se observa como el espacio de momentos disponible para transiciones
interbanda (regién gris) es drasticamente reducido en comparacién con el caso ilustrado
en (b). En (b) y (d) también se muestran curvas de resonancia C,' (w) = {k|2d* (k) = hw}
(curvas azules punteadas), las cuales son elipses centradas en el origen definidas para
fiw > 2AT. Solamente los arcos de C(w) que caen dentro de la zona sombreada gris
contribuyen a la respuesta éptica.

sibles entre Ei (k) y et (k) separadas por una energia fw, y estd definida como

T (w) = g, / ,(ka)Q 5(e (k) — €5 (k) — hw), (5.2.1)
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tal que la densidad conjunta de estados total J (w) es la suma de las contribuciones en
la vecindad de cada punto de Dirac, esto es, J(w) = . J ©)(w). El factor g, = 2
en la Ec. se introduce por la degeneracion de espin, y la prima en la integral
indica la regién en el espacio k para la cual se cumple ° (k) < ep < €5 (k), como
resultado del bloqueo de Pauli. Esta desigualdad delimita la regién disponible en el
espacio de momentos para transiciones verticales. Por otro lado, la funcién delta de
Dirac en el integrando restringe la integral a aquellos puntos en el espacio k que caen
sobre las curvas de resonancia definidas por C¢(w) = {(k, k)| 2d*(k., k,) = hw}. En

las Figs. [5.2(b)-(d) se muestran algunas de estas curvas en azul.

Por otro lado, la diferencia de energia 2d*(k, ) entre la banda de conduccién y

de valencia en las curvas de Fermi kf\ r(0)y qif,(@) estd dada por

¢ 5 12719%(0) = EAA(0) V/2iog? (6) — (AS)[g°(6) — h*(6)]
hw; (0) = 206) hQ(e) : (5.2.2)
y
ek () _ o lErlg*(0) £ EN=R(0))VeRg () — (A9)*[g%(0) — h*(0)]
hAE(G) = 2 20 h2(9) . (5.2.3)

respectivamente. Las expresiones anteriores se reducen al valor 2|ep| cuando v = 0,

el cual es el resultado esperado para un sistema con conos de Dirac sin inclinacién.
. - (o +

Ademés, los valores minimos y méximos de hw$(8) y hvy™(0) ocurren en 6 = 7/2 y

0 = 3m/2, los cuales toman las siguientes expresiones

mifler) = ooz (Jeel = 1/5 - (392), (5:2.40)

mfler) = oo (leel + /e - (392) (525)
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tal que ming{hwi (0)} = ming{hy™(0)} = hw' < 2ler|, y maxp{hw(0)} = maxe{m5T(0)} =
hw§ > 2lep| (ver Figs. [5.1(b)-(c)). Nuevamente hw(er) v hws(er) se reducen a 2|ep|

cuando se preserva la simetria electrén-hueco (y = 0).

Continuando con el célculo de la densidad conjunta de estados, la integral en Ec.

(5.2.1) en coordenadas polares toma la siguiente forma para el escenario |ep| > |A8,

2m 00
©(y) = I ¢ _
7O = 2 /0 a6 /k 28 ) ). (5.2.6)

La funcién 0 en la ecuacién anterior se puede escribir como funcién de k de la siguiente

forma
O(k — k. (0))
donde k,.(f) es la rafz de la ecuacién 2d¢(k,0) = hw. La funcién escalén en la

ecuacion anterior proviene de la condicién k > ki 7(6), lo cual implica que hw >

2d’5(/€§7F(9), 0) = hwi(0). Sustituyendo la Ec. (5.2.7) en la Ec. (5.2.6) y haciendo la

integral en k, se recupera la siguiente expresion para la densidad conjunta de estados

2
TOW =0y - [ o O Ol el > 18% 628)
La expresion anterior se anula para hw < hwf, y para hw > hwg toda la region
angular 0 < # < 27 contribuye para transiciones verticales, tal que J©(w > w§) =
(gs/8m)(hw/ ). Se observa que esta expresion es independiente del pardmetro de
inclinacién oy y lineal en la frecuencia. En cambio, para energias hwf < hw < hwg ,
la regiéon angular disponible para transiciones interbanda se ve reducida debido al
rompimiento de la simetria electron-hueco. En la Fig. [5.3(c) se observa una gréfica

de JW)(w) para el escenario |er| > |A*|. En el panel superior se aprecia como
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la regién angular para energfas entre fiw;” y hwy estd delimitada por una frontera
determinada por fw}(6), tal que para esa regién la densidad conjunta de estados no
tiene un comportamiento lineal.

Ahora, para el escenario |Af| < |ep| < |A|, la integral en Ec. (5.2.1) toma la

siguiente forma

g Oo+0 a5 F(0) 00

TO() = L / df / dk k 5(2d° (k, 0)— hw)+ dk k 6(2dS (k. 0) —Tw) | .
(2m)2 Joo-o; 0 §HO)

(5.2.9)

La primera 0 en la expresién anterior se puede escribir nuevamente en funcion de k

de la siguiente manera

5(2d5(k,0) — hw) = O[5 (A) — w]%, (5.2.10)
y la segunda ¢
5(2d(k,0) — hw) = Olw — Vﬁ’w)]%' (5.2.11)

De nuevo, la funcién escaléon en la Ec. proviene de la condicién 0 < k <
qf\’,}(e), tal que 2|A%] < hw < 2d5(q§:}(9),9) = w57 (A). Mientras que la funcién
escalén en la Ec. proviene de k > qﬁ’}(@), por lo que hw > 2d5(q§\’;(9), 0) =
hu§’+(0). Sustituyendo las deltas de Dirac anteriores en la Ec. y haciendo la
integral en k, se recupera la siguiente expresion para la densidad conjunta de estados

en el escenario |A¢| < |ex| < |A],

T (w) = g, {@[Vﬁv—(e) — W]+ 6w — u§’+(9)]} .

(5.2.12)

hw 1 bot+9 1
L O(hw—2|Af 7
Smag2n (W '>/Mg 2(0)

La expresién anterior se anula para hw < 2|A%|. Ademds, para energfas 2|AS| <
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Figura 5.3: Densidad conjunta de estados para transiciones en la vecindad del punto K,
donde se ha tomado AT = 25 meV y se ha definido Jo = (gs/87)(2|AT|/a%). Se consideran
los tres escenarios diferentes para la posicién del nivel de Fermi: (a) |ex| < |AT|, (b)
IAt] < |ep| < |A*] y (c) |er| > |AT|. En los paneles superiores se observa la regién
angular disponible para transiciones verticales (regiéon sombreada) para cada escenario.

hw < hwf y hw > hwg , la region angular disponible para transiciones verticales esta

determinada por [0 — 0| < ¢, tal que para esas energias la densidad conjunta de

estados toma la siguiente forma
_ s T

8T (pry

TO2IAY < hw < hwt) = TO (hw > hwf)

€

donde

(A2~

tan = —_— .
RO

(5.2.14)

En la Fig. [5.3(b) se muestra una gréfica de 7 (w) para el escenario |A*| < |ep| <
|AT]. Se puede apreciar en el panel superior como la regién angular disponible para
transiciones interbanda se reduce para energias iw;” < hw < )" y huj_“Jr < hw <
hwy, como consecuencia de la inclinacién de los conos de Dirac. Ademds, se observa
en la misma figura que la densidad conjunta de estados para este escenario es de
magnitud reducida en comparacién con los casos |ep| > |AT| y |ep| < |A*|, debido

a la naturaleza indirecta de la brecha de energia.
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Finalmente, para el escenario |ep| < |Af|, la integral en Ec. (5.2.1) toma la

siguiente forma

T (w) = (29;)2 /Ozwde/ooodkké@dg(k,@)—hw). (5.2.15)

donde la funcién 9§ se puede escribir como

O(k — k. (0))

6(2d°(k,0) — hw) = O (hw — Z\A’f])m.

(5.2.16)

Sustituyendo la expresion anterior en la Ec. (5.2.15) y haciendo la integral en k, la

densidad conjunta de estados para el escenario || < |A¢| esta dada por

21
TOw) = g, 1 / D o hw - 2a8)) = = g (hw — 9A)). (5.2.17)
0

9s 8ra2 2r J, ¢2(0) 8T avp vy,

Se observa que la expresion anterior es independiente del pardmetro de inclinacién
ay. El comportamiento de la densidad conjunta de estados anterior es similar al del
grafeno con brecha de energia, pero de magnitud reducida como consecuencia de
la anisotropfa en el espectro (o, # o). En la Fig. [5.3|a) se muestra una gréfica
de la densidad conjunta de estados J*)(w) para el escenario |ep| < |AT], obser-
vando en el panel superior que toda la regién angular 0 < 6 < 27 contribuye para
hw > 2A", y que la densidad conjunta de estados se anula para iw < 2A™. En
la Fig. se muestra un mapa de colores de la densidad conjunta de estados total
pI—4 ©)(w;er) como funcién de la frecuencia y la energfa de Fermi. Se ilustra en
la Fig. [5.4a) la densidad conjunta de estados en ausencia de brechas de energia en
el espectro (AT = A~ = 0), donde las curvas punteadas corresponden a las energfas

criticas hwf2(5p). En la Fig. |5.4(b) se considera una sola brecha de energia, esto
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Figura 5.4: Densidad conjunta de estados total J (w;ep)/Jo considerando; (a) AT = A~ =
0,(b) At =25meVy A~ =0,y (c) AT =15 meV y A~ =40 meV. En las figuras (c) y
(b) se tomé Jy como en la Fig.|5.3] En (a) se utilizé At = 25 meV en Jp.

es, AT # 0y A~ = 0. La contribucién correspondiente al cono K’ se comporta
similarmente al caso de la Fig.|5.4{a). En cambio, la contribucién debida al como K,
ademds de presentar las energias criticas hw{,(ep) y el umbral en 2|A*|, también
presenta evidentemente una reduccion en su contribucion para energias de Fermi en
la zona indirecta, es decir, entre A* y AT, Finalmente, en la Fig. 5.4{(c) se presenta

el caso con brechas energéticas diferentes en ambos valles, tomando |AT| > |A™].

5.3. Respuesta 6ptica lineal: tensor de conducti-

vidad

A continuacién se estudia el tensor de conductividad éptica dentro del marco de
teoria de respuesta lineal, misma que se describi6 en el Capitulo 3, el cual determina la
corriente eléctrica inducida en el sistema por un campo eléctrico homogéneo externo
de frecuencia w. A partir del hamiltoniano en Ec. y los eigenestados en Ec.

(5.1.3), se encuentra que las componentes del tensor de conductividad toman la
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siguiente forma

Re ai(f) (w) = Dz(f)é(w) + Re Uz(f)’mter(w), (5.3.1)
Im algf) (w) = Im Ugf)’mtm(w) + Im agf)’mter(w), (5.3.2)
ol (w) = —o)(w) =0l (W), (5.3.3)

donde la etiqueta intra (inter) denota la contribucién intrabanda (interbanda),

(&),intra
1

y D = 7 limg, o[w Im o (w)] = mlim,_olwIme (w)] es el peso de Drude.

Ademas, en el presente modelo se cumple que o,, = —0,,, esto por el rompimiento
de la simetria de inversién temporal. Cabe senalar que el tensor de conductividad
total 0;j(w) esta dado como la suma de las contribuciones en la vecindad de cada
punto de Dirac, esto es, 0j;(w) = > ., O'S) (w). Por brevedad, en las secciones pos-
teriores solo se presenta el calculo de la contribucion interbanda de la conductividad

Optica, sin embargo, cada una de las contribuciones fueron calculadas para el estudio

de distintas propiedades dpticas (ver Ref. [99]).

5.3.1. Conductividad interbanda

Para el estudio de la conductividad interbanda, se utiliza la formula de Kubo
en Ec. . Dado que el sistema que se esta considerando es un sistema de dos
bandas (conduccién y valencia), los indices de banda estan dados por A\, N = =+,
donde el signo + (—) denota la banda de conduccién (valencia). Entonces, se definen
los siguientes elementos de matriz
Vi

Uj

o (k) = (v ()

Ve 1)) (v (k)

Ui (k). (5.:3.4)
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tal que la férmula de Kubo para la conductividad interbanda se escribe de la siguiente

manera

(©) inter k)) — f(c* (k) vs; (k) v, (k)
Y __ngao/ h < 24 (k) > <2d5(li) o 2d€i< hoo
(5.3.5)

donde oy = 2¢?/h. Ademds, anteriormente se definié @ = w + in. A temperatura

cero, la funcién de distribucion de Fermi-Dirac se convierte en un escalén unitario,

tal que la Ec. se reescribe como sigue

(&),inter o h? ' 2 1 v; (k) Ufz(k)
o <w)_zgsa%/ e )<2d5( SR 2d§(k)_m>, (5.3.6)

donde nuevamente la prima en la integral indica la regiéon en el espacio k para la cual
se cumple sé(k) <ep < Ei(k). Ahora, es posible escribir los elementos de matriz

vfj(k) en forma general como
v5;(k) = Revj; (k) + i Im v, (k) (5.3.7)

Ademés, recordando que n — 07, de las relaciones de Kramers-Kronig es posible

rescatar el siguiente resultado

lim — — P (1) - ind(x), (5.3.8)

n—0+t T £ 1n T
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donde P denota el valor principal de la integral. Considerando lo anterior en la Ec.

(5.3.6)), la parte real de la conductividad intrabanda toma la siguiente forma

sinter 52 ! d2k 4d£(k>
Reol§ () =~y [ Wk)[m{vfj(kw(<2d€<k>>2—<hw>2)

— 7 Re{vf; (k) } 6(2d% (k) — hw)] . (5.3.9)

y la parte imaginaria

2dE (k)

2 / 2
(&), inter . h d*k
ij (w) = _9500*471_ /

Im o

2hw
Re{vfj (k)}P ((Qdﬁ(k))Q — (hOJ)2>

+m Im{oj; (k) } 6(2d° (k) — M)] . (5.3.10)

tal que ag)’mm(w) = Re og)’mter(w) + i Im a§§)’mt”(w). Ademsés, se han omitido

términos proporcionales a §(2d*(k) + hw), ya que ese tipo de términos describen
procesos de emision, y se esta considerando que el sistema se encuentra inicialmente

en su estado base, por lo que solo se consideran procesos de absorcién descritos por

5(2d5 (k) — hw).

Parte real de la conductividad interbanda

Considerando la parte real de la contribucién interbanda en Ec. (5.3.9)), las com-

ponentes en la diagonal del tensor de conductividad toman la siguiente forma

. B2 [ € (k
O_i(ié),mter(w) = g.00— ko Re {U”< )}

Re 4 245 (k)

§(2d* (k) — hw), (5.3.11)

3

donde se ha considerado Im {v%,(k)} = 0, al ser v;;(k) una matriz hermitiana. Con-
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siderando el escenario |ep| > |A¢|, de la Ec. (5.3.11]) se recupera lo siguiente

_ 2 o2 e\ 2] por L in2 , 2
(&) inter B 90 ) oz Yy | 2A / (045 sin® 6 + &,y cos® 0) e
Reoy; (w) = gs 16{0[% a% [ ( Tioo 0 do 94 (0) Ow — w3 (0)]

a2 (2A\* 1> df

— | — —Olw—wi(0)] }. 5.3.12

+a (%) [ Aol o (5:342)

La expresién anterior se anula para w < wf, y para w > wg se recupera la siguiente

expresion
2
; oogT 2A£ Vi U;
Re oM (5 > wf) = gy |14 [ == — . 5.3.13

Se observa que la cantidad anterior es funcién de la frecuencia w, a diferencia del
caso sin brecha energética (A® = 0). Ademds, para energias fiw > 2|A¢| se recupera
la cantidad universal Re [0&™ (w > w$)] x Re[o\5™ (w > wl)] = (e2/4h)?,
reportada anteriormente para borofeno 8-Pmmn [38]. En la Fig. |5.5(c) se muestra
una grafica de la expresiéon en Ec. (con & = +) para i = z (curva azul)
y i = y (curva roja punteada). Al igual que en la densidad conjunta de estados,
se manifiestan las frecuencias criticas Aw] y hw; . Evidentemente, ambas curvas
presentan un comportamiento diferente como consecuencia de la anisotropia en el
espectro de energfa, esto es, 05, (w) # 05, (w).

Ahora, considerando el escenario cuando la energia de Fermi se encuentra en la

zona indirecta |A¢| < |ep| < |A], de la Ec. (5.3.11)) se recupera la siguiente expresion

. 2 o2 €\?
(©nter, \ _ 00 oAl Yy | (280
Reo;; (w) Js 16 O(hw — 2|A%)) {a% a% [1 ( "

btz 5. sin?@ + 8, cos2 0 _
do 2= Yy O (0) — w4+ Ofw — 51 (h
/90_92 e (6w (0) —ul+ 0w — 5 0)

(B [ - ).
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En la Fig.[5.5(b) se muestra una grafica de la expresién anterior tomando £ = +. Pa-
ra este caso, nuevamente la respuesta éptica se ve reducida para energfas entre Aw; y
hwy como consecuencia de la naturaleza indirecta de las brechas de energfa. Ademas,
al igual que en la densidad conjunta de estados, se manifiestan las frecuencias criticas
2AT, hwi y hwy . En la Fig. también se aprecia que la magnitud de la conduc-
tividad interbanda es de magnitud reducida cuando el nivel de Fermi se encuentra
en la zona indirecta, en comparacién con los escenarios |ep| > |A¢] y |ep| < |AY],

debido a la reduccion del espacio de momentos disponible para transiciones.

Finalmente, considerando el escenario |ep| < |A¢|, de la Ec. (5.3.11)) se recupera

la siguiente expresion

4 2A¢ 2
Reolf " (w) = 9. [1 : ( >

Z 0O (hw — 2)AY)). (5.3.15)

Vg Uy

16 hew

Para las componentes anteriores se verifica que v; Re o8 (W) = v2Re ol§ ™ (W),
Al igual que en la densidad conjunta de estados, la respuesta 6ptica para este esce-
nario es independiente de v;. Ademads, la Ec. (5.3.15)) se reduce al resultado conocido
para grafeno con brecha de energfa al tomar v, = v,. En la Fig. [5.5(a) se muestra una
grafica de la parte real de la conductividad interbanda para el escenario |ep| < |Af],
para transiciones en la vecindad del cono K (£ = +). Evidentemente se aprecia la

Unica frecuencia critica 2A™, ademads de la anisotropia en la conductividad.

5.3.2. Conductividad Hall

La presencia del término de masa A%c, en el hamiltoniano en Ec. (5.1.1)) da lugar a
una respuesta Hall o, (w) = > ., aé%) (w). La conductividad Hall permanece finita

siempre y cuando la simetria de inversion temporal deje de preservarse haciendo
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Figura 5.5: Parte real de las componentes en la diagonal de la contribucién interbanda del
tensor de conductividad, para transiciones en la vecindad del valle K (¢ = +) considerando
At = 25 meV. Se muestran los tres escenarios para la posicién del nivel de Fermi: (a)
ler| < |AS], (b) |AS] < |ep| < |A%] y (c) |ep| > |A%]. En todos los casos se manifiestan
frecuencias criticas, tal como en la densidad conjunta de estados, asi como la anisotropia
en la conductividad (04(w) # oyy(W)).

AT £ A~. Para el escenario |ep| > |Af], de la Ec. (5.3.9) se encuentra que la parte

real de la conductividad Hall toma la siguiente forma

A apa, 1 (7 do | hw — S (6)
Reo®(w) = €goo9-— — 2L — n 2
xy( ) =&y Y4hw ap ap 27 o 9%(0) hw—i—ﬁwf\(@)

(5.3.16)

Se observa que la expresién anterior es proporcional a £AS. Al considerar el caso
isotrépico (v, = vy), se recupera la expresién correspondiente al grafeno. Ademads, la
conductividad Hall total se anula cuando A* = A~, tal como se comenté anterior-
mente, ya que las contribuciones en la vecindad de cada valle adquieren la misma
magnitud con signos opuestos.

Ahora, considerando el nivel de Fermi en la zona indirecta |A¢| < |ep| < |Af], de
la Ec. ((5.3.9) se recupera la siguiente expresion para la parte real de la conductividad
Hall

(6)
(©)
(5.3.17)

3 0o+6; oAE Iyt £,—
Regg(ci)(w) :ﬁgsaoi%&i ng n fw = 24 . he ﬁl/g 9) . hw—i—hy)\_
Ahw ap ap 21 Jo,—o; 9°(0) " |hw + 205 hw+ w{T(0)  hw — hof)

Nuevamente la expresién anterior es proporcional a £AS, tal que la respuesta Hall

total se anula al considerar términos de masa iguales en los puntos K y K.
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le#| < min{|A"], |A”]} JA7] < |A"| < |erl < |AT] < |A*] ler] > max{|A*], |A7]}
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Figura 5.6: Parte real de la conductividad Hall total considerando términos de masa di-
ferentes en cada valle para distintas posiciones del nivel de Fermi. (a) Nivel de Fermi en
la brecha de energia de ambos valles, considerando AT = 15 meV y A~ = 40 meV. (b)
Nivel de Fermi en la zona indirecta de ambos conos de Dirac, considerando A* = 15 meV
y A7 = 14.2 meV. (c) Nivel de Fermi por arriba de las zonas indirectas, considerando
AT =15 meV y A~ = 25 meV. En todos los casos se manifiestan las frecuencias criticas
correspondiente a cada valle.

Finalmente, para el escenario || < |Af], de la Ec. (5.3.9) se recupera la siguiente
expresion
fiw — 2A8
huw + 2A¢

A¢
Real)(w) = §9500 77 —In

. (5.3.18)

Se observa que la expresion anterior es independiente de la anisotropia en el espectro
y del parametro de inclinacion vy, por lo que el resultado anterior coincide con el re-
sultado correspondiente al caso del grafeno con brecha de energia. Ademas, al igual
que en los escenarios anteriores, la conductividad Hall para este escenario es propor-
cional a ¢AS. En la Fig. se muestra la parte real de la conductividad Hall total
Reoyy(w) = > ., Re o) (w) para distintas posiciones del nivel de Fermi y brechas
de energia diferentes. En cada una de las graficas se manifiestan frecuencias criticas
de la respuesta de cada valle, abriendo la posibilidad de poder anticipar la respuesta
optica total estudiando la respuesta en la vecindad de cada valle por separado. Por
ejemplo, en la Fig. |5.6(c) se considera una energia de Fermi |ep| > max{|AT|,|A7|},
en donde se manifiestan las frecuencias criticas fuw]” y hwy, correspondiente al cono

K, y las frecuencias hw; y hw, , correspondiente al cono K.
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5.3.3. Respuesta longitudinal

Como se discutié anteriormente, la naturaleza anisotropica del espectro de energia
da lugar a expresiones diferentes para las componentes en la diagonal del tensor de
conductividad, esto es, 0,,(w) # o0,,(w). Es posible estudiar la respuesta éptica
anisotropica a través de la conductividad longitudinal o) (w; ), la cual determina
la densidad de corriente inducida Jj; en direccién del campo eléctrico aplicado E,
esto es, J| = oK, donde ¢ es el angulo azimutal en el espacio real del campo
externo. Entonces, la conductividad longitudinal queda definida como o(w;¢) =
> i Gi0ij(w)g;, donde q = cospXx +sinpy, tal que para el valle { se recupera la
siguiente expresion

Ul(lg) (w; ) = 08 (w) cos? ¢ + O'éi) (w) sin? ¢ + cos ¢ sin @ [0&? (W) + Ug(,i) (w)]. (5.3.19)

Como se discutié anteriormente, las componentes fuera de la diagonal del tensor de
conductividad satisfacen o\ (w) = —ol) (w), por el rompimiento de la simetria de

inversion temporal. Entonces, la Ec. (5.3.19) se reduce a

O'|(|€) (w; ) = 09 (w) cos® p + aéi) (w) sin? . (5.3.20)
En la Fig. se muestran graficas polares de la parte real de la conductividad
longitudinal en la vecindad del valle K, considerando los tres distintos escenarios
para el nivel de Fermi. En todos los casos se observa una fuerte dependencia de
la respuesta optica como funcién del angulo ¢, manifestdndose ademas cada una
de las frecuencias criticas anticipadas por la densidad conjunta de estados. En la
Fig. 5.7(b), correspondiente al escenario con el nivel de Fermi en la zona indirecta

|At| < |ep| < |A*|, se aprecia que la anisotropia para energias por debajo de fiws
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ot

0 30 60

Figura 5.7: Parte real de la conductividad longitudinal Re a|(|+) (w; ) tomando AT = 25

meV para los tres escenarios posibles del nivel de Fermi: (a) |ep| < |[AT|, (b) |A*]| <
ler] < |AT] y (¢) |er| > |AT|. Se observa en cada uno de los casos como la magnitud
de la conductividad longitudinal (representada con color) depende fuertemente del angulo
azimutal ¢, como consecuencia de la anisotropia en las bandas de energia (v, # vy).

es apenas evidente, como consecuencia de la reduccién del espacio de momentos

disponible para transiciones.

5.4. Conductividad Hall anémala y de valle

Como consecuencia del rompimiento de la simetria de inversién temporal a través
de diferentes términos de masa en cada punto de Dirac, la curvatura de Berry total
Dz(k) =Dy Qiz(k) permanece finita. Por consiguiente, se manifiesta una po-
larizacién de carga transversal al campo eléctrico externo a frecuencia cero, dando
lugar a una conductividad Hall anémala (o AHE por sus siglas en inglés), la cual

esta definida por

oE = g(1(0) + ol (0), (5.4.1)

Y

donde, de acuerdo a la Ec. (3.2.2)), la conductividad Hall estatica en el valle £ esta

dada por

e? d*k
RS DY [ e300 95,00 (5.4
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Considerando el hamiltoniano en Ec. (5.1.1]) y los correspondientes eigenestados en
Ec. (5.1.3), de la Ec. (3.2.3) se encuentra la siguiente expresion para la curvatura de

Berry
00y A¢
2(azky + ayk, + A8)3/2

05, (k) = —€A (5.4.3)

Evidentemente, la curvatura de Berry es anisotrépica en el espacio de momentos, al
igual que las bandas de energia, y de magnitud menor en comparacién con el caso

isotrépico de grafeno con brecha.

Considerando los diferentes escenarios para la posicion del nivel de Fermi, se
calcula la respuesta Hall estatica a temperatura cero. Para el escenario |ep| > |AY

se recupera la siguiente expresion

W0 A (5.4.4)

—(€2/h) 7 \/E (A

Se observa que la expresion anterior es independiente de la anisotropia en el espectro,
y depende de la inclinacion de las bandas de energia a través del pardmetro . Al
tomar v = 0, la expresion anterior se reduce a la expresién correspondiente al caso

de grafeno con brecha.

Para el escenario correspondiente al nivel de Fermi en la zona indirecta |A$| <

ler| < |A8|, se recupera la siguiente expresion

05,00 Afa, a, q W sind Veig’(0) — (AS)?[g*(0) — 12()]

A i A a2 0

—(e2/h) " 7w ararar)yg  9%(0) ehg*(0) + (A%)2h*(0)

+ Esgn(AY) <% — %) , (5.4.5)
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Figura 5.8: Conductividad Hall anémala (en unidades de —e?/h) considerando A* = 15
meV en funcién de la energia de Fermi, tomando varios valores de A™: (a) A~ = —35
meV, (b) A7 = =15 meV, (¢c) A~ =0y (d) A~ = 35 meV. La curva negra punteada
corresponde al caso de grafeno con brechas de energia no uniformes.

donde sgn(z) es la funcién signo. Finalmente, para el caso |ex| < |A¢| se obtiene

w = Esgn(AS). (5.4.6)

—(e?/h)

Se observa que el resultado anterior es independiente tanto de la anisotropia del
espectro como de la inclinacién de las bandas de energia. La conductividad Hall
anémala para una energia de Fermi en la brecha de energia de ambos conos, esto es,
ler| < min{|A*|,|A"|}, esta dada por la cantidad universal o4#E = —(sgn(AT) —
sgn(A7))e?/h, la cual puede tomar los valores 2% /h, 0. Este resultado fue reportado
para grafeno en ausencia de simetria de inversién temporal [63] y para el modelo de
Haldane [81]. En la Fig. se muestra una serie de graficas de la conductividad Hall
anémala considerando A* = 15 meV y varios valores de A~ en funcién de la energia

de Fermi, asi como las curvas correspondientes al caso de grafeno (v, = v, = vp y
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s

Figura 5.9: Ilustracion del efecto Hall de valle. Un campo eléctrico E es aplicado al sistema,
tal que los portadores de carga en cada valle (representados con flechas perpendiculares al
plano) se mueven en direcciones opuestas y perpendicular a la corriente de deriva, debido
a que la curvatura de Berry adquiere signos contrarios en la vecindad de cada punto de
Dirac. Imagen extraida de Ref. [56].

vy = 0). En las Figs. [5.§(a)-(b) las curvas comienzan en el valor universal —2¢2/h,
dado que en ambos casos se ha considerado sgn(A™) # sgn(A~). En cambio, la curva
de la Fig. m(c) comienza en el valor universal —e?/h, ya que se ha considerado en
este caso A~ = 0, por lo que no hay contribucién debida al cono K’. Finalmente, en
la Fig. |5.8{(d) se considera el caso sgn(A*) = sgn(A~), por lo que la curva comienza
en cero. Evidentemente se aprecia en cada una de las graficas una desviacién con
respecto al caso de grafeno (curva negra punteada) mayormente pronunciada cuando
la energfa de Fermi toma valores en las brechas indirectas (|A¢] < |ep| < |AE]), ya
que en esa region la respuesta se reduce debido a la presencia simultanea de brechas

de energia y la inclinaciéon de las bandas.

Por otro lado, el efecto Hall de valle (o VHE por sus siglas en inglés) estd definido

como oVHE = og(c;r)(()) - 09(67)(0). La conductividad Hall de valle se manifiesta al
romper la simetria de inversion espacial, tal que al considerar AT = —A~, el sistema

preserva dicha simetria y un correspondiente VHE nulo. En la Fig. [5.9] se observa
un esquema de este efecto, ilustrando como los portadores de carga en cada valle se
mueven en direcciones opuestas y transversal al campo eléctrico aplicado. Gréficas

similares a las presentes en la Fig.[5.9]se recuperan para la conductividad Hall de valle
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haciendo A~ — —A~, manifestdndose nuevamente una modificacion en la respuesta

para valores de la energia de Fermi en la zona indirecta.

5.5. Dispersion electromagnética

Para el estudio de la reflexion y transmisién éptica, se considera un sistema bidi-
mensional en el plano XY con un tensor de conductividad o;;(w), el cual separa dos
medios homogéneos con constantes dieléctricas €; y €5. Una onda electromagnética
con amplitud de campo eléctrico E;’s incide por el medio con constante dieléctrica
€1, generando una onda reflejada hacia el mismo medio y una onda transmitida hacia
el medio con constante dieléctrica e,. Las amplitudes del campo eléctrico reflejado

By .y transmitido E} | se pueden escribir en términos de los coeficientes de reflexién

y transmision de Fresnel de la siguiente manera

Ey Ey

3
».@H‘
=
~
bS]

@
&

Tpp Tps

58

E

3

Tsp Tss E; Es tsp tss EZ

S

(5.5.1)
donde los subindices p y s denotan polarizacion p (¢ = 0) y polarizacién s (¢ = 7/2),
con ¢ el angulo de polarizacién medido desde el plano de incidencia (ver Fig. .
En la Fig. se muestra un esquema del problema de dispersiéon para una onda
incidente con polarizacién p. Los coeficientes 7, (t,,) son las amplitudes de reflexién
(transmisién) de Fresnel que corresponden a una onda incidente v-polarizada la cual

genera una onda reflejada (transmitida) u-polarizada.

Por otro lado, de las ecuaciones de Maxwell, los campos eléctricos deben satisfacer
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las siguientes condiciones de frontera

2-[E —e(E'+E")] = 4ro,(w), (5.5.2)
Z2x[E'—(E'+E")] = 0, (5.5.3)
7z-[B'—(B'+B")] = 0, (5.5.4)
2 x[B'— (B +B")] — %Js(m, (5.5.5)

donde la densidad de carga superficial inducida o(w) se relaciona con la densidad
de corriente inducida J4(w) = (Js.(w), Jsy(w),0) a través de la ecuacién de conti-
nuidad k,Js . (w) = wog(w), donde k, es la componente en x del vector de onda del
campo eléctrico externo. Ademads, la densidad de corriente inducida y el tensor de
conductividad del sistema bidimensional se relacionan a través de la Ley de Ohm,
kt
Joa(w) = 0u(W)E; + 00y(w)E} = ch‘,,g((,u)k—il’ﬂf7 + 04y (W) EL, (5.5.6)

ks
Jsy(Ww) = 0y(W)E; + 0y (W) E, = Uyw(w)EE; + oy (w) E, (5.5.7)

con k! la componente en z del vector de onda del campo transmitido y &' su médu-

lo. Combinando las condiciones de frontera y las ecuaciones matriciales (5.5.1)), se
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recuperan los siguientes coeficientes de reflexién de Fresnel

N

(exki — erkl + Am T kL) (KL + KL + T hooy,) — (42)? 04y0yukikl

P e s e T . (5.5.8)
(e2ki + ekl + AmTee ki kL) (KL 4+ kb + ZThooyy) — (12)7 ouyoyakikt
8T b yen/€1 kLKL
= - e Tyzv/e1 KRy (55.9)
sp T . . . T o\ 2 . A
(e2ki + erkt + dm T2 kikt) (ki + ki 4+ Zkooyy) — ()7 ouyoy.kikl
8T o pyn/€1 KLk
Tps = c 1Y LI 7(5510)

(ki + erkt + dm Tz kikt) (ki + kb + T kooy,) — (42)% 04y 0y0kikt

c

N

. Cuw . . 2 .
= (e2k! + €1kt + 4%7@/@2)(]{; -k — 4%rkoayy) + (%r) J;Eyaywk;k:i (5.5.11)

. o . . 2 .
(e2ki + erkt + dm Tz kikt) (ki + kL + Thooy,) — ()7 opyoyakikl

N

y los coeficientes de transmision de Fresnel

1 €92
t = —,/—=(1-= 5.5.12
PP F0)\ e ( Tpp)s ( )
tsp = Tgp, (5513)
1 €9
tps = — — Tps, 5.5.14
P F0)\ e T'p ( )
tss = 1+ Tssy (5515)

donde F(0;) = k!/ki = \/(e2/€1) — sin®0;/ cosb;, ko = w/c, ki la componente en 2
del vector de onda del campo incidente y 6; el dngulo de incidencia (ver Fig. [5.10)).
Se observa que los coeficientes 7, y t,, para p # v son proporcionales a la respuesta
Hall 0,,(w), tal que si el sistema preserva la simetria de inversiéon temporal dichos

coeficientes se anulan.

Una vez conocidos los coeficientes de reflexién y transmision de Fresnel, es po-
sible estudiar la fraccion de radiacion que es reflejada y transmitida por el sistema

bidimensional, determinada por la reflectividad (R) y transmisividad éptica (7)),
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Figura 5.10: Esquema del problema de dispersién electromagnética de Fresnel. Un sistema
bidimensional en el plano XY con tensor de conductividad o;;(w) (ilustrado en verde)
separa dos medios con constantes dieléctricas €1 y €s. Se ilustra el caso particular de
una onda electromagnética p-polarizada (¢ = 0) que incide por el medio con constante
dieléctrica €; con un vector de onda k' en el plano XZ a un angulo de incidencia 6;.
La onda electromagnética es transmitida hacia el medio con constante dieléctrica e; a un
angulo 6; y vector de onda k!, y reflejada a un 4angulo 6; con vector de onda k”.

respectivamente, definidas de la siguiente manera

R(w,0d28) = (rpl? + Irpl?) cos? & + (s |? + Iryel?) sin? 6

+ 2Re {11y + rests, ) SN @ cos ¢, (5.5.16)

T(w,0i, ¢rer) = F(0;)[(typl” + 1tsp]?) cos® ¢ + ([tas]? + [tps]*) sin® ¢

+ 2Re {typth, + tests, } sin ¢ cos ¢]. (5.5.17)

De acuerdo al tensor de conductividad de sistemas bidimensionales con conos de
Dirac anisotrépicos e inclinados estudiado en la Seccién 5.3, para una onda electro-
magnética incidente p-polarizada (1 = p o s) es valido aproximar R(w) & |r,,(w)]?

y T(w) = F(6;)|t,.(w)]? ya que se cumple que |o,,/c|* < 1, haciendo posible des-
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preciar el médulo al cuadrado de los coeficientes de Fresnel r,, y t,, (@ # v) en las

Ecs. (5.5.16)-(5.5.17).

5.5.1. Opacidad o6ptica

Una de las propiedades 6pticas que ofrece informacion acerca de las transiciones
interbanda es la absorbancia, definida como 1 — R(w; ¢) —T'(w; ¢), la cual es una me-
dida de la cantidad de luz absorbida por el sistema. Cabe senalar que la reflectividad
en el sistema estudiado es del orden R ~ 10~%, por lo que la absorbancia es determi-
nada en gran medida por la opacidad dptica, la cual estd definida como 1 — T'(w; ¢).
En la Fig. |5.11]se muestran gréaficas de la opacidad éptica en funcién de la frecuencia
a incidencia normal (6; = 0) y diferentes valores del dngulo de polarizacién ¢ y de la

energia de Fermi.

A incidencia normal y considerando medios con misma constante dieléctrica
(F(0;) = 1), la opacidad 6ptica se puede aproximar como 1 —T(w) =~ (47/c)Re 04 (w),
con i = x (y) para una onda electromagnética incidente p (s)-polarizada, asumien-
do |oi;(w)|/c < 1 para frecuencias suficientemente altas en el rango de transiciones
interbanda. Esto es, el comportamiento espectral de la opacidad éptica queda de-
terminado principalmente por la parte real de las componentes en la diagonal del
tensor de conductividad. Este resultado se puede apreciar en el comportamiento de
las curvas en la Fig. |5.11|para ¢ = 0y ¢ = m/2, comparando con las correspondientes

curvas en la Fig. [5.5]

Para comparar con el resultado importante de la opacidad éptica del grafeno en
el vacio (€; = €5 = 1) a incidencia normal, 1 — T ~ ma = 2.3 % [54], donde a = €2 /hc

es la constante de estructura fina, se consideran expresiones analiticas de la opacidad
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Figura 5.11: Opacidad 6ptica 1 —T'(w) a incidencia normal (6; = 0) para distintos angulos
de incidencia ¢ y tomando €; = €3 = 1 (aire), para varias posiciones del nivel de Fermi.
(a) Energia de Fermi en la brecha energética de ambos valles, tomando AT = 15 meV
y AT = 40 meV. (b) Nivel de Fermi en la brecha indirecta de energia de ambos valles,
considerando A" = 15 meV y A" = 14.2 meV. Finalmente en (c) se muestra el escenario
cuando la energia de Fermi se encuentra por arriba de las zonas indirectas de ambos valles,
tomando AT = 15 meV y AT = 25 meV.

para algunos escenarios. Cuando la posicién del nivel de Fermi se encuentra en la
brecha de energia de ambos valles |ep| < min{|A™T|, |A~|}, se recupera la siguiente
Y )

expresion

T v? 2A*+\? 2A~\ 2
1-T(w) &~ —— |14 [ = 1+ (2=
() 2vzvy{[+<ﬁw> +<ﬁw>

donde se ha utilizado la Ec. (5.3.15)). Para una energia de Fermi por arriba de las

O(hw — 2|A™|) + 6(%—2|A‘|)},

(5.5.18)

zonas indirectas |ep| > max{|AT|,]A7|} y frecuencias w > max{wy,w; }, se obtiene

T v} 2AT\? 2A7\?
1-Tw)~ ——— 2 —_— —_—
(@) 2vxvy[+(ﬁw)+(ﬁw)

donde se ha utilizado la expresion en Ec. (5.3.13)) De los resultados anteriores se

lo siguiente

: (5.5.19)

observa que para energias hiw > max{|2AT|,|2A7|}, la opacidad 6ptica se reduce
a (2.3%)(v?/v.vy), esto es, 29% para i = x (¢ = 0) y 1.8% para i = y (¢ =
7/2), las cuales son cantidades muy cercanas al resultado del grafeno. Ademads, como
se muestra en la Fig. [5.11{(b), al considerar la posiciéon del nivel de Fermi en las

zonas indirectas de ambos valles la transmisién aumenta, tal que la opacidad éptica
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1 -T(w) <1%.

5.5.2. Rotacion de la polarizacién

La respuesta transversal debida al rompimiento en la simetria de inversion tempo-
ral da lugar a una rotacion en la polarizacién de ondas reflejadas y transmitidas. La
rotacién en la polarizacion de la onda electromagnética reflejada se le conoce como
efecto Kerr (K'), mientras que la rotacién en la polarizacién de la onda transmitida

se le conoce como efecto Faraday (F'). Tales rotaciones estan definidas por

2Re {x%/r}
tan 209 = ——5 L | (5.5.20)
1—- |XK/F’
donde p = p, s denota la polarizacién de la onda incidente, con x4 = —75,/Tpp, X% =
Tps/Tss Para la luz reflejada, y x4 = tsp/tpp, X5 = —lps/tss para la luz transmitida.

En la Fig. se muestran varias curvas de las rotaciones de Kerr y Faraday para
una onda electromagnética incidente s-polarizada a incidencia normal (6; = 0) y
varias posiciones del nivel de Fermi, tomando ¢ = 1y eo = 2 (SiO3). En las Figs.
5.12(a)-(c) se considera AT £ 0y A~ =0, y en las Figs. [5.12(d)-(f) AT £ A~ £ 0.
En cada uno de los escenarios se manifiestan frecuencias criticas anticipadas por la
densidad conjunta de estados. Para tales frecuencias, las rotaciones de la polarizacién
aumentan, alcanzando magnitudes ~ 1072 — 10~!'rad y ~ 1072 — 10~ 2rad para los

efectos Kerr y Faraday, respectivamente.

Como se coment6 anteriormente, las componentes fuera de la diagonal del tensor
de conductividad dptica del modelo en consideracién satisfacen |o,,/c[* < 1. Conse-
cuentemente, también se cumple |x%; / r| < 1, por lo que la rotacién de la polarizacion

se puede aproximar como 67 N Re{x}% / r}- Ademads, considerando incidencia nor-
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Figura 5.12: Rotaciones de Kerr y Faraday considerando una onda incidente s-polarizada
(¢ = m/2) y normal al plano de incidencia (6; = 0), tomando permitividades eléctricas
€1 = 1y e =2 (SiO2). En las Figs. (a)-(c) se considera AT = 25 meV y A~ = 0, para
posiciones del nivel de Fermi como se indica. En la Fig. (d) se considera AT = 15 meV y
A~ =40 meV, para un nivel de Fermi en la brecha energética de ambos valles. En (e) se
considera AT = 15 meV y A~ = 14.2 meV, con el nivel de Fermi en la brecha de energia
indirecta de ambos valles. Finalmente en (f) se considera At =15 meV y A~ = 25 meV,
con el nivel de Fermi por arriba de ambas zonas indirectas. En cada uno de los casos se
manifiestan las frecuencias criticas en el comportamiento espectral de las rotaciones.

mal de radiacién (6; = 0), y constantes dieléctricas ¢, = 1 y €2 = 2, se encuentra

GQ/F ~ 05/, donde

O (w) —f:_Rel{fgg\//i_}; : (5.5.21)
; ArRe{oay(w)/c}
0% (w) Jerlima (5.5.22)

donde se ha aproximado o;;/c = moy/4c = a/4. Evidentemente, los efectos Kerr y
Faraday en la Fig. tienen un comportamiento espectral similar al de la parte
real de la respuesta Hall o,,(w) (ver Fig. , tal como lo predicen los resultados

anteriores.

Resulta interesante considerar las rotaciones de la polarizacion en Ecs. ((5.5.21]) y
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(5.5.22)) en el limite de frecuencia cero. Como se discutié anteriormente, la respuesta
transversal estatica a un campo eléctrico externo queda determinada por la conduc-
tividad Hall anémala (ver Ec. (5.4.1)), por lo que los dngulos de Kerr y Faraday a

frecuencia cero estan dados por las siguientes expresiones

8w oM /¢
0% (0 — 5.5.23
x(0) € — 1+ 2ma /& ( )
4 cAHE [
0%(0 —_ 5.5.24

respectivamente. Ademas, en el mecanismo de rompimiento de simetria de valle pro-
puesto por Hill et al. [63], un campo magnético periédico abre brechas de energias en
ambos valles, las cuales se pueden controlar de manera independiente. Tal mecanismo

permite cambiar el signo de A~, 05 ,(0) o oVHE,



Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo se estudiaron los efectos de radiacion electromagnética sobre las
propiedades electrénicas de grafeno con distorsion Kekulé, considerando las texturas
Kek-Y y Kek-O. El estudio de la estructura de bandas se llevé a cabo utilizando la
teoria de Floquet, la cual es 1til para describir sistemas cuanticos forzados depen-
dientes del tiempo. Se consideré un campo electromagnético de alta frecuencia en
donde los fotones se acoplan fuertemente con los portadores de carga para formar
estados electron-fotén. El cuasiespectro de energia que caracteriza a dichos estados se
calcul6 partiendo de la ecuacion de Dirac y haciendo uso del teorema de Floquet. Se
encontrd que una onda electromagnética circularmente polarizada de alta frecuencia
es capaz de abrir y manipular brechas de energia. Se demostré que el cuasiespectro
de grafeno con distorsion Kek-Y, el cual consiste en dos conos de Dirac con veloci-
dades de Fermi diferentes en el centro de la zona de Brillouin, presenta dos brechas
de energia de distinta magnitud en el punto de Dirac. Ademads, al considerar grafeno
con distorsion Kek-0O, el cual presenta un espectro de energia degenerado con brecha

en el punto de Dirac, se mostré que luz circularmente polarizada tiende a cerrar
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la brecha en uno de los conos, mientras que en el otro cono tiende a abrirla mas,
rompiendo asi la degeneracion. En el caso de incidencia de luz linealmente polari-
zada, se encontré que el cuasiespectro de energia se vuelve altamente anisotropico,
tal que las bandas se deforman perpendicular a la direccién de oscilacion del campo
eléctrico externo. Para grafeno con textura Kek-Y, las cuasienergias permanecen sin
brecha. En cambio, al considerar grafeno con distorsién Kek-O, la degeneracién en
las cuasienergias se mantiene, pero la brecha de energia en el punto de Dirac dismi-
nuye en magnitud en comparacién con el caso en ausencia de radiacién. El estudio
de las propiedades de transporte se profundiz6 en grafeno con textura Kek-Y bajo
luz circularmente polarizada. Utilizando la ecuacién linealizada de Boltzmann para
la conductividad eléctrica, se calculd la conductividad como funcién de la irradiancia
del campo externo, observando que el sistema se vuelve mas aislante al incrementar
la intensidad del campo externo, ya que las brechas de energia crecen en magnitud

en funcién de la irradiancia.

Por otro lado, se estudiaron las propiedades 6pticas de sistemas bidimensionales
con conos de Dirac inclinados y anisotrépicos. Se introdujo un término de masa
dependiente del valle en el hamiltoniano, el cual permite tener un control sobre las
simetrias del sistema, reflejandose en la respuesta éptica. Un término de masa en
el hamiltoniano del sistema da lugar a brechas de energia indirectas en la vecindad
de los puntos de Dirac, con una magnitud menor a la brecha de energia nominal
del sistema correspondiente sin inclinacion. Esto abre una nueva posibilidad para
la posicién del nivel de Fermi entre ambas brechas de energia (“zona indirecta”),
tal que para este escenario el espacio de momentos disponible para transiciones se
redujo drasticamente. El estudio de las transiciones interbanda se llevé a cabo a

través de célculos de la densidad conjunta de estados y de la conductividad 6ptica
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en la vecindad de los puntos de Dirac. Para una energia de Fermi en la zona indirecta
se manifiestan tres frecuencias criticas en la respuesta optica. En cambio, para una
energia de Fermi en la brecha de energia, la densidad conjunta de estados presenta
la usual dependencia lineal, tal como en grafeno, y para una energia de Fermi por
arriba de la zona indirecta, ésta se comporta similar al caso del borofeno ortorrémbico
8-Pmmn, debido a la inclinacion de los conos de Dirac. La conductividad optica
se calculé utilizando la férmula de Kubo dentro de la teoria de respuesta lineal
considerando un campo eléctrico homogéneo dependiente del tiempo, y se estudiaron
las partes reales de la contribucién interbanda del tensor de conductividad. Estas
cantidades permitieron estudiar la parte real de la conductividad longitudinal, en
donde se manifiesta la anisotropia del espectro de energia. Ademas, gracias al control
de las brechas de energia en cada valle de forma independiente, es posible romper la
simetria de inversion temporal, dando lugar a una respuesta Hall finita dependiente
de la frecuencia. A frecuencia cero, se estudiaron las conductividades Hall anémala y
de valle en funcion de la energia de Fermi, presentando un comportamiento similar al
caso del grafeno, pero con modificaciones para energias de Fermi en la zona indirecta
debido a la naturaleza de las brechas de energia. Ademas, del problema de dispersién
electromagnética, se estudié la opacidad éptica y las rotaciones de la polarizacién a
incidencia normal de radiacién para varias posiciones de la energia de Fermi, en donde
se manifestaron las resonancias anticipadas por la densidad conjunta de estados.
Se encontré una magnitud de la opacidad éptica alrededor de we?/hic ~ 2.3%, el
cual es el valor conocido para el grafeno. Ademds, debido a la anisotropia en el
espectro de energia, la opacidad 6ptica mostré una dependencia con la direccion de
la polarizacion de la onda electromagnética incidente. Las rotaciones de Kerr y de

Faraday alcanzaron valores alrededor de décimas de radianes en algunos casos, y su
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comportamiento espectral es similar al de la parte real de la conductividad Hall.

En conclusion, el estudio de las propiedades electronicas del grafeno con distor-
sion Kekulé sometido a radiaciéon sugiere un método para determinar las diferentes
texturas de Kekulé en grafeno. Ademas, el estudio de las propiedades épticas de
sistemas de Dirac anisotrépicos e inclinados permite explorar la anisotropia en el
espectro, asi como el rompimiento de distintas simetrias en el sistema, tal como el
rompimiento de la simetria electron-hueco debido a la inclinacién de las bandas, o el

rompimiento de la simetria de inversién temporal por términos de masa dependientes

del valle.



Apéndice A

Ecuacion de Dirac

El surgimiento de la mecanica cuantica en el siglo XX dio lugar a una revolucion
en la fisica, ya que el conocimiento de la fisica hasta antes de este acontecimiento
era insuficiente para describir las propiedades més béasicas de la materia. Schrodinger
formulé la ecuacién de onda (que ahora lleva su nombre) para una particula cuantica,
capaz de describir su dindmica bajo la accion de cierto potencial. Dicha ecuacién

proporciond por primera vez una descripcién ondulatoria de la materia.

Sin embrago, la ecuacién de Schrodinger es incapaz de ofrecer una descripcion
correcta de la dindmica de particulas relativistas, esto es, particulas que se mue-
ven a una velocidad cercana a la de la luz. Adicionalmente, el espin del electrén
y su momento magnético son algunos de los fenémenos incapaces de explicar por
la mecanica cuantica no relativista. En cambio, la mecénica cudntica relativista se
encarga de dar respuesta a estas interrogantes, y la ecuacién de Dirac provee una

descripcion exitosa.

Para incorporar la relatividad especial en la mecanica cuantica es natural partir
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de la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo

0
thoay [W(t)) = H¢(2)), (A.0.1)

y utilizar el hamiltoniano clasico relativista

H = /32p? +m2ct, (A.0.2)

donde m es la masa de la particula en consideracién, p su momento y ¢ la velocidad de
la luz. De acuerdo a los postulados de la mecanica cuantica, el hamiltoniano cuantico
analogo se recupera a partir de la sustitucion H — ihd; y p — —ihV. Haciendo esta

sustitucién y multiplicando por la derecha por el vector de estado |1)(t)), se obtiene

8
875 =/ 2p? +m2ct (1)) . (A.0.3)

Haciendo una expansién en la raiz cuadrada

2 (1) = me? (1+ L )w( Do (A04)

2m?2c? 8m404

Dado que en la base de coordenadas p = —ihV, la ecuacion anterior es altamente
indeseable para una teoria cuantica relativista, ya que la ecuacion de onda para el
vector de estado |¢(¢)) en el espacio de coordenadas tendria una derivada temporal
y un infinito nimero de derivadas espaciales crecientes, dando lugar a una asimetria

entre el tiempo y el espacio. Se procede entonces tomando el cuadrado de la ecuacién

(A.0.2)), recuperando de esta forma

- EQ@ (1) = (*p® +m®c") (1)) . (A.0.5)
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En la base de coordenadas

1 02 9 me?\’
[?@ -V + (T) ] YP(r,t) =0 (A.0.6)

La ecuacién anterior es conocida como ecuacion de Klein-Gordon. Aunque esta ecua-
cién cuenta con la simetria deseada entre el espacio y el tiempo, desafortunadamente
es incapaz de describir particulas con espin no nulo. Por ejemplo, se sabe que la
manera correcta de describir al electron es a través de una funcion de onda de dos
componentes, conocida como espinor, pero de acuerdo a la teoria de Klein-Gordon,
¥ (r,t) es un escalar. Ademds, es posible demostrar que la densidad de probabilidad
p = ¥*(r,t)yY(r,t) no es una cantidad positiva definida, como consecuencia de la
segunda derivada temporal en la ecuacion de Klein-Gordon, lo cual esta en completo

desacuerdo con la interpretacion ortodoxa de la mecénica cuantica.

Dadas las dificultades con esta teoria, Paul Dirac, alrededor de 1928, propuso
que la derivada tanto espacial como temporal en la ecuacion de onda para describir
la dinamica de una particula relativista deberia ser de primer orden, y propuso una

ecuaciéon de la siguiente forma

ih%w(r, t) = (—ihca - V + fmc®) ¢(r, t), (A.0.7)

donde se han introducido los elementos o = (o, oy, ) y B, los cuales deben de-

terminarse de tal forma que el cuadrado de la cantidad entre paréntesis de como
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resultado c?p? + m2c*. Esta condicién conduce a las siguientes propiedades
a?:/@2 = 17 (Z:x7y72)7

{O‘ivaj}
{Oéz‘,ﬁ} = 0,

I
=
—

~.
N
.
~—

(A.0.8)

donde las llaves representan el anticonmutador. Evidentemente, dadas las condiciones
anteriores, las cantidades a y  no pueden ser niimeros, sino matrices. Es posible
rescatar propiedades adicionales para dichas matrices. Primero, deben ser matrices
hermitianas, ya que el hamiltoniano debe permanecer hermitiano al tratarse de un
operador que representa una observable. Ademas, de la Ec. se demuestra
que las matrices deben tener eigenvalores +1 y traza nula. De estas dos ultimas
condiciones se sigue que la dimension de las matrices debe ser par. Sin embargo, éstas
no pueden ser de 2 x 2, debido a que solo existen tres matrices que anticonmutan,
mas no cuatro. Entonces, se escogen las siguientes matrices de 4 x 4, originalmente

propuestas por Paul Dirac

—o 0 0 Ioxo
o= : B = , (A.0.9)

0 o ]IQXQ 0

donde Iy42 es la matriz identidad de dimensiéon dos y o = (0,,0,,0.), con o; las

matrices de Pauli dadas por
Oy = : oy = : o, = . (A.0.10)

Entonces, considerando las matrices (A.0.9)), la Ec. (A.0.7)) es conocida como ecuacion
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de Dirac. Gracias a que la ecuacion de Dirac es de primer orden en el espacio y en
el tiempo, se demuestra que p = ¥*(r,t)y(r,t) es positiva definida, por lo que la
dificultad presente en la teoria de Klein-Gordon desaparece. Ademds, debido a que
las matrices «; y 8 son de dimensién cuatro, la funcién de onda 1 (r,t) debe tener

cuatro componentes, conocida como espinor de Lorentz.

Antes de la formulacién de la teoria cudntica relativista, era de esperarse que el
espinor asociado a una particula fuera de dos componentes, describiendo asi el grado
de libertad de espin. Sin embargo, de acuerdo a la ecuacion de Dirac, tal espinor es de
cuatro componentes, dando lugar a un grado de libertad extra. Para analizar dicho
grado de libertad adicional se considera el caso de una particula libre. Se propone

una solucién de la forma

W(r,t) = thy ' PTED/ (A.0.11)

con Yy a determinar. Si se sustituye esta propuesta en la ecuacién de Dirac, se
recuperan los siguientes valores para la energia £ = F, = £/m?c* + ?p?. Ademads,

si se asume que la velocidad de la particula es mucho menor a ¢, se recupera para

E - E+
1 0
0 1
=1 wit= (A.0.12)
0 0
0 0
y para I/ = E_
0 0
P 0 . |o
Yo = ;o YT = (A.0.13)
1 0
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Las soluciones anteriores son eigenvectores de «, con eigenvalores +1, —1, +1, —1,
respectivamente, por lo que se demuestra que la ecuacién de Dirac es capaz de des-
cribir el espin de la particula, algo imposible con la teoria de Klein-Gordon. Eviden-
temente existe un resultado inesperado, aquel con energia negativa E_. Paul Dirac
propuso que todos los estados con energia negativa estan ocupados por electrones
immersos en el llamado mar de Dirac. Una transicién de un electréon del estado F_
al estado E se puede llevar a cabo al suministrar una energia mayor o igual a 2mc?,
dejando un hueco en el mar de Dirac. Este hueco se comporta como un electréon
con masa igual a la del electrén y con carga de igual magnitud pero signo opuesto,
conocido también como positrén. Esto dio lugar al descubrimiento de la antimateria,

lo cual se valid6 experimentalmente en 1932 por Carl Anderson.



Apéndice B

Particula cargada en un campo

electromagnético

Una particula cargada de masa m y carga ¢ sujeta a un campo electromagnético
experimenta una energia potencial en funcién del vector potencial magnético A(r,t)

y del potencial electrostético ®(r,t) de la siguiente forma
U=q®(r,t) —qi-A(r,t), (B.0.1)

donde r es el vector de posicién y T la velocidad de la particula. De las ecuaciones
de Maxwell, los potenciales se relacionan con el campo eléctrico E(r,t) y el campo

magnético B(r, t) de la siguiente manera

E(r,t) = —V@(r,t)—%A(r,t), (B.0.2)

B(r,t) = V xA(r,t). (B.0.3)
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Las ecuaciones de movimiento de la particula cargada se recuperan a partir del
lagrangiano

1
L=K-U-= §m|i'|2—q@(r,t)—i—qi‘-A(r,t), (B.0.4)

donde K = im|t|? es la energfa cinética de la particula. A partir de las ecuaciones

de Lagrange,

d (0L L
dt (asci) T (B0.5)

donde z; son las componentes del vector r, se recupera la segunda ley de Newton

para una particula cargada bajo la accién de la fuerza de Lorentz
mi = qE(r,t) + ¢t x B(r, 1), (B.0.6)

donde 1 es la aceleracion de la particula. Ahora, para explorar el mismo problema
desde el punto de vista de la mecanica de Hamilton, se recurre a la definicion del

momento candnico

oL
p=—=mi+qA(r,t), (B.0.7)
or
y al hamiltoniano del sistema
3
H=) piti— L, (B.0.8)
i=1

donde p; son las componentes del momento candnico. Utilizando las Ecs. (B.0.4) y
, el hamiltoniano anterior toma la siguiente forma en funcién del momento
canonico

1 2
H= %|p —qA(r,t)|* + ¢ O(r,t). (B.0.9)
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Gracias a que las ecuaciones de Maxwell preservan la simetria de norma (gauge), es
posible escoger un vector potencial magnético tal que en otra representacion ®(r,t) =
0. Dado esto, el hamiltoniano de una particula cargada bajo la accién de una onda

electromagnética esta dado por

1
= —|p—gA 2, B.0.1
H=o—lp—qA(r,1) (B.0.10)

Comparando con el hamiltoniano de una particula cargada libre Hy = %, el re-
sultado anterior indica que es posible introducir un campo electromagnético al ha-
miltoniano a través de la sustitucién mr — p — ¢A(r,t), donde mi es el momento

cinético de la particula.
Operador de corriente eléctrica

Para encontrar una expresiéon para el operador cuantico de corriente de una
particula cargada sujeta a un campo electromagnético externo, se parte del hamil-
toniano , donde ahora, de acuerdo a los postulados de la mecéanica cuantica,
el momento se sustituye por el operador de momento, esto es, p —+ —thV. Entonces,

desarrollando el cuadrado en Ec. (B.0.10]) se recupera

ﬂ_i[p.A(r,t)+A(r,t) Pl

H(t) =
2m 2m
p|*> e
= — — —p-A(r,t B.0.11
P Cp A, (B.0.11)

en donde se ha despreciado el término cuadratico en A, ya que por lo general se
considera que la magnitud del campo externo es pequena. Ademas, en el iltimo paso

se tomd en cuenta que V- A = 0, por lo que se demuestra que A -p = p-A. Ahora,
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se considera la ecuacion de Schrodinger para el hamiltoniano (B.0.11)), esto es

zh%d}( ):{—h—zvuzi‘v Afr, )]¢(r,t). (B.0.12)

Multiplicando la ecuacién anterior por la funcién de onda conjugada ¢*(r,t), y con-

jugando la ecuacion resultante, se recuperan las siguientes dos ecuaciones

2 e

ihy*(r, )gt¢( 1) = @D*(r,t)[ ;mVQJrz—hV A(r, )] Y(r,t), (B.0.13)
2 e

i) ) = U)o Vi A . (B4

Restando las ecuaciones anteriores se recupera la siguiente ecuacién

dp

= %Im{w*(r, V(b)) — %A(r,t)p} — 0, (B.0.15)

donde p = |¢)(r, t)|? es la densidad de probabilidad. De la ecuacién anterior, es posible
rescatar una expresion para el operador de densidad de corriente J comparando con
la ecuacién de continuidad en electrodindmica d;p + V - J = 0. Dado esto, se observa

que el operador de corriente esta dado por la siguiente expresion
h . e
J(r,t) = —Im{¢*(r, )V (r, 1)} — —A(r,t) p. (B.0.16)
m m

Ademas, considerando que los portadores de carga son electrones con carga eléctrica
e, el operador de corriente eléctrica queda definido como J¢ = eJ. Otro aspecto
importante es que el operador J¢ se puede escribir como la suma de dos contribuciones
distintas

Jé(r,t) = IV (r,t) + I°(x, 1), (B.0.17)
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donde el primer término del lado derecho es la contribucion paramagnética, y el

segundo término la contribucion diamagnética, esto es,

Paramagnética: JP(r,t) = %Im{zﬂ*(r,t)Vzp(r,t)}, (B.0.18)

Diamagnética: JP(r,t) = —EA(r,t)p. (B.0.19)

La contribuciéon paramagnética es la usual corriente de probabilidad en mecanica
cuantica, y la contribucién diamagnética aparece como consecuencia del campo elec-

tromagnético externo.



Apéndice C

Teoria de Floquet

Dentro del estudio de sistemas cuanticos descritos por un hamiltoniano periédico
dependiente del tiempo, la teoria de Floquet ofrece un método para el calculo del
espectro de energia y los estados cuanticos. Esta teoria se basa principalmente en el

teorema de Floquet, el cual se enuncia como sigue:

Sea L(t) un operador lineal periddico ent con periodo T, esto es, L(t+T) = L(t).

La ecuacion diferencial @(t) = L(t) z(t) tiene soluciones del tipo
x(t) = (t) e, (C.0.1)

donde ®(t) es una funcién periddica con periodo T, conocida como modo de Floquet,

y B es conocido como exponente caracteristico de Floquet.

Para aplicar el teorema anterior a la teoria cudntica, se considera un sistema

cuantico sometido a una perturbacion externa dependiente del tiempo, tal que queda
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descrito por un hamiltoniano periddico en el tiempo,
H(t)=H({t+T), (C.0.2)

donde T = 27/ es el periodo de la perturbacién y € su frecuencia. La ecuacién de

Schrodinger para este sistema tiene la siguiente forma

(1) = H(1) (1)) (C.0.3)

La ecuacion anterior siguiere hacer uso del teorema de Floquet para describir la
dindmica de los estados [¢(t)). Entonces, se proponen soluciones a la ecuacién de

Schrodinger de la forma

(1) = e =M o (t), (C.0.4)

donde |®(t)) es el modo de Floquet, el cudl es una funcién periédica en el tiempo
con periodo T', esto es,

(1)) = |B(t +T)) . (C.0.5)

Dentro de la teoria cuantica, el exponente caracteristico € es conocido como cuasi-

energia. Sustituyendo ahora la Ec. (C.0.4) en la Ec. (C.0.3)), se recupera la siguiente

ecuacion de eigenvalor para la cuasienergia

0
(H(t) — zha) |D(t)) =€ |P(1)) . (C.0.6)
Una consecuencia importante del teorema de Floquet aplicado a sistemas cuanticos
bajo la accién de una perturbacion periddica en el tiempo, es que la cuasienergia

£ es Unica hasta multiplos de Af). Para demostrar esto, se considera el producto
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e~ on 1a Ee. (C.0.6)

(H(t) — m%) eI P (1)) = g MUY B (1)) (C.0.7)

con n a determinar. La expresién anterior da lugar a lo siguiente

(H(t) — m%) (e™D(t)) ) = (e +nhQ) (™ | (1)) ). (C.0.8)

De la ecuacién anterior se observa que al modo de Floquet |®,(t)) = ™ |®(t)) le
corresponde la cuasienergia e, = ¢ 4+ nh{). Ademas, dado que el modo de Floquet
|®,,(t)) debe ser una funcién periddica en el tiempo con periodo T' = 27/, n debe ser
un nimero entero. Por otro lado, el estado de Floquet permanece invariante,

esto es,

(1)) = eIV (1)) ) = e (1) (C.0.9)

Dado lo anterior, los modos de Floquet |®(t)) y €™ |®(t)), y las respectivas cuasi-
energias, ¢ y € +nhf, son fisicamente equivalentes, por lo que las cuasienergias {e,}
pueden ser mapeadas a la primera zona de Brillouin, —h/2 < ¢ < h2/2, tal que es

suficiente considerar los estados en esa region para describir el sistema cuantico.
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