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CONTROL DE UNA CLASE DE SISTEMAS SUBACTUADOS

Resumen aprobado por:

Dr. David |. Rosas Almeida
Director de tesis

Se propone una estrategia de control para resolver el problema de seguimiento de trayectorias en
una clase de sistemas mecdnicos subactuados de dos grados de libertad. En el planteamiento del
problema se considera un sistema mecdanico con incertidumbres paramétricas, perturbaciones
externas asi como medicién parcial del vector de estado.

La estrategia de controlador se basa en aplicar una sefial de control auxiliar a la articulacidon
subactuada a través de la posicion de la articulacidon actuada, a la cual se le aplica el control real
gue garantiza el cumplimiento del objetivo de control y el comportamiento acotado de la
articulacién actuada.

Debido a que no se conoce el vector de estado completo y hay incertidumbres en la planta se
utilizan observadores discontinuos para estimar el vector de estado, los términos de perturbacion
ocasionados por variaciones paramétricas y perturbaciones externas, asi como algunas sefiales
necesarias para implementar la sefial de control.

Se ilustran los resultados obtenidos con ejemplos de simulaciones numéricas realizadas en
simulink, y se muestran resultados experimentales de la aplicacién del controlador a un sistema
mecanico del tipo masa resorte amortiguador.
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CONTROL OF A CLASS OF UNDERACTUATED SYSTEMS
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We propose a control strategy to solve the problem of trajectory tracking for a class of
underactuated mechanical systems with two degrees of freedom. The problem statement is
considered a mechanical system with parametric uncertainties, external disturbances and partial
measure of the state vector.

Control strategy is based on a control signal applied to the joint auxiliary underactuated through
the position of the joint act, which applies the real control that ensures that the target and control
the behavior of bounded actuated joint.

Due to the lack of full state vector, and there are uncertainties in the plant, discontinuous
observers is used to estimate the state vector, the terms of perturbation caused by parametric
variations and external disturbances, and some signals necessary to implement control signal.

Results are illustrated with examples of numerical simulations performed in Simulink, and
experimental results show the implementation of the controller to a mechanical spring-mass type
damper.

Keywords: underactuated mechanisms, observers, robustness.
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Capitulo 1

Introduccion

Control automédtico es una rama de la ingenierfa que se dedica al estudio del com-
portamiento de sistemas dindmicos y al diseno de algoritmos para modificar dicho com-
portamiento con base a un objetivo de control. Los objetivos m&ds comunes son la
estabilizacién de soluciones inestables, la regulacién, que se refiere a que la salida del
sistema alcance una referencia constante y el seguimiento de trayectorias, que se refiere
a que la salida del sistema converja a una referencia variante en el tiempo. Para una
descripcién mds detallada de estos objetivos de control puede consultar [1], [2] v [3].

El control automadtico tiene aplicaciones en diferentes dreas de las ciencias e inge-
nierfa; algunos ejemplos son el control de sistemas de potencia [4], control de sistemas
mecénicos [5], control de procesos industriales como en el control de temperatura, pre-
sién y procesos quimicos en general [6], [7]. Otro ejemplos, menos comunes son el anélisis
y control de sistemas financieros [8], sistemas biolégicos [9] e incluso el comportamiento
humano ha sido estudiado desde este punto de vista [10].

En particular, el control de sistemas mecdnicos es una rama de investigaciéon muy
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importante debido a su campo de aplicacién, que incluye robots manipuladores, barcos,
aeronaves, etc., los cuales son indispensables en la vida cotidiana y en los sectores
industriales y de investigacién.

Los sistemas mecdnicos se pueden clasificar con base al nimero de actuadores y ar-
ticulaciones con los que cuentan; si un mecanismo tiene el mismo nimero de actuadores
y de articulaciones se le llama completamente actuado, pero si tiene menos actuadores
que articulaciones se le llama subactuado. El control de mecanismos completamente
actuados ha sido ampliamente estudiado para deferentes objetivos de control y con-
siderando diferentes situaciones en el modelo; incertidumbres paramétricas, perturba-
ciones externas y medicién parcial del estado son algunos ejemplos. Algunas referencias
importantes sobre este tema son [11], [12], [13], [14], [15] y [16].

El control de sistemas subactuados es un problema md&s complicado, pero no es
menos importante que el control de mecanismos completamente actuados, ya que existen
muchos sistemas de este tipo en la vida cotidiana que necesitan mejorar su desempeno,
algunos ejemplos son camiones de doble remolque, la mayorfa de las grias existentes,
helicépteros, vehiculos submarinos, barcos y las perforadoras usadas en la extraccién del
petréleo son unos ejemplos, ver [17] para la descripcién de un mecanismo subactuado
llamado pendubot. En [18] se presenta un estudio del grado de acoplamiento entre los
eslabones actuados y subactuados y de esta forma tener una idea de la dificultad de
controlar un sistema de este tipo o en el diseno de éste para facilitar su control.

Un resumen del trabajo relacionado al control de sistemas subactuados se presenta
a continuacién. En [19] se propone, en forma conceptual, un esquema de control para

estabilizar puntos de equilibrio inestables en mecanismos subactuados con restricciones
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no holonémicas, hace un planteamiento general pero finalmente el control se disena
para un mecanismo en particular considerando un modelo nominal sin incertidumbres
ni perturbaciones y asumiendo la medicién completa del vector de estado. En [20]
se propone una técnica para estabilizar puntos de equilibrio inestables en una clase
de sistemas subactuados que, utilizando una transformaciéon de coordenadas, puedan
escribirse como una cadena de integradores. El diseno del controlador se basa en la
técnica de control llamada Backstepping, pero aqui se asume la medicién completa del
vector de estado y un modelo bien conocido.

En [21] se presentan resultados experimentales de la estabilizacién de un punto de
equilibro de un modelo a escala de un barco, el modelo es de tres grados de libertad
y s6lo cuenta con dos actuadores, los resultados muestran que las trayectoria llegan a
una vecindad del equilibrio debido a dindmicas no modeladas. Por otro lado en [22] se
aplica un control por modos deslizantes para estabilizar un equilibrio inestable en una
clase de sistemas subactuados en donde se consideran incertidumbres, los resultados
muestran un grado de robustez; sin embargo, debido al la funcién signo en la senal de
control existen problemas para su implementacién en la préactica.

En trabajos mads recientes se ha abordado el problema de control de sistemas sub-
actuados bajo condiciones mds realistas y con objetivos de control de regulacion y
seguimiento. En [23] se propone una técnica para resolver los problemas de regulacion
y seguimiento para una clase de vehiculos subactuados, pero se consideran nuevamente
condiciones ideales en la planta. En [24] se propone un controlador para seguimiento
de trayectorias para un mecanismo subactuado basado en un algoritmo con estructura

variable conocido como Twisting, en este caso la amplitud de las senales de referencia
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es muy pequena y se considera un modelo exacto de la planta y medicién completa del
estado y sélo se presentan resultados numéricos.

En [25] se presenta un controlador basado en modos deslizantes de segundo orden
para estabilizar puntos de equilibrio inestables en sistemas subactuados inciertos. En
este caso se presentan resultados experimentales y numéricos que muestran el buen
desempeno de la técnica; sin embargo, su extensién a la solucién del problema de
seguimiento de trayectorias no es directo. Finalmente, en [26] se propone un algoritmo
para controlar sistemas subactuados con friccién seca en el eslabén subactuado. Es-
ta propuesta resuelve el problema de regulaciéon pero asume el conocimiento exacto del
modelo y medicién completa del vector de estados. Aunque muestra un buen desempeno
experimentalmente.

Con base al anterior resumen, se concluye que el problema de control de seguimien-
to de trayectorias en sistemas subactuados con incertidumbres paramétricas, perturba-
ciones externas y medicion parcial del vector de estados es un tema de investigacién
abierto.

En esta memoria de tesis se propone una estrategia de control para resolver este
problema para una clase particular de mecanismos subactuados de dos grados de li-
bertad donde la ecuacion del eslabén subactuado es lineal con respecto a la posicion del
eslabén actuado. La estrategia de control se basa en el diseno de una senal de control
auxiliar para el eslabén subactuado, la cual serd aplicada a través de la posicion del
eslabén actuado, esta senal auxiliar depende de todo el vector de estado y de las per-
turbaciones en el sistema. La senal de control para la parte actuada se disena con el

objetivo de seguimiento; la posicién del eslabon actuado debe seguir a la senal auxiliar.
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De esta forma, el control depende del estado completo del sistema, de las perturbaciones
y de la primera y segunda derivada de la senal auxiliar.

Para implementar el control se utilizan derivadores con convergencia en tiempo finito
para estimar las velocidades y observadores discontinuos para estimar las perturbaciones
y las derivadas de la senal auxiliar. El desempeno de la técnica de control se ilustra
a través de resultados numéricos y experimentales los cuales muestran un desempeno
adecuado.

Desde este punto de vista se propone el control de una clase de sistemas mecédnicos
de dos grados de libertad subactuados. El objetivo es que la posicién del eslabén sub-
actuado siga una trayectoria variante con el tiempo, el trabajo se enfocara a una clase
de sistemas que puedan pertenecer a la estructura del modelo propuesta y se realizaran
experimentos en un sistema del tipo masa resorte y amortiguador de dos grados de
libertad. En el planteamiento del problema se consideran incertidumbres paramétricas,
perturbaciones externas acotadas y medicién parcial del estado, debido a esto, los méto-
dos que se proponen para resolver el problema se basan en derivadores discontinuos y
observadores discontinuos, con los cuales se estimardn las velocidades y términos de
perturbacién en la planta respectivamente, estos términos estimados son los que seran
empleados en la realizacién del controlador.

La organizacién del documento es la siguiente. En el capitulo 2 se presenta un re-
sumen de los conceptos tedricos y herramientas mateméticas empleadas en el desarrollo
del proyecto, se inicia con una introduccion a sistemas dindmicos, presentando concep-
tos bédsicos como trayectoria, puntos de equilibrio, y se termina con las definiciones de

estabilidad de equilibrios en el sentido de Lyapunov y estabilidad de sistemas perturba-
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dos. En el capitulo 3 se presenta una introduccién al modelado de sistemas mecénicos a
través de las ecuaciones de Lagrange, la definicién de la clase de sistemas subactuados
para cual se desarrolla la técnica de control y la definicién del problema de control que
se aborda en esta tesis. En el capitulo 4 se presenta una propuesta de control para los
sistemas subactuados, considerando un modelo nominal y del cual tinicamente se cono-
cen sus posiciones generalizadas, para implementar el control se utilizan derivadores y
observadores discontinuos en tiempo finito.

En el capitulo 5 se presenta el anédlisis del problema de control considerando una
planta con incertidumbres paramétricas y perturbaciones externas, para implementar
el control se utilizan derivadores y observadores discontinuos en tiempo finito, ademas
de un observador discontinuo con convergencia asintética. Por ltimo en el capitulo 6 se
presentan las conclusiones de este trabajo de tesis, asf como posibles lineas de trabajo

futuro.
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Capitulo 2

Antecedentes

En este capitulo se presenta un resumen de los conceptos tedricos y herramientas
mateméticas empleadas en este trabajo, para un estudio detallado ver por ejemplo [1] y
[27]. Se inicia con una introduccion a sistemas dindmicos, presentando conceptos basicos
como trayectoria, puntos de equilibrio, y se termina con las definiciones de estabilidad

de equilibrios en el sentido de Lyapunov y estabilidad de sistemas perturbados.

2.1. Sistemas dinamicos

Un sistema dindmico es un sistema que evoluciona con el tiempo ¢, dicha evolucion
estd gobernada por un conjunto de reglas, no necesariamente ecuaciones, que especifican

el valor del estado para cada valor del tiempo dependiendo del estado anterior.

Una gran variedad de sistemas fisicos pueden ser descritos por la ecuacién diferencial
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ordinaria

T = f(t,z,u), (2.1)

y = h(z), (2.2)

donde x € R™ es el vector de estado con condicién inicial = (tg) = xg, & = dx/dt, u € R™
es el vector de control, f : & x R" x ™ — R" es, en general, un campo vectorial no
lineal, y € R! es la salida del sistema y h : R — R! es una funcién vectorial. Bajo una
eleccién del vector de control como u = w (t,z) el sistema (2.1) puede ser reescrito en

la forma

i=f(tx). (2.3)

Los sistemas dindmicos se pueden clasificar de varias formas, dos de las m&s impor-

tantes son las siguientes:

1. Por la naturaleza del dominio del tiempo en que estdn definidos se clasifican en

discretos y continuos.

2. Si la ecuacion diferencial o de diferencias que los describe no depende explicita-
mente de la variable independiente se les llama auténomos, de lo contrario son no
auténomos. Por ejemplo en el sistema (2.3) si f (-) no depende explicitamente de

t, se le llama auténomo, de otro modo es no auténomo.
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2.2. Condiciones de existencia y unicidad de solu-

ciones

El primer paso en la solucién de la ecuacion diferencial (2.3) es investigar la ex-
istencia y unicidad de soluciones. En esta seccién se presentan las condiciones para
garantizar la existencia y unicidad de soluciones en el sentido usual y la definicién de

solucién en el sentido de Filippov para sistemas discontinuos.

Teorema 1 (Existencia y unicidad de solucion local) [1] Sea f (t,x) continua

por tramos en t y satisface la condicion de Lipschitz

If (¢ 2) = f &yl < Lz =yl

Ve,ye B={zeR"||lz—y| <r}, Vte [tt1]. Entonces existe alguna 6 > 0
tal que la ecuacion de estado © = f(t,x) con x (ty) = x¢ tiene solucion tnica sobre

[to, to + 0] .

Teorema 2 (Existencia y unicidad de solucion global) [1] Sea f (t,x) continua

por tramos en t y satisface

1 (&) = F(Ey)ll < Lz -y

Vo, ye R, Vteltti]. Entonces la ecuacion de estado & = f (t,z) con x (ty) = xo

tiene solucion unica sobre [ty,t;] .

Ahora se presenta la definicién de solucién en el sentido de Filippov para el sistema
(2.3); esta definicién es méds general porque considera al campo vectorial f () continuo

o discontinuo [27].
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Considere el sistema (2.3), donde f () es continuo por tramos en un dominio G;
r € R" es el vector de estado y M es un conjunto (de medida cero) de puntos de
discontinuidad de la funcién f (-).

Para cada punto (¢,z) del dominio G se define un conjunto F (¢, x) en un espacio
de dimensién n. Si en el punto (¢, ) la funcién f () es continua, el conjunto F (¢, x)
consiste de un punto que coincide con el valor de la funcién f (-) en este punto. Si (¢, z)
es un punto de discontinuidad de la funcién f (-), el conjunto F (¢, x) se define de otra
forma como se describe mds adelante. Una solucién de la ecuacién (2.3) es una solucién
de la inclusién diferencial

teF(tx), (2.4)

esto es, una funcién vectorial = (¢) absolutamente continua definida en un intervalo o
un segmento [ para el cual & (t) € F' (¢, z) casi en todo punto de I.

De gran interés son los métodos para la definicién de F'(¢,x) en los puntos de
discontinuidad de la funcién f (-) bajo los cuales la inclusién diferencial (2.4) puede ser
utilizada para una descripciéon aproximada de la dindmica de un sistema fisico.

La siguiente definicién es aplicable, en particular, a sistemas con retardo asi como

a algunos sistemas con friccién de Coulomb [27].

Definicién 3 (Definicion del convexro mdas simple) Para cada punto (t,z) € G
el conjunto F (t,x) es el conjunto convexo cerrado mas pequeno que contenga todos los

valores limite de la funcion vectorial f (t,x*) para (t,x*) ¢ M, t = cte.

Una solucién de (2.3) es una solucién de la inclusion (2.4) con F' (¢, ) asf construida.

En los puntos donde la funcién f (-) es continua el conjunto F (¢, x) consiste del punto
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f (t, ),y lasolucion satisface la ecuacién (2.3) en el sentido usual. Si el punto (¢, z) € M

el conjunto F' (t,x) es un segmento, poligono o un poliedro.

Considere el caso donde la funcién f (¢, z) es discontinua en una superficie suave S
dada por la ecuacién ¢ (z) = 0. La superficie S divide al espacio x en los dominios G
y G~. Para un tiempo t constante y para el punto x* aproximédndose al punto x € S
desde los dominios Gt y G, la funcién f (¢, 2*) tiene los valores limite

m f(t,2") = f~ (),

r*eG™
¥ —ux

lllrélJr ft,xz*) = fT(t ).

*

Entonces el conjunto F (¢, ) puede representarse geométricamente como un segmento

lineal uniendo los puntos finales de los vectores f~ (¢,x) y f* (¢, x).

Si para t; <t < t, este segmento cae a un lado del plano P tangente a la superficie
S en el punto z, la solucién para este tiempo ¢ pasa de un lado de la superficie S al

otro, ver figura 2.1.

Si este segmento intersecta al plano P, el punto de interseccién es el punto final de
un vector f°(t,z) que determina la velocidad de movimiento = f° (¢, z) a lo largo
de la superficie S en el espacio x, ver figura 2.2. Esto significa que la funcién z (t) que

satisface la ecuacion

&= f0(t,x),

es una solucién de la ecuacién (2.3) en virtud de la definicién (2.4). Si f© # f+, fO # f~,

a tal solucién se le llama modo deslizante.

11


mailto:E:5@FDF2
mailto:@F
mailto:42D@5
mailto:5252A@C
mailto:6DA24:@96
mailto:@D5
mailto::@D
mailto:A@54
mailto:E@92AC
mailto:@I:
mailto:5@D62
mailto:E@9
mailto:@D5
mailto::@D
mailto:@DG2
mailto:@C6D
mailto:@F
mailto:@DAF
mailto:E@DL
mailto:@DG64E
mailto:@C6D
mailto:E@4262F
mailto:25@56
mailto:E@9
mailto:A@5A2D256F
mailto:25@56
mailto:@EC
mailto:E@:
mailto:E@56:
mailto:E@L
mailto:G64E@C
mailto:@4:52556
mailto:@G:
mailto:6DA24:@9
mailto:DE@D:8

Figura 2.1: Soluciones que cruzan la superficie S.

Figura 2.2: Condiciones para la existencia de un modo deslizante sobre S.
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2.3. Estabilidad de puntos de equilibrios en el sen-

tido de Lyapunov

Un conjunto especial de soluciones de (2.3) son los puntos de equilibrio z.. Iniciando
en un punto z. en el tiempo tq la solucién de (2.3) permanecerd ahi para todo t > t.

Los conceptos de estabilidad, que a continuacién se establecen, son definidos con
respecto a estos puntos de equilibrio.

Considere que el sistema (2.3) tiene como equilibrio al origen z. = 0 € R™.
Definicién 4 /28] El punto de equilibrio z. = 0 de (2.3) es:

1. Estable al tiempo tqy si, para cada € > 0, existe una constante 6 > 0 que puede

depender de ty y e (0(tg,€)) tal que
[z(to)ll < 0 (to, e) == llz(D)]| < &, 9t = to.

Es uniformemente estable en [ty,o0) si, para cada & > 0, el valor de 0 es indepen-

diente del tiempo inicial tg.

2. Inestable si no es estable.

Definicién 5 [28] El punto de equilibrio x. = 0 se dice ser atractivo al tiempo tq si,

para alguna § > 0 y cada € > 0, existe un intervalo de tiempo finito T (to,0,¢) tal que
|z (t)|l <d = |z ()| <eVt>ty+ T (to,d,¢).

Es uniformemente atractivo en [ty,00) si para todo e, que satisface 0 < & < 4, el

intervalo de tiempo finito es independiente del tiempo inicial ty.
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Definicién 6 (Estabilidad asintética) [28] Un punto de equilibrio x. = 0 es asin-
toticamente estable al tiempo ty si es estable al tiempo ty y st es atractivo, o equivalen-
temente si existe alguna 0 > 0 tal que ||x(to)|| < ¢ implica que x(t) — 0 cuando t — .
Es uniforme asintdticamente estable en [tg, o) si éste es uniformemente estable en

[to, 0), y st x = 0 es uniformemente atractivo.

Definicién 7 (Estabilidad exponencial) [28] El punto de equilibrio x. = 0 al tiempo
to es exponencialmente atractivo si, para alguna § > 0 existen constantes a(0) > 0 y
B >0 tal que

o (o) | < & = Ilo(t)]| < a (5) e,
Es exponencialmente estable si, para alguna 6 > 0 existen dos mimeros estrictamente

positivos o y [ tal que

o (to)l] < & = lle(®)]| < a () le(to)] e #C-.

2.3.1. Meétodo directo de Lyapunov

Uno de los métodos méds usados para probar si un punto de equilibrio es estable en
el sentido de Lyapunov es el llamado método directo de Lyapunov que a continuacién

se presenta [1].

Definicion 8 Una funcion continua~y : R™ — R es una funcion de clasek siy (0) =0
y si es estrictamente mondtona creciente. Se dice que es de clase ko, si vy (p) — o0

cuando p — o0.

Definicién 9 Una funcion V (t,z) : R x R* — R se le llama localmente definida

positiva si existe una funcion de clase k, v, : R" — RT, tal que para alguna vecindad
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del origen 2 C R" se cumple que

Nnle®n <Vtz), V(o) e QxR

La funcion V (t,z) se dice localmente decreciente si existe una funcion de clase k,

Yo : T — R tal que, para alguna vecindad del origen Q C R™ se satisface

Vta) <y (lz@),  V(tz) e QxR

La palabra “localmente” es reemplazada por “globalmente” si 0 = R"™. La funcion

V (t,z) es radialmente no acotada si vy, es una funcion de clase Ko.

Definicién 10 Una funcion V (t,x (t)) : R x R" — R es una funcion candidata de

Lyapunov si es continuamente diferenciable y si

1. Para concluir estabilidad, V (t,z (t)) es definida positiva.

2. Para concluir estabilidad asintdtica o estabilidad exponencial, V (t,x (t)) es defini-

da positiva y decreciente.

3. Para concluir estabilidad global, V (t,z (t)) es globalmente definida positiva y ra-

dialmente no acotada.

4. Para concluir estabilidad asintdtica uniforme y global o estabilidad exponencial
global, V (t,x (t)) es globalmente definida positiva, globalmente decreciente y ra-

dialmente no acotada.

Teorema 11 Considere la ecuacion diferencial ordinaria (2.3) tal que, para cualquier

conjunto acotado D C R™ la funcion f (-) mapea D x RT a conjuntos acotados en R".
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Sea V (t,z) una funcion candidata de Lyapunov en alguna vecindad del origen 2 C R™.
Suponga que la derivada temporal de V (t,z (t)) a lo largo de la solucion de (2.3) tiene
la propiedad que, para toda (t,z (t)) € Q se tiene que

Vit x(t) < =y (lz@)]),

donde 5 (+) es continua y no negativa, con v5(0) = 0. Entonces el equilibrio x. del

sistema tiene las siguientes propiedades de estabilidad:
1. Es global o localmente uniformemente estable siy4 es semidefinida positiva.

2. Es uniforme y asintdéticamente estable en forma global o local si v4 es definida

positiva.

3. Es exponencialmente estable en forma local o global si v5 ||z (t)||) > AV (t, x) para
alguna constante X > 0 o si v; (||z (1)|]) = A ||z (t)||* para i = 1,2,3 y algunas

constantes positivas \;.

4. Es exponencialmente estable en forma global o local con convergencia en tiempo

finito si vs (||z (¢)||) > AV (t,z)" para constantes A >0 y 0 < p < 1.

2.4. Estabilidad de sistemas perturbados

Considere el sistema con perturbaciones denotadas por & (¢, x)

= f(t,x)+&(tx), (2.5)

donde f :[0,00] x D — R" y £ : [0,00) X D — R" son funciones continuas por tramos

en t y localmente Lipschitz en = en [0,00) X D, y D C R" es un dominio que contiene el
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origen x = 0. Se considera al sistema (2.5) como una perturbacién del sistema nominal

= f(t,x). (2.6)

En situaciones tipicas no se conoce con exactitud el término & (¢, x), pero si se conoce
algo de él, como por ejemplo su cota superior ||£ (¢, z)] -

Aqui se consideraran perturbaciones que se pueden escribir como un término aditivo;

por ejemplo, las incertidumbres que no cambian el orden del sistema siempre pueden

ser representadas en esta forma [1].

2.4.1. Estabilidad de sistemas con perturbaciones desvanes-
centes

Se dice que una perturbacion es desvanescente si & (¢,0) = 0. Suponga que x, = 0
es un punto de equilibrio exponencialmente estable del sistema nominal (2.6), y sea

V (t,z) una funcién de Lyapunov que satisface

allel? < V(o) <elol?, (27)
ov. oV 9
47 < — )
W W) < el (28)

oV

1% < el (29)

para todo (¢, x) € [0, 00| x D y para algunas constantes positivas ¢y, ¢a, ¢3 y ¢4. Suponga

que el término de perturbacién & (t, z) satisface el acotamiento de crecimiento lineal
1€ 2)| <oz, vt =0, Vz €D, (2.10)
donde ¢ es una constante positiva que satisface
C3

< —. 2.11
o< (211)
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Se tiene el siguiente resultado [1].

Lema 12 Sea x. =0 un punto de equilibrio exponencialmente estable del sistema no-
minal (2.6). Sea V(t,z) una funcion de Lyapunov para el sistema nominal que satisface
las condiciones (2.7) a (2.9) en [0,00) x D. Suponga que el término de perturbacion
€ (t,x) satisface (2.10) y (2.11). Entonces, el origen es un punto de equilibrio asin-
toticamente estable del sistema perturbado (2.5). Ademds, si todas las condiciones se

satisfacen en forma global, entonces el origen es globalmente asintéticamente estable.

2.4.2. Estabilidad de sistemas con perturbaciones no desvanes-
centes

Ahora se aborda el caso més general cuando no se sabe si £ (¢,0) = 0. Bajo estas
condiciones es posible que el origen z. = 0 ya no sea un equilibrio del sistema perturbado
(2.5). Lo mejor que se puede esperar es que la solucién z (¢) permanezca en una vecindad
del origen, si la perturbacién es pequena en algin sentido.

Supéngase que el origen del sistema nominal (2.6) es exponencialmente estable.
Entonces se tiene el siguiente lema [1]

Sea x, = 0 un punto de equilibrio exponencialmente estable del sistema nominal
(2.6). Sea V (t,x) una funcién de Lyapunov del sistema nominal que satisface (2.7) a
(2.9) en [0, 00) x D, donde D = {x € R" |< r} . Suponga que el término de perturbacién
satisface

&

€ (t,2)]| <6 < — or (2.12)

C2

para toda t > 0, toda x € D, y alguna constante positiva # < 1. Entonces, para toda
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|z (to)|| < \/c1/car, la solucion z (t) del sistema perturbado (2.5) satisface

l (@) < kexp[=y(t —to)] |z (L), Vio <t <to+T,

lz @ <b,  Vt>ty+T,

para algin tiempo finito 7', donde

= ~
1—-0)c
y=U-9a
&)
p_ Ca [c20
C3 019
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Capitulo 3

Definicion de una clase de sistemas
subactuados y definicion del

objetivo de control

En este capitulo se presenta una introduccién al modelado de sistemas mecénicos a
través de las ecuaciones de Lagrange, la definicién de una clase de sistemas subactuados

y la definicién del problema de control que se aborda en esta tesis.

3.1. Modelo de sistemas mecanicos utilizando las

ecuaciones de Lagrange

Para cuestiones de control se considera que se puede representar un mecanismo

mediante una cadena cinemadtica abierta como la mostrada en la figura 3.1, donde las
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2,

Unién 1°

v

Figura 3.1: Cadena cinemadtica abierta

partes que lo componen son:

Definicién 13 Una articulacion es la union de dos eslabones, por ejemplo en la figura
3.1 la union uno es una articulacion, la union dos es otra articulacion y asi para cada

UNLON.

Definicién 14 Un eslabon por lo regular es una parte solida o rigida del mecanismo
que se encarga de trasmitir una funcion o un trabajo a la parte final de este o a otro

eslabon.

Definicién 15 Los grados de libertad coinciden con el nimero articulaciones de un
mecanismo, por lo general el nimero de grados de libertad coincide con el nimero de

ecuactones necesarias para describir el movimiento del mecanismo.

Cada unién se controla a través de un accionador, que se coloca generalmente en

dicha unién, y el movimiento de las uniones produce el movimiento relativo de los
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eslabones. Aqui se denotara temporalmente por z;, al eje de movimiento de la unién
1. La coordenada articular generalizada denotada por ¢; es el desplazamiento angular
alrededor de z; si la unién ¢ es rotacional, o el desplazamiento lineal sobre z; si la
unién ¢ es traslacional. En el caso tipico donde los accionadores se localizan en las
uniones entre eslabones, las coordenadas articulares generalizadas reciben el nombre de
posiciones articulares.

En consecuencia, para un mecanismo con n articulaciones, es decir, de n gdl, el

vector de posiciones articulares ¢ tendrd n elementos

q1

q2

in

Las ecuaciones dindmicas de un mecanismo se pueden obtener a partir de las ecua-
ciones de movimiento de Lagrange [11]. Considérese un mecanismo de n grados de li-
bertad, su energia total £es la suma de su energia cinética K y de su energfa potencial
U

E(q(t),q(t)) = K(q(t),q(t)) + U(q(t)),
donde q(t) = [q1(), ..., g ()" v 4(t) = [G1(1), ..., G (t)]" son los vectores de posiciones y
velocidades articulares generalizadas respectivamente.

El Lagrangiano £(q(t), ¢(t)) de un mecanismo de n grados de libertad es la diferencia

entre su energfa cinética K y su energfa potencial .
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Las ecuaciones de movimiento de Lagrange estdan dadas por

d {aL [q(t),q'(t)]} B {aﬂ [q(tm(t)q —7  i=1..n, (3.2)

E 04 0g;

donde 7; son las fuerzas y pares ejercidos externamente en cada articulacién asi como
fuerzas no conservativas. Como fuerzas no conservativas se incluyen las de friccién y en
general las que dependen del tiempo y de la velocidad. Se tendran tantas ecuaciones

como grados de libertad tenga el mecanismo.

El sistema (3.2) puede representarse en forma matricial como

M(q)§+C(g,4)q¢+G(q) =7 (3.3)

donde M (q) es una matriz simétrica definida positiva de n x n denominada matriz
de inercia, C'(q,q) ¢ es un vector de n x 1 llamado vector de fuerzas centrifugas y de
Coriolis, G (q) es un vector n = 1 de fuerzas o pares gravitacionales y 7 es un vector
de n x 1 llamado vector de fuerzas externas, siendo generalmente los pares y fuerzas
aplicadas por los accionadores en las articulaciones. Cada elemento de M (q), C'(q,q) y
G (q) es, en general, una funcién relativamente compleja de las posiciones y velocidades
de todas las articulaciones.

Los efectos de friccién en sistemas mecdnicos son fenémenos que dependen de muilti-
ples factores como la naturaleza de los materiales en contacto, lubricaciéon entre ellos,
temperatura, etc. Por tal motivo son modelados sélo de forma aproximada, aunque se
reconoce que éstas dependen de la velocidad relativa entre los cuerpos en contacto. Una

caracterfstica importante de las fuerzas de friccién es que éstas son disipativas.
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A pesar de la complejidad de la ecuacién dindmica (3.3) que gobierna el compor-
tamiento de mecanismos, esta ecuacién y sus términos poseen propiedades que resultan

de interés por sf mismas, a continuaciéon se mencionan algunas de ellas.

3.1.1. Matriz de inercia M (q)

La matriz de inercia M (q) juega un papel importante tanto en el modelado dindmico
como en el diseno de controladores para mecanismos. En el primer caso, la matriz de
inercia se encuentra fntimamente relacionada con la energfa cinética K = %QTM (q) 4,
mientras que en el segundo, se emplean algunas de sus propiedades para el estudio de
estabilidad de sistemas de control de mecanismos.

La matriz de inercia M (q) es una matriz simétrica definida positiva de n x n cuyos
elementos son funciones solamente de ¢. La matriz de inercia M (q) satisface las sigui-

entes propiedades:

1. Existe una constante real positiva « tal que:

M (q) > ol Vg e R

donde I denota la matriz identidad de dimensién n x n. La matriz M (¢)~" existe

y es definida positiva.

2. Para el caso de mecanismos provistos tinicamente de articulaciones rotacionales,

existe una constante 5 > 0 tal que:

)\Max {M (q)} S 5 W qc R
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Una manera sencilla de calcular 3 es la dada por:

920 [ v, 0]

2T

donde M;; (¢) denota al ij-ésimo elemento de la matriz M (q).

3. Para el caso de mecanismos provistos tinicamente de articulaciones rotacionales,

existe una constante k), > 0 tal que:
IM () 2 = M (y) 2| < k2 =yl || 2]
para todo vector z, y, z € R”. Una manera sencilla de determinar k;; es:

k’M Z n2 max
i?j7k7q

o

oqy

4. Para el caso de mecanismos provistos tinicamente de articulaciones rotacionales,

existe una constante k,, > 0 tal que:

1M () y|| < Ky [yl

para todo z, y € R"

3.1.2. Matriz centrifuga y de Coriolis C (¢, q)

La importancia de las propiedades de la matriz centrifuga y de Coriolis C (g, ¢) se

hace patente en el estudio de estabilidad de sistemas de control de mecanismos.

La matriz centrifuga y de Coriolis C' (¢, ¢) es una matriz de n X n cuyos elementos

son funciones de ¢ y ¢. Ademds satisface las siguientes propiedades:

1. La matriz C (¢, ¢) puede no ser tnica, pero el vector C (g, q) ¢ es tinico.
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2. C'(q,0) = 0 para todo vector g € R".

3. Para todo vector ¢, x, y, z € R" y escalar a, se tiene que:

Clgr)y = Clgy)m,

Clgz+ar)y = Clg2)y+aC(gx)y.

4. El vector C (g, x)y puede expresarse en la forma:

Ci(q)y
2TCy(q)y
Clg,x)y =
21 Co (q)y
donde CY% (q) son matrices simétricas de dimensién n para todo k = 1,2,--- , n.

De hecho, el ij-ésimo elemento Cy;, (q) de la matriz C}, (¢) corresponde al stmbolo
de Christoffel definidos como:

1 [0My; (9) N OMyi(q)  OM;; (q)
2 dq; dq; g

cjir (q) =

5. Para el caso de mecanismos provistos tinicamente de articulaciones rotacionales,

existe una constante k¢, > 0 tal que:
1C (g, 2) yll < key ll2ll 1yl
para todo ¢, x, y € R".

6. Para el caso de mecanismos provistos tinicamente de articulaciones rotacionales,

existe una constante k¢, > 0y kg, > 0 tales que:

IC (2, 2)w = C (y, v) wl| < ke, ||z = wl Jw]l + ke, [l =yl {Jw]] || 2]
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para todo v, x, y, z, w € R".

7. Lamatriz C (g, §) esta relacionada con la matriz de inercia M (q) por la expresién:

27| 5M (q) = Clg.9)| 2 =0 Yq,4,z R

y de hecho, %M (¢q) — C(q,q) es una matriz antisimétrica. En forma andloga la

matriz M (q) — 2C (¢, §) es antisimétrica, y también resulta cierto que:

M(q) =C(g,d)+C(g,q)".

Independientemente de la manera en la que se obtenga C'(q,q), ésta siempre

satisfard:

3.1.3. Vector de gravedad G (q)

El vector de pares gravitacionales G (¢) de n x 1 depende sélo de las posiciones
articulares ¢. El vector G (q) esta acotado si ¢ lo estd también. Adicionalmente G (q)

tiene las siguientes propiedades:
1. El vector G (q) y el vector de velocidad ¢ pueden relacionarse mediante:
g T
| e it =ut) - utao)
0
para todo 7" € R, ..

2. Para el caso de mecanismos provistos tinicamente de articulaciones rotacionales,

existe una constante finita tal que:

/0 G ()7 ¢ dt + Uq(0)) > ky
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para todo T" € R, y donde ky = min ,{U (¢)}.

3.1.4. Linealidad en los parametros dindmicos

Una particularidad importante de la ecuacién dindmica (3.3), que entre paréntesis

. T _ .
es no lineal en el vector de estado [qT qT] , es que puede expresarse en términos lineales

de los pardmetros dindmicos de un mecanismo, por ejemplo de las masas e inercias. Esta
caracterfstica es bdasica para el analisis de controladores adaptables. Esta propiedad se
formaliza de la siguiente manera.

Linealidad en términos de los parametros dinamicos

Considérese las matrices M (q), C (q,q) y el vector G (¢) del modelo dindmico (3.3).

Se tienen las siguientes propiedades:
1. Para todo u, v, w € R™:

M (q)u+C(q,w)v+G(q) = ®(q,u,v,w)0 + k(q,u,v,w)

donde k (g, u,v,w) es un vector de n x 1, ® (¢, u, v, w) es una matriz de n X m
y el vector # € R™ depende exclusivamente de los pardmetros dindmicos del

mecanismo y de su carga.

2. Siq,u,v,w € L% entonces ® (q,u, v, w) € L™,

Conviene resaltar que siempre es posible encontrar un vector § € R™ para el cual

k(q,u,v,w) = 0 € R". Considerando esto y tomando v = ¢, v = w = ¢, la ecuacién
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Figura 3.2: Objetivos de control mds comunes.

(3.3) puede entonces escribirse como:

Y (q,4,4)0 =M (q)G+C(q,4) 4+ G (q) =,

donde Y (q,4,4) = ®(q,4,q,q) es una matriz de n x m, y 6 es un vector de m x 1
que contiene las m constantes dependientes de los pardmetros dindmicos. La constante
n es evidentemente el nimero de GD L, mientras que el valor entero m depende de la

seleccion de los pardmetros dindmicos del mecanismo.

3.2. Definicion del objetivo de control

Algunos de los objetivos de control son estabilizacién, regulacién, seguimiento de
trayectorias, sincronizacién, control de bifurcaciones y generacion de atractores caéticos,
en la figura 3.2 se ilustran algunos de ellos.

Donde cada objetivo se define de la siguiente forma:

1. Regulacién: La salida de la planta converge a una senal de referencia constante.

29


mailto:6E:G@D564
mailto:G64E@C56
mailto:@DA2CP
mailto:6EC@D5:
mailto::4@D
mailto:6C@56
mailto:@C6
mailto:@DA2CP
mailto:6EC@D5:
mailto::4@D56
mailto:@D56
mailto:@D
mailto:@3
mailto:6E:G@D564
mailto:E@56
mailto:EC2J64E@C:2D
mailto:562EC24E@C6D42TE:4
mailto:@D
mailto:@D566
mailto:@D
mailto:564252@3
mailto:6E:G@D656L
mailto:E67@C

2. Seguimiento: La salida de la planta converge a una senal de referencia variante

con el tiempo.

3. Sincronizacion: Las salidas de dos sistemas se sincronizan en un t; mediante una

senal acoplante.

El objetivo de seguimiento de trayectorias incluye a regulaciéon y a estabilizacién
como casos especiales. Analiticamente, el objetivo de seguimiento de trayectorias se
define como el diseno de una entrada de control u, como una funcién del estado y del
tiempo, tal que

lfm (y (t) — y» () = 0.

t—o0
Como se ha mencionado anteriormente, los objetivos de control méds estudiados para
sistemas subactuados son estabilizacién y regulacién. Sin embargo, en este trabajo de
tesis se aborda el objetivo de seguimiento de trayectorias para una clase particular de

sistemas mecdnicos subactuados, la cual se describe en la siguiente seccion.

3.3. Descripciéon de una clase de sistemas subactua-

dos de dos grados de libertad

Cuando un sistema mecdnico cuenta con un actuador en cada articulacién se le
llama sistema completamente actuado, pero si el mecanismo cuenta con articulaciones
sin actuador se le llama sistema subactuado. Esto se ve reflejado en su modelo dindmico
en el nimero de entradas de control en el sistema; en un sistema subactuado hay menos

entradas de control que grados de libertad [17].
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Cuando un sistema subactuado de n grados de libertad (nGDL) cuenta con m < n
actuadores, entonces i = n — m es el grado de subactuacién, por ejemplo si un sistema
subactuado de 3GDL cuenta con un actuador en cualquiera de sus articulaciones ¢ = 2
, entre mds alto sea el grado de subactuacién el mecanismo es més dificil de controlar.

Un sistema de 2G' DL puede ser el sistema subactuado méds simple, su modelo esta

dado por
mia (Q) mi2 (Q) G C11 (q, CJ) C12 ((L Q) g1
+ + (34
ma1 (Q) Moz (Q) Go C21 (C], CJ) C22 (Q» Q) o
(251 <Q> T1
+ =
g2 ((Z) 0

El sistema (3.4) tiene la forma més general posible, sin embargo, disefiar controladores
para este modelo general es muy complejo.

Una clase de sistemas subactuados se define por la siguiente estructura

G = filar, 41,02, G2) + g1(q1, g2)7, (3.5)
G2 = folqe, ¢2) + Goq1 + 93Go,
Y1 = 41,
Y2 = Qo
donde ¢, ¢2, ¢1 y g2 son las posiciones y velocidades generalizadas respectivamente,

filqr, 415 G2, 42) ¥ 91(q1, g2) son funciones suaves, g1(q1, ¢2) # 0 para todo q1 y 2, g2 ¥ g3
son constantes diferentes de cero y 7 es la entrada de control.
Una propiedad importante del sistema (3.5) es que la ecuacién subactuada es lineal

con respecto a ¢; y su coeficiente es diferente de cero, esto es la base del controlador
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Figura 3.3: Esquema de un sistema masa resorte amortiguador de 2 grados de libertad.

propuesto en esta tesis.

3.4. Ejemplo de modelado de un sistema subactua-

do de 2GDL

Considere el sistema masa resorte amortiguador de 2 grados de libertad que se

muestra en la figura 3.3, cuyo vector de posiciones articulares q estd definido por

T
q:{éh Q2] ’

donde ¢; y ¢ son las posiciones de cada una de las masas, para este caso la energfa

cinética K(q, ¢) es la suma de dos partes,

K(QvQ) = Kl (QaQ) +K2 (QaQ)a
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donde Ki(q,q) y Ka(q,q) son las energias cinéticas asociadas a la masa m; y my res-

pectivamente, también se puede realizar lo mismo con las energfas potenciales

U(q) =U(q) +Uz(q),

donde U, (q) y Uz(q) son las energias potenciales asociadas a la masa m; y ms respec-

tivamente. Las energfas cinéticas estdn dadas por

. 1.
Ki(q,q4) = §m1Q%,
1

K2 <q7Q) = §m2qg7

y las energfas potenciales son

1
U (g = §k1Qf,
1

U (q) = §k2(Q2—ql)2a

por lo tanto, el Lagrangiano queda definido por la ecuacién,

1 1

) ) 1 1
L(q,q) = iml(ﬁ + 5"”2(]% — éklcﬁ — §k2 (q2 — Q1)2 .

Ahora se obtienen la derivadas que se necesitan en (3.2) para el desarrollo de las ecua-

ciones de movimiento

0L[q.d] _ _—
- aql - ’
d[oLle.d] _ i
dt | 0¢ | b
oLled _ | .
04 ’
d[oLlgdl] _ p
dt | 9g | 242
9L [q, 4
=Wl g k _
a1 1q1+ ko (2 — q1)
oLlq,q]
s = —k(2—aq).
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Las ecuaciones de movimiento de Lagrange para un sistema masa resorte amortiguador

de 2GDL estén definidas por (3.2) y son
miGi + ki — k2 (@2 —q1) = 71,
mafs + ko (@2 — q1) = 7o,

como se puede observar, la ecuaciones de movimiento de Lagrange no incluyen funciones

de friccién. Un modelo que incluye un modelo simple del fenémeno de friccién es
mii + kg — k2 (@2 —q1) = 71 —061G1 — 02 (¢1 — G2)
Moy + ko (2 — 1) = T2 —02(d2 — 1),
despejando los torques se tiene
midy + kg — k2 (g2 — 1) + 01G1 + 02 (1 — G2) = 71, (3.6)
MaGa + ko (g2 — 1) + 02 (G2 — 1) = o
El sistema (3.6) es el modelo dindmico de un sistema masa resorte amortiguador de
2GDL completamente actuado, para utilizar la configuracién subactuada dnicamente
se elimina 79, y se obtiene el sistema (3.7)
miGy + kiqn — k2 (g2 — 1) + 0141 + 02 (1 — o) = T, (3.7)
mads + ko (@2 — 1) + 02 (G2 —¢1) = 0
Debido a que el sistema es modelado por las ecuaciones de Lagrange, los términos de
perturbaciones se suman al modelo obtenido, esto es una de sus propiedades, por lo

tanto se obtiene el modelo matematico de un de un sistema masa resorte amortiguador

de 2GDL subactuado considerando perturbaciones dado por el sistema (3.8).
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miGr + kiqn — ka2 (@2 — 1) + 01¢1 + 02 (¢1 — ¢2)

Mada + k2 (g2 — q1) + 02 (G2 — ¢1)

donde v (+) ¥y 75 (+) incluyen términos producidos por variaciones paramétricas.
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Capitulo 4

Solucién del problema de control

considerando un modelo nominal

En este capitulo se presenta una propuesta de control para los sistemas subactua-
dos presentado en el capitulo 3, considerando un modelo nominal y del cual tnica-
mente se conocen sus posiciones generalizadas. Para implementar el control se utilizan
derivadores y observadores en tiempo finito, ambos propuestos en [29] y [30] respecti-

vamente.
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4.1. Definicién del modelo nominal y objetivo de

control

Considere un sistema mecédnico subactuado de 2 grados de libertad (2GDL) cuyo

modelo dindmico estd dado por las ecuaciones,

G = filer,¢1,92,42) + g1(q1, q2) T, (4.1)
Go = fa(q2, G2) + 9201 + 9392,
Y = (41,

Y2 = Q2

donde ¢, q2, ¢1 y G2 son las posiciones y velocidades generalizadas respectivamente,

fi(q1, 41,92, 42) v 91(q1, g2) son funciones suaves, g;(-) # 0 para todo ¢; ¥ g2, g2 y g3 son

constantes diferentes de cero y 7 es la entrada de control.

El objetivo de control es que la salida subactuada ¢ siga a una referencia variante en
el tiempo y, (t), mientras que la posicién y velocidad de la articulacién actuada ¢; y ¢

permanezcan acotadas.
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Una representacién en variables de estado del sistema (4.1) es la siguiente

T

T

T3

Ty

(75

Y2

T2, (4.2)
fi(@1, wa, 23, 24) + g1 (21, 73)T,

Ty,

fo(3, 24) + ga1 + g3z,

Ty,

€3,

donde 71 = q1, T2 = ¢1, T3 = G2, T4 = (o.

El objetivo de control de seguimiento de trayectorias se puede definir por la variable

de error e; = 3 — y, (t); su dindmica estd dada por

é1

€2

Ye

T

T

n

€2, (4-3)
fa(x3, 24) + Gow1 + g3z2 — Gy (),

€1,

T2,

Ji(@1, 2o, 23, 24) + g1 (21, 23)T,

xIq.
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4.2. Solucién para el sistema nominal

El sistema (4.3) estd formado por dos subsistemas; el sistema de error

él = €9, (44)
ey = folxs, x4) + gow1 + gzxe — G, (1),

Ye = E€1,

y el subsistema actuado

i‘l = X2, (45)
Ty = fi(xy, 22,23, 24) + g1(x1,23)T,
B = 1.

La estrategia de control es la siguiente, para el sistema (4.4) se considera que la entrada
de control es la variable x;, de esta forma un control ideal que estabiliza en forma
asintética el origen del sistema de error (4.4), y con esto se resuelve el problema de

seguimiento para este subsistema, es

1 ..
Ty = g_(—f2($37$4) — 93T + Ui () — ke — kaea). (4.6)
2

La expresion para z; en (4.6) se toma como una nueva senal de referencia denominada
Tra (1),

1 .
Tpa () = a(—f2(36’37374) — 932 + §p(t) — kreq — kaea),
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la cual serd la referencia para la salida y; del subsistema (4.5). Ahora se definen los

nuevos errores de seguimiento para la parte actuada del mecanismo

E1 = X1 — Tpa (1),
Ey — Tg — -i’ra (t) s
cuya dindmica estd dada por
€1 = & (4.7)
€2 = [i(@1, 32, x5, %4) + G1(21, 33)T — Tpa (1)

ya que g;(-) es no singular para cualquier valor de su argumento, un control que esta-

biliza el origen del sistema (4.7) es

1 ..
" (o) (=fi(@1, 22, 23, 04) + ra (1) — 181 — 289) (48)

4.2.1. Analisis de estabilidad

Sustituyendo el control (4.8) en el sistema (4.7) se tiene el sistema en lazo cerrado

él = &9, (49)

€2 = —QE] — g,

el cual tiene al origen como un punto de equilibrio exponencialmente estable si las
constantes a1y ay son positivas. Es importante notar que la dindmica del sistema (4.9)

no depende de la dindmica del sistema (4.4).
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Ahora se considera el sistema (4.4)

é1 = e, (4.10)
by = fo(ws, w4) + gor1 + g3w2 — Yy (1),

Ye = E€q,

considerando que 1 = €1 + X, (1), se tiene

1 ..
T =¢€1+ g—(—f2($3,x4) — g3T2 + Yy (t) — /{7161 — /{?262), (411)
2

sustituyendo (4.11) en (4.10) y simplificando se obtiene

€1 = €y,

€s = o1 — kier — kaeq,

este sistema es un sistema lineal con una perturbacién que se desvanece en forma
exponencial; si k; y ko son constantes positivas, el sistema nominal definido con g7 =0
tiene al origen como un punto de equilibrio exponencialmente estable, de esta forma, el
sistema perturbado tiene al origen como un punto de equilibrio asintéticamente estable

si se eligen adecuadamente las constantes k; y ko [1].

4.3. Implementacion del control

El controlador (4.8) no puede ser implementado en forma directa ya que no se tiene
acceso a las velocidades x5 y x4, y tampoco se tiene el termino ., (t), es por eso que

en esta seccién se presenta una estrategia para implementar dicha senal de control.
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4.3.1. Estimacion de las velocidades de cada carro utilizando
un derivador exacto con convergencia en tiempo finito

Con el objetivo de estimar las velocidades de cada carro se utiliza el derivador exacto

con convergencia en tiempo finito de Levant propuesto en [29] y estd dado por

1 .
Ty = wy+cpq v — 21]2 sign (v — 1),

Wy = cgsign (v — 1),
para estimar w; = T3 y

1 .
Ty = ws+cyq|vs— 3|2 sign (s — T3),

wg = 0372872971 (]33 — (i’3) y

para estimar ws = x4, donde las constantes ¢; ; y ¢; 2 deben satisfacer las desigualdades

9 Cio + C;
i, > 4C;——+H
o= "cig — Gy

Cio2 > Cz’;

donde |i;| < C;, para i =1, 3.
Considerando que después de un tiempo finito ya se cuenta con el vector de estado
completo se puede implementar la sefial de referencia auxiliar x,, (t).

1 ..
Tra (t) = ;(_ﬁ(%a w3) — gswi + Yr (75) — kie; — kzez)-

4.3.2. Observador para la estimacién de ¢y y %, (t)

Después de obtener en un tiempo finito las velocidades de cada carro, en esta seccién

se utiliza un observador exacto con convergencia en tiempo finito para estimar las
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variables 5 y &, (t) a partir del sistema (4.4). Se considera que el sistema (4.4) mantiene
el comportamiento acotado.

El observador tiene la forma [30]

g = 2+ ayle, — 61]% sign (e, — &), (4.12)
Z1 = aggsign(e, —&1),
§o= 2.
32 = fi(z1, 2,3, 24) + g1(x1, 23)T + 20 + 10 |21 — ég‘% sign (21 — &), (4.13)
Zy = gosign(z — &),

~ A

Ya = E£o.

En el observador (4.12-4.13) &; y 2z; convergen a €1, £ CONVerge a €9 y 23 CONVErge a
—Zyq (t). Esto se puede probar de la siguiente manera.

Definiendo el conjunto de variables de error

€1 = &1 — €1,

€2 = &2 — &9,

cuya dindmica estd dada por el sistema

. 1.
€1 = &2— 21— 01 |€1|2 sS1gn (61) y (414)
Z = agsign(e),
. . ~ L, ~
€ = —Tpq (t) — 22— (19 |Zl - €2|2 S1gn (Zl - 82) y (415)
22 = a27281gn (Zl — ég) .
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El anélisis de estabilidad del sistema (4.14-4.15) se realiza por bloques. Como se puede

observar, el comportamiento de las variables €; y z; es independiente del resto de los

estados de (4.15),
1.
él = E2— 21 — 01 ’61|2 sS1gn (El) N (416)
2'11 = a27lsign (61) s

Se asume que el comportamiento de la planta es acotado y que |&3] < . Haciendo el

cambio de variables v; = € y v = g9 — 21 el sistema (4.16) se puede reescribir como
. 1,
U1 = v —ayq |vy|?sign (vr), (4.17)
1.)2 = ég — agylsign (Ul) s
eligiendo valores adecuados de las constantes a;; y a2 de acuerdo a [30] se puede
garantizar la convergencia en tiempo finito al origen de v; y vs, lo que implica que en

un tiempo finito &; = &1 y z; = €5. En la siguiente etapa se puede considerar el cambio

de variables como v3 = €5, entonces se tiene

U3 = €,
U3 = —Fpa(t) —20 — 1221 — é2|% sign (21 — &),
definiendo a vy = —&,, (t) — 22, resulta el siguiente sistema
by = g — s |vs|? sign (vs), (4.18)
Uy = —T,4(t) — agasign (vs),

Siguiendo el mismo procedimiento con este par de ecuaciones, y asumiendo que |7, (¢)| <
d3, se pueden encontrar los valores de las constantes o 5 y aa5 tal que zo = —7,, (1) en

tiempo finito.
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Es importante notar que para cerrar el lazo y satisfacer el objetivo de control primero
se debe dejar evolucionar la planta en lazo abierto permitiendo la convergencia de los

derivadores y observadores, ya que han alcanzado su objetivo, se cierra el lazo.

4.4. Aplicacién a un sistema masa resorte amor-

tiguador de 2GDL

4.4.1. Definicién del modelo nominal

Considere el sistema masa resorte amortiguador que se muestra en la figura 3.3,

cuyo modelo estd dado por

miGi + kg — k2 (@2 — 1) + 001G + 02 (41 — G2) = kT, (4.19)

Mmoo + ko (@2 — 1) +02(¢2—¢1) = 0

donde ¢; y g2 son la posicién del primer y segundo cuerpo respectivamente, ¢; y ¢ son
sus velocidades y ¢; y §o son sus aceleraciones. m;, k; y d;, para ¢ = 1,2, son el peso,
constantes del resortes y coeficientes de friccién respectivamente, k,, es una ganancia

del controlador y 7 es la entrada de control.

Definiendo las variables de estado como 1 = ¢, 2 = ¢1, T3 = @2, T4 = (2 Yy

cambiando 7 = wu se obtiene una representacién en variables de estado del sistema
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(4.19).

jfl = T2, (420)
. ky+ k d01+90 k 0 km
Ty = —<1 Q)Il—(l 2)$2+—2$3+—2$4+—U7
mq my my my my
jj.?) = Ty,

Ty = —x+ —Ty— ——T3— — Ty,
ma mo ma ma

Yy = I,

Y2 = T3

En esta seccién se presentan tanto resultados numéricos y experimentales, por lo
tanto, un primer paso fue estimar los pardmetros de la planta con la finalidad de realizar

simulaciones utilizando un modelo de la planta lo més cercano posible al real.

4.4.2. Identificacion de parametros

Con el fin de realizar experimentos en la planta rectilinea de la marca Educational
Control Products (ECP), modelo ECP210, se realizé una caracterizacién del mecanis-
mo para estimar los pardmetros de la planta, los experimentos realizados consisten en
estimular al sistema con una senal tipo escalén de cierta amplitud y, con base a la solu-
cion analitica y de los datos de la respuesta, se obtiene un estimado de los pardmetros.
Una explicacién detallada de esta identificacién se encuentra en el manual de usuario
del mecanismo [31], capitulo 6 de las pédginas 76 a la 80.

Los valores de los pardmetros obtenidos son k; = ky = 189,65348, 6; = 10,54942,

09 = 1,19888, m; = 0,77136, mo = 0,60646 y k,, = 2,85. Por lo tanto, el modelo nominal
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del sistema (4.20) estd dado por

Iy

Ty

T3

Ty

U1

Y2

T2,

—491,7421 — 15,2324 + 245,87x3 + 1,554224 + 3,6948u,
Ty,

312,722 4+ 1,9768x4 — 312,7225 — 1,976824,

L1,

xs3.

4.4.3. Diseno de la senal de control

El objetivo de control es lograr que la salida subactuada z3 siga a una referencia

variante con el tiempo y, (f) mientras que la articulacién actuada mantenga un com-

portamiento acotado.

Se define el error entre la salida y la referencia e; = x3 — v, (t), cuya derivada es

e =4 — Y (1),

mientras que é; estd dado por

k ) k 0
by = — Ty — Ty — —o g — —Ty — B () .
mo mMo mo ™o
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De esta forma se puede definir el sistema extendido

él = €9, (421)

ey = 312,72z + 1,9768x5 — 312,723 — 1,9768x4 — i), (),

Ye = €1,
T = g,
Ty = —491,747, — 15,2324 4+ 10245,87x3 4 1,5542x4 + 3,6948u,
n = I

La senal x,, (t) que controla la parte subactuada es

Tpq (1) = 3,1977 x 1072 (—creq — coey — 1,9768x5 + 312,725 + 1,9768x4 + i, (1)),

donde se proponen las constantes ¢; = ¢ = 10.
Para el disefio de control del sistema actuado de (4.21) se definen nuevas variables

de error que estian dadas por

€1 = T1 — Tra (t) )
€2 = Ty — Tpq (t) )
cuya dindmica es
él = &9, (422)
gy = —491,74xy — 15,2319 + 10245 8723 + 1,5542x4 + 3,6948u — &, (1),
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por lo tanto, un control ideal que estabiliza al origen del sistema (4.22) es

u = 0,270 65(-0&151 — (€9 + 491,741‘1 + 15,231‘2 (423)

— 102458725 — 1,554224 — 3,6948u + #,q (1)),

donde los valores propuestos de las constantes son a1 = ap = 10.

Para implementar la senal de control (4.23) es necesario estimar las velocidades de
cada carro, con esto se puede implementar la sefial de referencia z,, (t), y estimar las
variables s y %, (t) . Estas estimaciones se llevarén a cabo con derivadores discontinuos
con convergencia en tiempo finito como los propuestos en [29].

Con el objetivo de estimar las velocidades de cada carro se utiliza el derivador exacto

en tiempo finito de Levant dado por

1 .
T = wy el — 312 sign (v — ),

wl = 017282‘977, (1’1 — i’l) y

N ~
Ty = ws+csq|rs — 23]2 sign (x5 — T3),

wg = 037281'971 (113'3 — i’g) s

para obtener ws = x4, donde las constantes ¢;; y ¢; 2 deben satisfacer la desigualdad

i+ C;
2, > 402
' iz — Ci

co > O

donde |#;| < C;. Los valores propuestos para las constantes son ¢;; = ¢33 = 45 y

C12 = C32 = 5
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Por lo tanto, la senal de referencia x,, se puede implementar de la siguiente forma

Tra = 3,1977 x 1073 (=10e; — 10e3 — 1,9768w; + 312,72x5 + 1,9768w; + i, ().

Como se considera que z,, (t) es acotada y que sus dos primeras derivadas &, (t) y

Zrq () son acotadas se propone un observador para el sistema (4.22) de la forma

2

~

Y2

; 1, ~

g1 = ztoaqqle, —&|%sign(e, —&1), (4.24)
2 = aggsign(e, — &),

i o= &1

—491,74x; — 15,2375 + 10245,87x3 4+ 1,5542x4 + 3,6948u + 25 + .. (4.25)
.+ a1 2 ‘21 - é2|% Sign (21 — ég) R (426)
Qg 98ign (21 — &2) ,

€2,

con valores propuestos de las constantes a1 = 12 =45y ag1 = g9 = 5.

4.4.4.

Ilustracion del desempeno del controlador del caso nom-

inal

Para ilustrar el desempeno del sistema en lazo cerrado se realizaron una serie de

simulaciones numéricas y experimentos con tres senales de referencia distintas: una

senal senoidal, una suma de senoidales de diferente frecuencia y amplitud, y una senal

tipo exponencial. Las simulaciones se realizaron en simulink y los experimentos se

realizaron con la plataforma de control dSPACE 1103.
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Resultados de simulaciones numeéricas

Simulaciones con una referencia senoidal En la primera simulacién se mues-

tran los resultados utilizando una senal de referencia senoidal con una amplitud de 2

1 rad

centimetros y con una frecuencia de o

En las figuras 4.1 y 4.2 se muestra el desempeno del derivador utilizado para estimar
las velocidades de la planta; en la figura 4.1 se puede observar que el sistema se mantuvo
en lazo abierto durante los primeros 2 segundos y la convergencia de los derivadores
a las velocidades reales es muy répida, en unas fracciones de segundo. Esto se puede
observar en los errores entre las variables reales y las estimadas que se muestran en
la figura 4.2, los errores de posicién estdn en el orden de 1 x 107°, lo que se puede

considerar suficientemente pequeno para decir que los derivadores tienen el desempeno

esperado. En esta gréfica se utiliza la siguiente nomenclatura &, = z1,, I3 = 3,.

El desempeno del observador para estimar las variables ey y #,, (t) se analiza en
forma indirecta a través de la convergencia a cero de errores entre variables internas. La
figura 4.3 se muestra el comportamiento de estos errores, en donde se puede observar su
convergencia a cero, lo que implica que la estimacién de €5 y Z,, (t) en tiempo finito es
adecuada. En esta gréfica se utiliza la siguiente nomenclatura e, = e1, &1 = ey, €2 = ea,,

y los errores internos del observador estdn dados por €; =1 — &1y €5 = 21 — és.

Después de cerrar el lazo, en t = 3seg., la convergencia de la variable 1 a z,, y
de x3 a y, (t) se hace presente, como se puede observar en las figuras 4.4 y 4.5. Esta
convergencia es en forma asintética y se obtiene un error considerablemente bajo a

partir de los 2 segundos después de cerrar el lazo.
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Figura 4.1: Desempeno de derivadores para estimar las velocidades.
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Figura 4.5: Senal de referencia y posicién del segundo carro y error de seguimiento.

Finalmente, la amplitud de la senal de control alcanza valores que estdn dentro de
un rango seguro para realizar experimentos con el mecanismo, ver figura 4.6. Ademas,
la senal de control no presenta componentes de alta frecuencia, con lo que indica que

en el experimento no se tendra problemas por vibracion en las variables de estado.

Simulacién con una suma de senoidales como referencia Para el caso de la
suma de dos senales senoidales como referencia los resultados fueron similares. Aquf sélo
se presenta el comportamiento de las posiciones del sistema y de la senal de control. En
la figura 4.7 se muestra la convergencia de la posicién del primer carro a la senal z,, (t)
y el error entre ellas, el cual es muy pequeno. En la figura 4.8 se puede observar que
el objetivo de control se satisface. Al igual que en el caso anterior, la senal de control

mantiene una amplitud adecuada para el desarrollo de experimentos, ver figura 4.9.
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Figura 4.10: Comportamiento del sistema en lazo cerrado considerando una senal de

referencia que converge exponencialmente a una constante.

Simulaciones con una referencia exponencial Finalmente se utiliza una senal que
converge exponencialmente a un valor constante para ilustrar el desempeiio del sistema
con un objetivo similar a regulacién. En la figura 4.10 se observa que la posicién de la
parte subactuada del sistema alcanza la senal de referencia con un error muy pequeno.

En la figura 4.11 se observa la senal de control, la cual se mantiene en un rango adecuado

para el sistema real.

Con estos resultados se puede concluir que la estrategia de control tiene un buen
desempeno bajo las condiciones establecidas; un sistema sin incertidumbres paramétri-
cas ni perturbaciones externas. En la siguiente seccién se muestran los resultados de

aplicar este controlador al mecanismo real.

Es de esperarse que el desempeno se deteriore ya que no se cuenta con un modelo
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Figura 4.11: Senal de control.

exacto de la planta, pero se espera que la salida de la parte subactuada del sistema se

mantenga en una vecindad del objetivo de control.

Resultados experimentales

Los experimentos se realizaron con una plataforma de desarrollo dASPACE 1103. Al
igual que en las simulaciones numéricas, se aplicaron tres referencias: una senal senoidal,

una suma de senoidales y una senal tipo exponencial.

Resultados experimentales con una referencia senoidal En las figuras 4.12 y
4.13 se muestra el desempeno de los derivadores que estiman las velocidades de la planta.
Como no se tienen mediciones de las velocidades no se puede tener una comparacién

entre la velocidad real y la estimada. Sin embargo, se puede analizar el desempeno con

58


mailto:25@C2
mailto:@C62
mailto:A6S@D656E6C:
mailto:@C6J2BF6
mailto:@D64F6
mailto:@56
mailto:@57
mailto:6I24E@56
mailto:A6C@D66DA6C2BF6
mailto:@3
mailto:6E:G@564
mailto:!@D6IA6C:
mailto:E@DD6C62
mailto:2E27@C
mailto:@5
mailto:@:52
mailto:@:52
mailto:E:A@6IA
mailto:A6S@56
mailto:@D56C:G25
mailto:@C6DBF66DE:
mailto:@4:5256D56
mailto:@D6E:6
mailto:@4:5256D
mailto:@D6AF656E6

b)

0.02

m

001r

110 (M

X

|
|
.

-001

-0.02
0

Tiempo () Tiempo (s)

d)

0.02

001

XX (m)

wx(ms)
o

-001

-002

Tiempo(s) Tienpo(s)

Figura 4.12: Desempeno de los derivadores para estimar las velocidades.

la comparacién de las posiciones estimadas, como se puede ver en la figura 4.13, los
errores en estado estable estdn en el orden de 1 x 1079, el cual es el mismo orden de las

simulaciones numéricas, por lo que se concluye que los derivadores estdn cumpliendo

con su objetivo.

El paso siguiente es analizar el desempeno del observador para estimar las senales
€9 ¥ &yq (1), este andlisis se hace en forma indirecta a través de la convergencia a cero
de los errores internos mostrados en la figura 4.14. Aqui se puede observar que estos
errores llegan a una pequena vecindad de cero. Lo importante aqui es observar que
la estimacién de los errores, figuras a) y b), es adecuada. Como era de esperarse, el
desempeno del sistema en lazo cerrado se ve afectado por las diferencias en pardmetros
y por dindmicas no modeladas. En la figura 4.15 se puede observar que existe un pequeno

error de seguimiento entre la sefial de referencia x,, (t) y la posicién ;. Esto a su vez
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Figura 4.13: Errores derivadores entre las posiciones reales y las posiciones estimadas
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Figura 4.14: Desempeno observador y sus errores.
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Figura 4.15: Dindmica entre x1 y @, (1) .

causa un error de seguimiento entre la senal de referencia y,. () y la posicién de la parte

subactuada de la planta, ver figura 4.16.

Finalmente, la senal de control se mantiene en los mismo niveles que tuvo en las

simulaciones numeéricas y con las mismas caracteristicas como se puede observar en la

figura 4.17.

Resultados experimentales con una suma de senoidales como referencia En
este caso los resultados son similares al caso anterior; el error de seguimiento de x; y la
senal auxiliar x,, (t) se mantiene en el nivel de 1 x 1073m, como se puede observar en la
figura 4.18. Mientras que el error de seguimiento entre y,. (t) y 23 alcanza la magnitud de

2,5 x 1073m en estado estable. Este error es significativo si se considera que la amplitud

de la referencia es de 20 x 10~ 3m.
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Figura 4.17: Senal de control.
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Figura 4.19: Objetivo de control.
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Figura 4.20: Senal de control.

Como se puede observar en la figura 4.19 inciso b) el error aumenté respecto a la
simulacién numérica con la misma referencia, esto puede ser debido a que como no se
estdn considerando variaciones paramétricas, fricciones viscosas y de Coulomb en las

masas y ciertas condiciones no modeladas para el experimento.

Experimento con una referencia tipo exponencial Finalmente se realiz6 un
experimento aplicando una senal que exponencialmente se aproxima a una constante,
aqui los resultados fueron interesantes ya que la convergencia de la posicién z; a la
senal auxiliar z,, es adecuada, figura 4.21, pero la convergencia de la posiciéon xs no
llega a la senal de referencia, como se puede observar en la figura 4.22, hay un error en

estado estacionario de alrededor de 0,7 x 10~3m.

En la figura 4.21 se observa la posicién x; converge a la referencia auxiliar z,, (t);
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Figura 4.22: Comportamiento de la salida del sistema y del error de seguimiento.
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Figura 4.23: Senal de control.

lo que indica que la parte del control para lograr este objetivo de control es adecuada.
Sin embargo, la figura 4.22 se muestra que la salida del sistema no alcanza a seguir
completamente a la sefial de referencia, existe un error de aproximadamente 0,6 x 10~3m.
Finalmente, en la figura 4.23 se muestra la senal de control, en donde se puede observar
que su amplitud se encuentra en el rango dindmico del sistema de control dSPACE

1103.

Con base a estos resultados se puede concluir que la estrategia de control que se
ha propuesto funciona adecuadamente cuando se conoce exactamente el modelo de la
planta, pero cuando hay incertidumbres el desempeno del sistema en lazo cerrado se
degrada. Sin embargo, el sistema en lazo cerrado tiene cierto grado de robustez ya
que la salida se mantuvo cerca de la referencia en los tres experimentos. Por lo tanto,

en el siguiente capitulo se aborda el problema considerando perturbaciones externas e

incertidumbres paramétricas.
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Capitulo 5

Solucién del problema de control
considerando un modelo con

perturbaciones

En este capitulo se presenta el andlisis del problema de control considerando una
planta con incertidumbres paramétricas y perturbaciones externas y se propone un

controlador para resolver el problema de seguimiento de trayectorias.

El controlador que se propone es similar al empleado en el caso nominal, sélo se
agregan términos para compensar las perturbaciones, los cuales son estimados por ob-
servadores. En este andlisis se descubre que la estructura de control empleada para re-
solver el caso nominal estd haciendo la identificaciéon de una parte de las perturbaciones
en el sistema y las estd compensando. Es por eso que los resultados experimentales

mostrados en el capitulo anterior tienen un comportamiento aceptable.
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5.1. Definiciéon del modelo con incertidumbres

Considere un sistema mecdnico subactuado de 2 grados de libertad (2GDL) con

modelo dindmico dado por las ecuaciones

G = fila, 41,02, 42) + 91(q1, 2)7 + 71 () (5.1)
Go = folqe,G2) + 921 + 931 +v5 (+)
y = G,

Y2 = (q2,

donde ¢1, ¢2, ¢1 y G2 son las posiciones y velocidades generalizadas respectivamente,
fil@r, 41,62, 42) ¥ 91(q1, g2) son funciones suaves, gi(-) # 0 para todo q1 y g2, g2 ¥ g3
son constantes, 7 es la entrada de control y, debido a la propiedad de linealidad en
pardametros que tienen los modelos de sistemas mecédnicos basados en las ecuaciones de
Lagrange, v, (+), 75 (+) son términos producidos por variaciones paramétricas y pertur-
baciones externas, estos términos son funciones suficientemente suaves que, en general,
dependen de las posiciones, velocidades, aceleraciones y del tiempo. Es importante con-
siderar que si el comportamiento del sistema es acotado estos términos son acotados

[11].

El objetivo de control es que la salida subactuada ¢, siga a una referencia variante

en el tiempo y, (t), mientras que la posicién y velocidad ¢; y ¢; permanezcan acotadas.
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5.2. Solucién del caso con incertidumbres

Una representacion en variables de estado del sistema (5.1) es la siguiente

T = g, (5.2)
Ty = fi(z1, 22,73, 24) + g1(z1, 23)T + 71 (),

T3 = Iy,

rs = fows,x4) + G221 + gaw2 + 72 (),

Y1 = 2,

Y2 = I3,

donde x1 = ¢1, T2 = ¢1, T3 = q2, T4 = ¢o. El objetivo de control se puede definir por

la variable de error e; = x3 — ¥, (t), cuya dindmica estd dada por
é1 = e, (5.3)
é2 = [fa(23,21) + g2x1 + g3T2 — G () + 72 (),
Ye = €1,
Ty = o,
iy = fi(wy, w2, @3, 24) + g1(z1, 23)T + 7, ()
Y1 = T,
El sistema (5.3) estd formado por dos subsistemas; el sistema de error
e1 = eq, (5.4)
by = fa(w3,74) + gam1 + g32 — Gr (1) + 72 (),

Ye = E€1,
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y el subsistema actuado

i‘l = T2, (55)
Ty = fi(wr, ®a, 23, 24) + g1(21, 23)T + 7, (),

B = 1.

Para el sistema (5.4) se considera que la entrada de control es z;, de esta forma un
control ideal que estabiliza en forma asintética el origen del sistema de error, y con esto

resolver el problema de seguimiento, es

Ty = i(—fz(%, T4) = 9322 + §r(t) — 72 (1) — krer — kae). (5.6)

La expresion para x; en (5.6) se toma como una nueva senal de referencia denominada

Lra <t> )

Ty (t) = é(—ﬁ(ﬂ?& T4) — 932 + Up(t) — Y2 (+) — kier — kaes),

la cual serd la referencia para la salida y; del subsistema (5.5). Ahora se definen los

nuevos errores de seguimiento

€1 = T1— Tpq (t)a

€2 = T2 _x.ra (t)u

cuya dindmica estd dada por

él = ¢&9, (57)

& = fi(wy, o, 5, 24) + g1(x1, 23)T + 71 (+) — Zpa (1),
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ya que ¢;(-) es no singular para cualquier valor de su argumento, un control que esta-
biliza el origen del sistema (5.7) es

T m (—fi(@1, 2, 3, 24) — 71 () + Era (8) — 1E1 — aea). (5-8)

5.2.1. Analisis de estabilidad

Sustituyendo (5.8) en (5.7) se tiene

él = &9, (59)
E2 = —QE] — QEy,
el cual tiene al origen como un punto de equilibrio exponencialmente estable si las
constantes a;y as son positivas, es importante notar que la dindmica del sistema (5.9)

no depende de la dindmica del sistema (5.4).

Ahora se toma el sistema (5.4)

él = €9, (510)
€y = f2($3>$4) + 921 + g3w2 — Yy (t) + 72 () )

Ye = £€q,

ya que T = €1 + I (t), se tiene que

1 .
Ty =¢€1+ g—(—f2($3,$4) — 932 + Jp (t) — 79 (+) — krer — kaea), (5.11)
2

sustituyendo (5.11) en (5.10) y simplificando se obtiene
él = €9, (512)

€s = o1 — krey — kaeo,
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este sistema (5.12) es un sistema lineal con una perturbacién que se desvanece en forma
exponencial; si k1 y ks son constantes positivas, el sistema nominal definido con gse; = 0
tiene al origen como un punto de equilibrio exponencialmente estable, de esta forma, el
sistema perturbado tiene al origen como un punto de equilibrio asintéticamente estable

si se eligen adecuadamente las constantes ki y ko, de acuerdo a [1].

5.3. Implementaciéon del control

El controlador (5.8) no puede ser implementado en forma directa ya que no se tiene
acceso a las velocidades x5 y 74, tampoco se conoce la segunda derivada de la referencia
Zrq (t) ni las perturbaciones v, () y v, (+), es por eso que en esta seccién se presenta

una estrategia para implementar dicha senal de control.

5.3.1. Estimacion de las velocidades

Al igual que en el capitulo anterior, se asume que el sistema se opera en lazo abier-
to en un primer intervalo de tiempo y que el estado, sus derivadas y perturbaciones
permanecen acotadas, entonces se pueden utilizar los derivadores con convergencia en

tiempo finito empleados en el capitulo anterior, para estimar las velocidades.

Los derivadores son

~ 1 . ~
Ty = wy+cpq|r — 21]2 sign (xy — 24),

Wy = cra8ign (T — 1),
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donde wy = x9, y

1 .
Ty = ws+csq|rs — 23]2 sign (v3 — T3),

wg = 03723ign (I‘g — i’3) s

donde w3 = x4 y las constantes ¢;; y ¢; 2 deben satisfacer las desigualdades

iz +Ci
Al ———,
iz —C;

)

v

co > O

donde |%;| < C; parai =1, 3.

5.3.2. Observador para la estimacién de eo, v, (-) y & (1)

En esta seccién se utiliza un observador exacto en tiempo finito para estimar las

variables €5 y &, () a partir del sistema (5.7). Considerando que los derivadores ya

alcanzaron la convergencia a las velocidades y que el sistema (5.4) tiene un compor-

tamiento acotado se utiliza el siguiente observador propuesto en [30].

X ~ L . ~

g1 = zitaqqle, —&|%sign(e, —&1),
2 = agsign (e, — &),

o= &1

é2 = fi(@,wi, 23, w3) + g1(x1, 23)T + 22

i, ~
+Of172 |Zl — é2| 2 sS1gn (Zl — 52) s
22 = O{Q,QSign (Zl — ég) 5

A A

Yo = Ea.
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En el observador (5.13-5.14) &; converge a €1, &y y 21 convergen a €5 y 23 CONverge a
Y1 (+) — Zrq (). Esto se puede probar de la siguiente manera. Definiendo las variables de

error como

€1 = &1 —¢1,

€2 = &2 — &2,

cuya dindmica estd dada por el sistema

1
él = €2— 21— 011 |€1|2 sign (61) s (515)
2 = agsign(e),
. . N ~
€o = v (-) = o (t) — 22 — 12|21 — Ea|2 sign (21 — &2), (5.16)
22 = a272sign (Zl — ég) s

al igual que en el capitulo anterior, se pueden encontrar constantes a1 y aa1 tal que 2,
converja en tiempo finito a €9, después de este tiempo, la segunda parte del observador,

ecuaciones (5.16), se pueden reescribir como
. y 1,
€2 = 71 () = Fra (t) — 22 — 12 |€2]? sign (€2)
22 = agygsign (62) s

este sistema tiene la misma forma que el sistema (5.15), por lo tanto, eligiendo valores
adecuados de las constantes ;2 y g2 se puede garantizar que la variable z; converge

en tiempo finito a v, (+) — &4 (1) .
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Es importante notar que este fue el mismo observador que se utilizé en el caso del
sistema nominal; por lo tanto, en los experimentos que se presentaron en ese capitulo
se hizo una compensacién de la perturbacién ~, () en forma intrinseca.

Por lo tanto, la ley de control se puede implementar de la siguiente manera

1
T = m (—fl(,rl, w1, T3, wg) — 2y — (1&1 — 062€2> . (517)

5.3.3. Observador para estimar 7, ()

Finalmente, se necesita estimar la perturbacién v, (-), esto se hace utilizando el
observador propuesto en [32]. Se utiliza este observador porque, en la préctica, produce
menos vibracién en las variables estimadas que el observador con convergencia en tiempo
finito, lo que evita problemas de estabilidad al cerrar el lazo.

El observador tiene la forma

Ty = fa(ws,ws) + go1 + gswi +wy + 1 (w3 — 3y),

Wy = o (ws — Ty4) + cgsign (wz — &4)

definiendo la variable de error

€3 = Tg — T4,

cuya dindmica estd dada por

€5 = fo(xs,s) + 921 + g3T2 + 7o (+) — fo@s, w3) — ga1 — gswy — we — 1 (w3 — T4g) ,

Wy = o (wg — T4) + cgsign (wz — &4),
asumiendo que los derivadores han alcanzado la convergencia a las velocidades reales
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se tiene lo siguiente

€ = 75 (-) —wy — creg,

Wy = co(€e3) + c3sign (e3),

haciendo un nuevo cambio de variables v; = €3 y vy = 75 (-) — wy — c1€3 se define el

nuevo sistema

V1 = 79,

Vg = o () — C1U2 — CoUy — C3SigN (Ul) ,

eligiendo adecuadamente los valores de las constantes ¢, ¢2 y ¢3 de acuerdo a [32], se
puede garantizar la convergencia de vy a cero, lo que implica que 0 = 7, (-) — wy, por

lo tanto wy = v, (+).

Ahora ya se cuenta con el vector de estado completo y las perturbaciones por lo que

la senal de referencia auxiliar z,, (t) se implementa como

1
Lra (t) = ;(_f2(5537w3) — g3wW1 + Y (t) —wy — kreg — k2€2)-

De esta forma se puede implementar la estructura de control para lograr el objetivo de

control de seguimiento de trayectorias considerando una planta con perturbaciones.

76


mailto:5@BF6
mailto:@D56C:G25
mailto:@C6D92
mailto:@4:5256DC62
mailto:@D:8F:6
mailto:5@F
mailto:F6G@42
mailto:3:@56G2C:23
mailto:F6G@D:DE6
mailto:5@2564F252
mailto:@DG2
mailto:@C6D56
mailto:5624F6C5@20
mailto:@BF6:
mailto:A@C
mailto:@E2
mailto:E@8
mailto:9@C2J2D64F6
mailto:G64E@C566DE25
mailto:@4
mailto:6E@J
mailto:6DA@C
mailto:@BF6
mailto:66DE27@C
mailto:@8C2C6
mailto:@3
mailto:6E:G@56

5.4. Aplicacién a un sistema masa resorte amor-

tiguador de 2GDL

Considere el sistema masa resorte amortiguador que se muestra en la figura 3.3,

cuyo modelo con perturbaciones estd dado por las ecuaciones (3.8) siguientes

miGi + kg — k2 (e — q1) + 011 + 02 (41 — o) = kT +71(+), (5.18)

Moo + ko (2 — q1) +02 (2 — 1) = 72 (),

donde ¢; es la posicién del primer cuerpo, ¢; su velocidad y ¢; la aceleracion, ¢ es la
posicién del segundo cuerpo, ¢ es la velocidad del segundo cuerpo y §s es su aceleracion,
m;, k; v 0;, para i = 1,2 son los valores de las contantes de las masas, constantes de
los resortes y coeficientes de friccién de los amortiguadores respectivamente, k,, es
una ganancia del controlador, 7 es la entrada de control, y v, (+), 7, (-) son términos
producidos por variaciones paramétricas y perturbaciones externas y son funciones de
las posiciones, velocidades, aceleraciones y del tiempo. Es importante considerar que si

el comportamiento del sistema es acotado estos términos son acotados [11].

Definiendo las variables de estado como 1 = ¢1, ¥3 = ¢1, T3 = @2, T4 =G YU =T
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se obtiene una representacién en variables de estado del sistema (5.18).

.’1531 = X9, (519)
. ki1+ k 01 +0 k ) km,
Ty = —(1 2)351—(1 2>x2+—2$3+—2x4+—u—|—71(-),

my my my my my
T3 = T4,
. k ) k 0
By = —@ @y — —m3 — —g + 75 (),

ma ma ma ma

Yy = Ty,
Y2 = T3

Considerando los mismos pardmetros que en el caso nominal se obtiene el siguiente

sistema
j:l = T2,
o = —491,74xy — 15,2329 + 10245,87x3 + 1,5542x4 + 3,6948u + v, (+) ,
T3 = T4,

Fi o= 312,720 + 1,97682 — 3127225 — 1976824 + 7 (),
yl = I,

Y2 = I3.

El objetivo de control es lograr que la salida subactuada x3 siga a una referencia
variante con el tiempo y, (f) mientras que la articulacién actuada mantenga un com-

portamiento acotado.

Se define el error entre la salida y la referencia e; = x3 — y, (t) cuya dindmica estd
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dada por el sistema

él = €9, (520)

&y = 312,72z + 1976825 — 312,7225 — 1,9768x4 + v, (-) — iir ()

Ye = €1,
T, = To,
Ty = —491,74xy — 15,2329 + 10245,87x3 + 1,5542x4 + 3,6948u + v, (+) ,
Yy = T

La senal de referencia x,, (t) para la parte actuada del sistema es

Tpo () = 3,1977 x 1073(—creq — crey — 1,976825 +

312,72x3 + 1,976814 — v, (+) + 4 (1)),

donde ¢; = ¢y = 10.

Para disenar la senal de control u se definen las variables auxiliares

1 = X1 — Tpq ('[I) ,
oy = T9 — j:ra (t) s
cuya dindmica estd dada por
él = &9, (521)
gy = —491,74x, — 15,2325 + 10245,87x3 + 1,5542x4 + 3,6948u +
Y1 (0) = Fra (1), (5.22)
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por lo tanto, un control ideal que estabiliza al origen del sistema (5.21) es

u = 0,27065(—a1e1 — aoes + 491,742, + 15,2329 — 10245,87x3 — (5.23)

1,554224 — 3,6948u — v, () + drq (1)),

donde los valores propuestos de las constantes son a7 = ap = 10.
Para implementar la senal de control (5.23) es necesario estimar las velocidades de
cada carro, las variables €3 y &, (t) y por ultimo se necesita estimar v, (-) y v, (+).
Con el objetivo de estimar las velocidades de cada carro se utiliza el derivador exacto

en tiempo finito de Levant dado por

A 1x N
Ty = wy+cpq vy — 21]2 sign (v — 21),
Wy = cgsign (T, — 1),

para obtener w; = x5 y

A

1 .
Ty = ws+csq|rs — 23]2 sign (x5 — T3),
w3 = cza8ign (3 — I3),
para obtener ws = x4, donde los valores obtenidos para las constantes son ¢;; = c31 =

45y cip=c32=05

Se propone el siguiente observador para estimar -y, (-)

Ty = (312,72) (I‘l — $3) + (1,9768) (w1 — W3> + we + 1 (w3 — i‘4) s

Wy = o (ws — Ty4) + cgsign (wz — &4) .

Con los valores de las constantes ¢; = 50, ¢co = 1/2 y ¢3 = 1/10, se garantiza que se

identifica v, (+). Por lo tanto, la senal de referencia x,, (t) se puede implementar de la
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siguiente forma

Tpo () = 3,1977 x 1073(—10e; — 10ey — 1,9768w; + 312,72x3 +

1,9768’LU3 — Wo + iref (t))

Como se considera que z,, (t) es acotada y que sus dos primeras derivadas @, (t) y

Zrq (t) son acotadas se propone un observador para el sistema (5.21) de la forma

B = 2+ apgle, — éll% sign (e, — &), (5.24)
2',’1 = OthSigIl (51 — él) s
@1 — él.

?:2 = —491,74x, — 15,23x5 + 10245,87x3 4+ 1,5542x4 + 3,6948u + 25 + (5.25)

~ 1. ~
04172 ‘Zl — €2|2 S1gn (21 — 82) i
22 = a272sign (21 — ég) y

Y2 = ¢&9,

donde a1 = 10 =45y g1 = g9 = 5.

5.4.1. TIlustracién del desempeno del controlador del caso per-
turbado

Los resultados obtenidos se dividen en dos partes, la primera estd compuesta por
resultados numéricos de simulaciones hecha en simulink y en la segunda se presentan

resultados experimentales.
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Resultados de simulaciones numeéricas

Para ilustrar el desempeno del sistema en lazo cerrado se realizaron tres simulaciones
con senales de referencia distintas; una senal senoidal, una suma de senoidales de dife-
rente frecuencia y amplitud y una referencia tipo exponencial. Es importante mencionar
que en estas simulaciones se realizé una variacién del 10 % de los valores nominales de
las constantes de los resortes, después se busco estimar esta variaciéon paramétrica con

los observadores y compensarla para asi obtener el mismo desempeno del caso nominal.

Simulaciones con una referencia senoidal En la primera simulacién se muestran
los resultados utilizando una senal de referencia con una amplitud de 2 centimetros y
con una frecuencia de 1 rad/seg.

En las figuras 5.1 y 5.2 se muestra el desempeno del derivador utilizado para estimar
las velocidades de la planta; en la figura 5.1 se puede observar que el sistema se mantuvo
en lazo abierto durante los primeros 3 segundos y la convergencia de los derivadores
a las velocidades reales es muy rdpida, en unas fracciones de segundo. Esto se puede
observar en los errores entre las variables reales y las estimadas que se muestran en
la figura 5.2, los errores de posicién estdn en el orden de 1 x 1075m, lo que se puede
considerar suficientemente pequeno para decir que los derivadores tienen el desempeno
esperado.

En esta grafica se utiliza la siguiente nomenclatura &, = x1,, T3 = T3, W1 = T2 y

w3 = [%4.

En la figura 5.3 se muestra el desempeno de las variables internas del observador con

convergencia asintética que estima 7, (+) , ya que a través de estas es como se asegura su
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Figura 5.1: Desempeno de derivadores para estimar las velocidades.
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Figura 5.2: Errores entre las variables de estado reales y las estimadas por los

derivadores.
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Figura 5.3: Variables internas del observador para estimar 7, (-)

buen funcionamiento y que lo estimado sea aproximado a lo esperado, donde T4 = x4,.

El desempertio del observador para estimar las variables €2 y 7 (+) — &4 () se analiza
en forma indirecta a través de la convergencia a cero de errores entre variables internas
€1 — &1y 21 — &o. La figura 5.4 muestra el comportamiento de estos errores, en donde se
puede observar su convergencia a cero, lo que implica que la estimacién de g5 y v, () —
Zrq (1) en tiempo finito es adecuada. En esta gréfica se utiliza la siguiente nomenclatura
€1 = €1, ¥ 21 = €9,, v los errores internos del observador estdn dados por ¢, =¢; — &1y
€ — 21 — ég.

Después de cerrar el lazo, en t = 3seg., la convergencia de la variable 1 a z,, y
de x3 a y, (t) se hace presente, como se puede observar en las figuras 5.5 y 5.6. Esta
convergencia es en forma asintética y se obtiene un error considerablemente bajo a

partir de los 2 segundos después de cerrar el lazo.
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Figura 5.4: Desempeno del observador para estimar €5 y v, () — &g (t).
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Figura 5.5: Convergencia de la variable x; a x,, y el comportamiento del error entre

ellas.
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Figura 5.6: Senal de referencia y posicién del segundo carro y error de seguimiento.

Finalmente, la amplitud de la senal de control alcanza valores que estdn dentro de
un rango seguro para realizar experimentos con el mecanismo, ver figura 5.7. Ademas,
la senal de control no presenta componentes de alta frecuencia, con lo que indica que

en el experimento no se presentaran problemas por vibracién en las variables de estado.

Simulacién con una suma de senoidales como referencia Para el caso de la
suma de dos senales senoidales como referencia los resultados fueron similares. Aquf sélo
se presenta el comportamiento de las posiciones del sistema y de la senal de control. En
la figura 5.8 se muestra la convergencia de la posicién del primer carro a la senal x,., (t)
y el error entre ellas, el cual es muy pequeno. En la figura 5.9 se puede observar que
el objetivo de control se satisface. Al igual que en el caso anterior, la senal de control

mantiene una amplitud adecuada para el desarrollo de experimentos, ver figura 5.10.
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Figura 5.7: Senal de control.
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Figura 5.11: Comportamiento del sistema en lazo cerrado considerando una senal de

referencia que converge exponencialmente a una constante.

Simulaciones con una referencia exponencial Finalmente se aplicé una senal de
tipo exponencial que converge a un valor constante, con esta simulacién se ilustra el
desempeno del sistema con un objetivo similar a regulacién. En la figura 5.11 se observa
que la posicién de la parte subactuada del sistema alcanza la senal de referencia con un
error muy pequeno. En la figura 5.12 se observa la senal de control. la cual se mantiene

en un rango adecuado para el sistema real.

Con estos resultados se puede concluir que la estrategia de control tiene un buen
desempeno bajo las condiciones establecidas; es decir, la estrategia de control es robusta
ante incertidumbres paramétricas, esta estrategia de control es similar a la utilizada en
el sistema nominal estudiado en el capitulo anterior, sélo se ha agregado un observador

adicional para estimar la perturbacién 7, (-). En la siguiente seccién se muestran los
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Figura 5.12: Senal de control.

resultados de aplicar este controlador al mecanismo real.

Es de esperarse que el desempeno sea mejor que cuando se consideré un modelo

nominal pero es posible que atin haya errores debido a las dindmicas no modeladas.

Resultados experimentales

Los experimentos se realizaron con una plataforma de desarrollo dASPACE 1103. Al
igual que en las simulaciones numéricas, se aplicaron tres referencias: una senal senoidal,

una suma de senoidales y una senal tipo exponencial.

Resultados experimentales con una referencia senoidal En las figuras 5.13 y
5.14 se muestra el desempeno de los derivadores que estiman las velocidades de la planta.

Como no se tienen mediciones de las velocidades no se puede tener una comparacion
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Figura 5.13: Resultados experimentales. Desempeno de los derivadores para estimar las

velocidades de la planta.

entre la velocidad real y la estimada. Sin embargo, se puede analizar el desempeno con
la comparacién de las posiciones estimadas, como se puede ver en la figura 5.14, los
errores en estado estable estdn en el orden de 1 x 1075, el cual es el mismo orden de las

simulaciones numéricas, por lo que se concluye que los derivadores estdn cumpliendo

con su objetivo.

A continuacién se muestra una gréfica con las variables internas ws y Z4 del obser-
vador con convergencia asintética y el error entre ambas ver figura 5.15, como se puede
observar el error entre ambas es adecuado, con esto se tiene una aproximacion de las
perturbaciones en v, (+), se observa que en el inciso a) de esta figura la velocidad 4,
linea punteada, cuenta con menos componentes de alta frecuencia por tal motivo se

decidi6 dejar este observador y no proponer uno con convergencia en tiempo finito que
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Figura 5.14: Resultados experimentales. Errores derivadores entre las posiciones reales

y las posiciones estimadas.

causa mds componentes de alta frecuencia.

El paso siguiente es analizar el desempeno del observador para estimar las senales
€9 Y &g (1), este andlisis se hace en forma indirecta a través de la convergencia a cero
de los errores internos €, — é; y z; — &9, mostrados en la figura 5.16. Aqui se puede
observar que estos errores llegan a una pequena vecindad de cero. Lo importante aquf
es observar que la estimacién de los errores, figuras a) y b), es adecuada. Como era de
esperarse, el desempeno del sistema en lazo cerrado de este experimento considerando
perturbaciones tenfa que mejorar un poco. En la figura 5.17 se puede observar que
existe un pequenio error de seguimiento entre la senal de referencia z,, (t) y la posicién
x1. Esto a su vez causa un error de seguimiento entre la sefial de referencia y,. (t) y la

posicion de la parte subactuada de la planta, ver figura 5.18.
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Figura 5.19: Senal de control.

Finalmente, la senal de control se mantiene en los mismo niveles que tuvo en las

simulaciones numéricas y con las mismas caracteristicas como se puede observar en la

figura 5.19.

Resultados experimentales con una suma de senoidales como referencia En
este caso los resultados son similares al caso anterior; el error de seguimiento de z; y la
sefial auxiliar x,, () se mantiene en el nivel de 1 x 1073m, como se puede observar en la
figura 5.20. Mientras que el error de seguimiento entre y, (t) y z3 alcanza la magnitud

de 2,5 x 1073m en estado estable.

Como se puede observar en la figura 5.21 inciso b) el error aumenté respecto a la
simulacién numérica con la misma referencia esto puede ser debido a que como no se

estdn considerando otros fenémenos como la friccién de Coulomb. Por tal motivo, a la
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senal de control se le agregdé un término discontinuo

u = 0,270 65(-@161 — Qg€ — agsign (81) + 491,74%1 + 15,231’2 —

10245,87x5 — 1,554224 — 3,6948u — v, () + iira (1)),

donde los valores propuestos de las constantes son a; = a5 = 10 y a3 = 0,1, esto es
para compensar dichas condiciones, es por eso que la senal de control de la figura 5.22

cuenta con componentes de alta frecuencia de baja amplitud.

Experimento con una referencia tipo exponencial Finalmente se realizé el ex-
perimento aplicando una senal que exponencialmente se aproxima a una constante, aqui
los resultados fueron interesantes ya que la convergencia de la posiciéon x; a la senal
auxiliar x,, (t) es adecuada, figura 5.23, la convergencia de la posicién z3 de la parte

subactuada llega a la senal de referencia, como se puede observar en la figura 5.24, hay
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Figura 5.23: Dindmica entre x1 y @, (1) .

un error en estado estacionario de alrededor de 0,1 x 10~3m. Aquf es donde son m4s
notorios los efectos de utilizar otro observador para compensar las perturbaciones, con
lo cual el desempeno del sistema de control y ademés la senal de control no cuenta con

componentes de alta frecuencia como se observa en la figura 5.25.

Finalmente se puede decir que se tiene una mejora en los experimentos realizados
en la planta ECP210 con respecto al caso nominal, esto debido al uso del observador
con convergencia asintética para compensar el término v, (-). También es interesante
mencionar que la estimaciéon y compensacién de la perturbacién v, (+) se realiza en
forma natural por el controlador disenado para el sistema nominal, es por eso que la
mejora en el desempeno del sistema en lazo cerrado que se obtuvo en este capitulo no

es radicalmente diferente.

Sin embargo si hay mejora en el desempeno, esto se ilustra en la figura 5.26, donde
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se muestran los resultados de un experimento en donde en los primeros 50 seg. no se
compensa la perturbacion v, (+), después de este tiempo se compensa dicha perturbacion
y se ve claramente la mejora en el desempernio, en el inciso b) se muestra el error de

seguimiento a través del experimento.
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Capitulo 6

Conclusiones y comentarios finales

Analiticamente la técnica de control propuesta resuelve satisfactoriamente el pro-
blema de control de seguimiento de trayectorias en sistemas subactuados inciertos y con
medicién parcial del vector de estados. Sin embargo, en la practica las trayectorias lle-
gan a una vecindad de la senal de referencia. Se ha concluido que este problema se debe
principalmente a la friccién seca o de Coulomb que existe en los mecanismos reales y que
no fue considerada en el modelo. Esto es importante, ya que este término no satisface la
condicién de tener una derivada acotada, lo que ocasiona que se deteriore el desempeno
de los derivadores y observadores empleados en la implementacién del controlador.

Para resolver este problema, se debe realizar un andlisis formal considerando el
modelo de la planta como una ecuacién diferencial con lado derecho discontinuo, lo que
complica en gran medida el anélisis y diseno del controlador.

A pesar de que estos términos de friccién no fueron tomados en cuenta, el desempeno
del controlador es aceptable y comparable con los resultados que se han publicado hasta

la fecha, considerando que se presenta un andlisis formal del caso con perturbaciones.
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La clase de sistemas subacuados a la que puede aplicar la técnica de control puede
parecer limitada. Un trabajo abierto es lograr la aplicaciéon a una clase de sistemas

subactuados méas amplia.
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