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RESUMEN de la Tesis de Ricardo Arturo Castillo Narvdez, presentada como requisito
parcial para la obtencion del grado de MAESTRO EN CIENCIAS. Mexicali, Baja California,

México. Marzo de 2018.

“Disefio de un dispositivo semi-activo de inertancia variable para el control de vibra-

ciones.”

Resumen aprobado por:

Dr. Luis Omar Moreno Ahedo.

Director de tesis

En el presente trabajo se muestra el disefo de un dispositivo mecdnico semi-activo para
control de vibraciones. El dispositivo mecanico fue utilizado de forma pasiva para demostrar
que al incorporarlo en un sistema mitiga las vibraciones. Se propone el dispositivo semi-
activo disefiado para analizar su rendimiento por medio de una ley de control la cual nos

indica la configuracion que debe de tener para obtener una respuesta ptima.
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ABSTRACT of the thesis, presented by Ricardo Arturo Castillo Narvéez, in order to
obtain the MASTER of SCIENCE. Mexicali, Baja California, México. March, 2018.

“Disefio de un dispositivo semi-activo de inertancia variable para el control de vibra-

ciones.”

Approved by:

Dr. Luis Omar Moreno Ahedo

Thesis Advisor

In this thesis the design of a semi-active mechanical device for vibration control is
shown. The mechanical device was used passively to demonstrate that when incorporated into
a system mitigates vibrations. The semi-active device designed to analyze its performance is
proposed by means of a control law which indicates the configuration it must have to obtain

an optimal response.
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Capitulo 1

Introduccion

El estudio de las vibraciones se ocupa de los movimientos oscilatorios de los cuerpos y
las fuerzas asociadas a ello. Las vibraciones son el movimiento de un cuerpo o cuerpos conec-
tados entre ellos desplazados de su posicion de equilibrio. Las vibraciones son el resultado
de los efectos combinados de la inercia y una fuerza eléstica en el sistema, por lo que todos
los cuerpos que poseen masa y elasticidad son capaces de vibrar. El movimiento de los com-
ponentes de inercia y rotacion de un sistema pueden ser expresados en términos de las masas,
momentos de inercia y las derivadas del desplazamiento con respecto al tiempo. Una carac-
teristica importante de las oscilaciones, es el ciclo de transformacion de la energia potencial
en energia cinética y viceversa. Esta caracteristica es claramente mostrada por los modelos

idealizados que involucran elementos eldsticos e inerciales, es decir, masas y resortes.

Los sistemas tienden a regresar a su posicion de equilibrio bajo la accion de una fuerza
restauradora; tales como una fuerza eldstica como en una masa unida a un resorte, o una
fuerza gravitacional; por ejemplo un péndulo simple. Las fuerzas eldsticas de restauracion

son expresadas en términos de los desplazamientos y rigidez de los miembros eldsticos.

Las vibraciones ocurren con o sin amortiguamiento, este amortiguamiento es otro ele-
mento basico en el andlisis de las vibraciones de los sistemas, sin embargo todos los sistemas

estdn sujetos a un amortiguamiento debido a la energia disipada por friccion u otra resistencia.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

Las mdaquinas y estructuras experimentan vibraciones y generalmente sus disefios re-
quieren que se considere el comportamiento de las oscilaciones para reducir el exceso de
estas debido a que producen un incremento de tension, perdida de energia, causan un desgas-
te adicional, aumentan las cargas de apoyo, inducen fatiga y absorben energia del sistema. En
la préctica para el estudio de vibraciones mecanicas se han realizado distintos dispositivos
mecanicos como lo es el resorte y el amortiguador, y en las décadas recientes se ha propues-
to el inerter, el cual es un dispositivo mecanico con dos terminales cuya fuerza aplicada es
proporcional a la aceleracion relativa entre sus terminales, estos dispositivos se han estudiado

para los diferentes tipos de control ya sea pasivo, activo y semi-activo.

En la actualidad los dispositivos utilizados en sistemas mecédnicos y estructurales que
sirven para el estudio de vibraciones causados por terremotos, viento o actividad humana
son los absorbedores de vibraciones! (AV). Los primeros estudios donde se aplicé el AV en
sistemas mecdnicos fueron realizados por Frahm [13], quien propuso el uso de un sistema
masa resorte, en esta propuesta no habia amortiguador, y por lo tanto, la funcién del sistema

era para equilibrar la carga externa sin absorcion de energia.

El primer estudio de la aplicacién de AV’s para el control de vibraciones del suelo fue
realizado por Lenzen en [29]. Sin embargo, los sistemas AV tienen dos deficiencias prin-
cipales: el efecto de desafinacion, y un golpe excesivamente grande del AV [18, 27]. Otros
ejemplos de sistemas pasivos son un gran nimero de AV’s son de tipo péndulo. Su forma mas
simple consiste en una masa suspendida sintonizada a una fraccion del periodo fundamental
de la estructura, y un amortiguador viscoso que transfiere el movimiento mecanico del AV
en calor, que luego se disipa al ambiente [27]. Existe otro tipo de AV, llamado bidireccional
y homogénea AV (BH-AV), este tiene una masa pendular unida a un amortiguador de fric-
cién con su eje original perpendicular al plano de movimiento, esta configuracion geométrica
conduce a la disipacion de energia cuadrética en la amplitud de desplazamiento [2]. Algunos

dispositivos utilizados para el control activo son el uso de un amortiguador magnético [3],

I'TMD tuned-mass-damper por sus siglas en inglés.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION 1.1. OBJETIVOS GENERALES Y ESPECIFICOS

y el uso de una AV que funciona con un servo motor [17]. Existen distintos tipo de disposi-
tivos de control semi-activo tanto de rigidez como amortiguamiento variable, en el caso de
los amortiguadores se tiene los amortiguadores de friccion semi-activos (SAFD). En el cual
los materiales piezoeléctricos se utilizan para controlar la fuerza de sujecion de un amorti-
guador de friccidn para regular la fuerza de deslizamiento del amortiguador a través de una
simple retroalimentacion del estado de palanca o deslizamiento del amortiguador [4, 5]. Y los
amortiguadores con fluido magnetoreoldgico el cual varia su coeficiente de amortiguamiento
aplicando voltaje para que modifique su configuracién interna [1, 19]. También se han pro-
puesto dispositivos de rigidez variable como el AV de rigidez variable el cual consiste en
cambiar la posicion de un conjunto de resorte por medio de un actuador [28, 5, 32], también
se ha propuesto variar la rigidez acoplando un resorte auxiliar al sistema [9, 35, 24], otro
dispositivo de rigidez variable es por medio de un «switch» [6]. Los dispositivos mecanicos
semi-activos mas utilizados son dispositivos de rigidez y de amortiguamiento variable. Al-
gunas adaptaciones mecanicas se han realizado para variar la inercia. Sin embargo no existia
hasta hace una década un dispositivo que fungiera como elemento mecanico que al aplicarle

una fuerza cambiara la inercia del sistema.

En la seccion 1.5 se presentaran algunos conceptos y definiciones utilizados en el es-
tudio de vibraciones mecdnicas. En el capitulo 2 analizaremos los distintos tipos de control
e inclusion del inerter, también analizaremos el inerter en forma pasiva. En el capitulo 3 ve-
remos los inerter de inertancia variable que han sido propuestos y analizaremos el disefio
propuesto en el presente trabajo asi como la ley de control basada en una funcién signo. En

el capitulo 4 veremos las conclusiones del presente trabajo.

1.1. Objetivos generales y especificos

Los objetivos del presente trabajo de investigacion son los siguientes:

13



1.2. JUSTIFICACION CAPITULO 1. INTRODUCCION

Objetivo general

= Disefiar un inerter semi-activo para el control de vibraciones en sistemas mecanicos.

Objetivos especificos

= Comprobar que la aplicacion del inerter de forma pasiva mitiga las vibraciones en un

sistema.
= Proponer una configuracion del inerter variable.

= Implementar una ley de control para mitigar las vibraciones en un sistema.

1.2. Justificacion

Los estudios realizados sobre el control de vibraciones ha sido de gran importancia, ya
que sirven para proteger maquinaria de precision y edificios, contra las vibraciones causadas
por ellos mismos o por factores externos, por ello se han propuesto distintos tipos de dispo-
sitivos para el control de vibraciones, a los cuales se les aplica diferentes técnicas de control
como lo es el control activo, pasivo y semi-activo. La desventaja que tienen los dispositivos
utilizados para el control pasivo es el hecho de que solo funcionan bajo una sola frecuencia,
esto es que no es posible cambiar la rigidez de un resorte, ni el coeficiente de amortigua-
miento del amortiguador y las desventajas que tienen los dispositivos usados para el control
activo son el alto costo de los sensores y actuadores utilizados, asi como el gasto de energia
para el funcionamiento, en cambio el uso de dispositivos semi-activos presentan ventajas an-
te los dispositivos utilizados para el control activo y pasivo, los dispositivos semi-activos a
diferencia de los dispositivos pasivos es el que el dispositivo semi-activo puede cambiar la
frecuencia natural del sistema ya sea modificando la rigidez o el amortiguamiento. Y la ven-
taja que presentan los dispositivos semi-activos ante los activos es el consumo reducido de

energia. Para las distintas técnicas de control se han realizado distintos tipos de dispositivos,

14



CAPITULO 1. INTRODUCCION 1.3. HIPOTESIS

recientemente se ha propuesto un dispositivo mecénico llamado inerter, que a diferencia de
la masa puede ser considerado como dispositivo, para mejorar el funcionamiento del inerter
se requiere que este varia su constante de proporcionalidad llamada inertancia la cual se lo-
gra cambiando la inercia del dispositivo, este dispositivo no sea estudiado en su totalidad de

forma semi-activo.

1.3. Hipotesis

Por medio de la configuracion de una inerter se logrard mitigar las vibraciones de un

sistema mecanico de forma semi-activa.

1.4. Metodologia de investigacion

La investigacion tecnoldgica se apoya en las teorias y en los conocimientos de la ciencia
para aplicarlos a la transformacidn de bienes y servicios ttiles a la sociedad; con su aplicacién
es innovar métodos, técnicas y conocimientos para el desarrollo cientifico y tecnoldgico de
la sociedad, las empresas y la poblacion en general.

La investigacion tecnoldgica posee caracteristicas especificas; entre ellas se encuentran

las siguientes:

= La finalidad de esta investigacion es obtener conocimiento util para resolver un proble-

ma concreto de las necesidades de la sociedad.

= Buscan soluciones para casos particulares que se ven influidos por contextos sociales,

econdmicos, politicos, culturales y geograficos.

= Es factible desde el punto de vista tecnoldgico, si se dispone de los conocimientos y

las habilidades necesarios de diseio, operacionalidad y materializacion.

= El disefo inicial no es unico ni definitivo, pues no hay una sola solucién correcta para

15



1.5. PRELIMINARES CAPITULO 1. INTRODUCCION

-Planteamiento del
problema tecnoldgico
-Definicién de objetivos
-Disefio campo tecnoldgico
-Marcos teérico,
tecnologico y referencial
-Determinacién de
hipotesis y variables

de investigacion
-Delimitar alcances

Propuesta
de tema
tecnolégico

Marco teérico
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-Informe de resultados

tedricas
sobre el tema

Figura 1.1: Metodologia de la investigacion tecnoldgica.

un problema, ya que siempre es posible mejorar un disefio y modificarlo constantemen-

te.

= Los métodos e instrumentos propios de las disciplinas técnicas e ingenieriles y areas
afines que se utilizan estdn en constante evolucién y se renuevan para adaptarse a los

conocimientos cientificos en los que se apoyan.

= Al alcanzarse la mejora de un instrumento, artefacto, avance técnico o disefio de una in-
novacion, de inmediato surge una nueva invencion o una nueva necesidad que demanda

cambios en éstos, en sus componentes o incluso en todo el sistema.

La investigacion tecnoldgica posee muchas otras caracteristicas a partir de las cuales se de-
fine su metodologia. En la figura 1.1 se presenta el esquema de como plantear un tema de

investigacion de caracter tecnoldgico.

1.5. Preliminares

En esta seccién se mencionaran algunos conceptos y definiciones utilizados en el desa-

rrollo del presente trabajo.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION 1.5. PRELIMINARES

1.5.1. Definiciones y conceptos

El estudio de vibraciones comienza con el modelado matemaético de los sistemas vibra-
torios, el modelo matematico de un sistema es una descripcion en términos matematicos del
sistema, y representan una idealizacion del sistema fisico. Dentro de la modelacién matemati-
co se realiza algunas suposiciones para simplificar el modelo, debido a que si se incluyeran
todos los efectos en el modelo del sistema fisico, usualmente la ecuacidn resultante seria
compleja. En cambio si se hacen suposiciones una aproximacion del sistema se esta realizan-
do, por lo que es mas facil obtener una solucién a un modelo aproximado a uno al cual se
toma en cuenta todos los efectos del sistema fisico [16].

Los modelos matematicos de un sistema fisico requieren la selecciéon de un grupo de
variables que describan el comportamiento del sistema. Las variables dependientes son va-
riables que describen el comportamiento fisico del sistema. Las variables independientes son
las variables con las cuales las variables dependientes cambian. Esto es que las variables
dependientes estdn en funcién de las variables independientes. Las variables dependientes
en muchos problemas de vibraciones son desplazamientos que tiene un cuerpo desde una
posicion de equilibrio del sistema, mientras que el tiempo es la variable independiente [16].

El ndmero de grados de libertad para un sistema es el nimero de variables cinemati-
camente independientes necesarias para describir completamente el movimiento de todos los
elementos en el sistema. Cualquier conjunto de n coordenadas cinematicamente independien-
tes para un sistema con n grados de libertad es llamado un conjunto de coordenadas genera-
lizadas. Las coordenadas generalizadas son las variables dependientes para un problema de
vibraciones y son funciones de la variable independiente la cual es el tiempo [16].

El método de andlisis usado para resolver un problema matematico resultante de un
modelo de un sistema de vibraciones depende de un cierto numero de factores. Entre ellos
los grados de libertad, un sistema con un ntimero finito de grados de libertad es un sistema
discreto. Las vibraciones de un sistema de un grado de libertad estdn gobernadas por una

ecuacion diferencial ordinaria en que el tiempo es la variable independiente y las coordenada
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generalizada escogida es la variable dependiente. Las vibraciones de un sistema con multiples
grados de libertad son gobernadas por un sistema de n ecuaciones diferenciales, donde n es el
nimero de grados de libertad. Las variables dependientes son las coordenadas generalizadas,
mientras que el tiempo es la variable independiente. Las ecuaciones diferenciales para un

sistema de multiples grados de libertad son, en general, acopladas [16].

Existen dos clases generales de vibraciones las cuales son libres y forzadas. Las vibra-
ciones libres toman lugar cuando un sistema oscila bajo la accion de fuerzas inherentes al
sistema mismo y cuando alguna fuerza impresa externa estd ausente. El sistema bajo vibra-
ciones libre vibrard en una o mas frecuencias naturales, que son propiedades de los sistemas
dindmicos establecidos por la distribucion de la masa y rigidez. Las vibraciones que toman
lugar bajo la excitacion de una fuerza externa son llamadas vibraciones forzadas. Si la fuer-
za de excitacion es senoidal, la excitacion se dice que es harmonica. Si la frecuencia de la
excitacion coincide con una de las frecuencias naturales del sistema, una condicion de reso-
nancia es encontrada, las oscilaciones que se producen pueden ser muy peligrosas. Las fallas
de estructuras como edificios, puentes o alas de un avidn son posibles debido a la resonancia.
Por lo que el célculo de las frecuencias naturales es de gran importancia en el estudio de las

vibraciones [16, 30].

Un sistema con un infinito nimero de grados de libertad es llamado sistema continuo o
sistema de parametros distribuidos. Las vibraciones de un sistema continuo son gobernadas
por ecuaciones diferenciales parciales. El desplazamiento de una particula es una funcién
continua del tiempo y la ubicacion de la particula cuando el sistema estd en equilibrio. Las
coordenadas espaciales son usadas para describir la distribucién de inercia cuando el sistema
estd en equilibrio. Todos los sistemas, en realidad, son sistemas continuos. Un problema de
vibraciones se puede formular para un sistema continuo pero un método de aproximacion

discreta como el método de elementos finitos se utiliza para resolver el problema [16].

Por otro lado, un sistema es lineal si sus movimientos estdn gobernados por ecuaciones

diferenciales lineales. Un sistema es no lineal si sus movimientos son gobernados por una
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desplazamiento

Y reslczte X
§%

N . R
\

amortiguador

Figura 1.2: Sistema masa-resorte-amortiguador.

ecuacion diferencial no lineal [16]. En general un sistema de vibraciones consiste de un re-
sorte (un medio de almacenamiento de energia potencial), una masa o inercia (un medio de
almacenamiento de energia cinética) y un amortiguador (un medio para que la energia se pier-
da gradualmente) (figura 1.2). Un sistema de vibraciones sin amortiguamiento implica que la
energia cinética se transfiere a la energia potencial y viceversa. En un sistema de vibraciones

amortiguado, la energia es disipada en cada ciclo de la vibracién.

1.5.2. Respuesta en el tiempo y respuesta en frecuencia

Se abordardn los conceptos basicos de respuesta en el tiempo y en la frecuencia de

sistemas mecanicos tipo masa-resorte-amortiguador.

1.5.2.1. Respuesta en el tiempo

La respuesta en el tiempo de un sistema de control consta de dos partes: la respuesta
transitoria y la respuesta en estado estable. Por respuesta transitoria nos referimos a la que va
del estado inicial al estado final. Por respuesta en estado estable, nos referimos a la manera
en la cual se comporta la salida del sistema conforme ¢ tiende a infinito [22]. En particu-
lar analizaremos dos sistemas: el sistema de masa-resorte y masa-resorte-amortiguador. En
respuesta en el tiempo se distinguen dos casos: vibraciones libres y forzadas las cuales se
refieren cuando el sistema es perturbado de su posicién de equilibrio y cuando es forzado

externamente. La respuesta en frecuencia se obtiene al aplicarle una sefial senoidal en estado
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estable. A continuacion veremos la respuesta en el tiempo y la respuesta en frecuencia con

mads detalles basandonos en el sistema masa-resorte-amortiguador mostrado en la figura 1.3.

Keq X

 >Feq(l)

T e

Ceq

Lz
3

Figura 1.3: Desplazamiento lineal como coordenada generalizada [16].

Vibraciones libres. Se considera que la de disipacién puede ser modelada como un amor-
tiguamiento viscoso, la fuerza de amortiguamiento F es proporcional a la velocidad X o vy

puede expresarse como

F = —ck (1.1)

donde c es la constante de amortiguamiento viscoso o coeficiente de amortiguamiento viscoso
y el signo negativo indica que le fuerza de amortiguamiento se opone a la direccion de la
velocidad. Si x es medido desde la posicion de equilibrio de la masa m, aplicando la ley de

Newton de la ecuacidén de movimiento:

mx = —cx—kx

mi+ci+kx=0 (1.2)

para resolver la ecuacion (1.2), asumimos una solucion en la forma

x(t) = Ce" (1.3)

donde C y s son constantes indeterminadas. Insertando esta funcién en la ecuacién (1.2) nos
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conduce a la ecuacion caracteristica

ms®+cs+k=0 (1.4)

las raices de las cuales son

_ 2 _ 2
510 = ctve 4mk:_ii /<L> _k (1.5)
’ 2m 2m 2m m

Estas raices nos dan dos soluciones para la ecuacion (1.2):

Xl(l‘) = Cleslt

pY) (l) = Czeszt

Asi la solucién general de la ecuacidn (1.2) estd dada por una combinacién de dos
soluciones x () y x2(t):

x(t) = Cre’V + Cre™

x(1) :Cle{_ﬁﬁ (ﬁ)z_i}t+cze{_2;“_ (ﬁ)z_%}’ (1.6)

donde C; y C; son constantes arbitrarias para ser determinadas dadas las condiciones iniciales

del sistema.

La constante de amortiguamiento critico y el radio de amortiguamiento. EIl amortigua-
miento critico ¢, es definido como el valor de constante de amortiguamiento ¢ para que el

radical en la ecuacion (1.5) se convierta en cero:

ce\2 k
<Y _Z_—p
(Zm) m
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| k
Ce =2m\| — =2Vkm = 2mw, (1.7)
m

Para algunos sistemas amortiguados, el radio de amortiguamiento § es definido como

el radio de la constante de amortiguamiento para la constante de amortiguamiento critico:
{=c/ce (1.8)

Usando la ecuacion (1.8) y la ecuacién (1.7), nos queda

c c C
— .~ w 1.9
2m ¢, 2m S (1.9)

y por lo tanto

S12= (—Ci \/ﬁ) o, (1.10)

Asi la solucidn, de la ecuacion (1.6), pueden ser escrita como

x(0) = Crel S VE oy o [ VETJou (1L11)

La naturaleza de las raices s; y 52, y por lo tanto el comportamiento de la solucidn,
ecuacion (1.11), depende de la magnitud de amortiguamiento. En esta seccién asumiremos

que § # 0y consideraremos los siguientes tres casos:

Caso uno. Sistema sub-amortiguado (§ < 1 0 ¢ < ¢, 0 ¢/2m < \/k/m). Para las con-

diciones, ({% — 1) es negativo y las raices s; y s> pueden ser expresados como

s1 = <_§+i\/1_7@)wn
o = (—c:—i 1—;2)(»,1
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y la solucidn, ecuacién (1.11), puede ser escrita de diferente forma:

x(t) = Cle(_C—H v I_Cz)w"t —|—Cze(_€_im) Ont

_e—Ca),,z {Clei‘“_czw"’—|—C2e_i‘/l_czw”t}

— oSt {(Cl +Co)cos /1 —§2 @yt 4 i(Cy 4+ C2) sin V1I- Czw”t}

Ont {C{ cosy\/1—E2m,t +Cysiny /1 — Czcont}
— Xe 5 in <\/1 - §2co,,t+¢) (1.12)

:Xoe_‘:“’"’cos< 1—C2a)nt—¢0) (1.13)

donde (Ci,Cé), (X,90), y (Xo,¢0) son constantes arbitrarias para ser determinadas desde las

condiciones iniciales.
Para las condiciones iniciales x(t = 0) = xq y %(r = 0) = %o, C] y C} pueden ser encon-

tradas
C| = xo (1.14)

Cé _ Xo + Cwnxo

\% 1_C20~)n

(1.15)

y por lo tanto la solucién se convierte en

x(t) = e Sont {xocos\/l—i,’z(ont+ f;i?;xo 'ndl—@w,,t} (1.16)

Las constantes (X, @) y (Xo, ¢o) pueden ser expresadas como
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X =Xo=1/(C))*+(Ch)? (1.17)
¢ =tan™'(C1/C}) (1.18)
¢o =tan" ' (—C5/C}) (1.19)

El movimiento descrito por la ecuacion (1.16) es un movimiento amortiguado harmoni-
co de frecuencia angular \/1 — {2, por lo que para el factor eSO a amplitud decae ex-

ponencialmente con el tiempo, como se muestra en la figura 1.4, donde 7, es el periodo. La

w0 =1/1- 20, (1.20)

es llamada la frecuencia de vibracion amortiguada. Esto puede ser visto como que la frecuen-

cantidad

cia de vibracién amortiguada @, es siempre menor que la frecuencia natural sub-amortiguada
@,. El decaimiento en la frecuencia de las vibraciones amortiguadas con incrementos de
amortiguamiento, dado por la ecuacion (1.20), es mostrado graficamente en la figura 1.5. El
caso de sub-amortiguamiento es muy importante en el estudio de vibraciones mecdnicas, ya
que es el unico caso que conduce a un movimiento oscilatorio [26].

Caso dos. Sistema criticamente amortiguado ({ =1 0 ¢ =c. 0 ¢/2m = \/k/m). En

este caso las dos raices s; y 57 en la ecuacién (1.10) son iguales

51 :Szz—zc—’;:—a)n (1.21)

Por que de las raices repetidas, la solucion de la ecuacion (1.2) es dada por la ecuacion

(1.3)

x(1) = (C + Cat)e " (1.22)
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x(t)

X
xet!
HO \/ “!
>
D .....
Fos

Ecuacion*

Ecuacién*: x(t) = Xe~ 5 sin(wyt + ¢,)

Figura 1.4: Solucién sub-amortiguada [26].

0 1 Z

Figura 1.5: Variaciéon de w; con amortiguamiento [26].
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Sobre amortiguado
(C>1) )
Sub-amortiguado

(C=1) (C<1)

(e es menor que a, )

\ Criticamente amortiguado

. No amortiguado
A (C=0)

oy

Figura 1.6: Comparacion de movimientos con diferentes tipo de amortiguamiento [26].

La aplicacion de la condicion inicial x(r = 0) = xo y X(t = 0) = X( para este caso da

Ci=xo (1.23)
Cy =X+ wyxo (1.24)

y la solucion se convierte en
x(t) = [x0+ (%0 + @axo)t] e~ (1.25)

Esto es, que el movimiento representado por la ecuacion (1.25) es «aperiodic» (i.e. no
es periddico). Desde e~ ®" — 0 como ¢t — oo, el movimiento eventualmente disminuir4 a cero,

como indica la figura 1.6.

Caso tres. Sistema sobre amortiguado (§ > 10c¢ > c.0c/2m > \/k/m). Como /{2 —1>

0, la ecuacidn (1.10) muestra que las raices s1 y s son reales, y distintas y son dadas por

S]Z(—C+\/C2—1)wn<0
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2= (=8 —/C2— 1w <0

con 51 < s7. En este caso, la solucion, de la ecuacion (1.11), puede ser expresada como

x(t) = Cre“EHVETou o [~V (1.26)

Para las condiciones iniciales x(f = 0) = xo y X(t = 0) = xXo, las constantes C; y C;

pueden ser obtenidas:

_ X0 0y, (C—f— \/ﬁ) + X0

C 1.27
I o1 (1.27)

—Xo Wy <C -V - 1) — X0
(1.28)

©= 20,/ — 1

La ecuacién (1.26) muestra que el movimiento no periddico es independiente de las

condiciones iniciales impuestas en el sistema. Ya que las raices s; y s» son negativas, el
movimiento disminuye exponencialmente con el tiempo, como se muestra en la figura 1.6.

Hay que tener en cuenta los siguientes aspectos de estos sistemas:

1. La naturaleza de las raices s; y sp con variaciones del valor de amortiguamiento ¢ o
{ puede mostrarse en un plano complejo. En la figura 1.7, el eje horizontal y vertical
son el eje real e imaginario. El semicirculo representa el lugar de las raices s; y s, para
diferentes valores de § en el rango 0 < { < 1. Esta figura permite ver el efecto del
pardmetro { en el comportamiento del sistema. Para 0 < { < 1, las raices s y s, con
conjugaciones complejas y se localizan simétricamente en eje real. Como el valor de
{ se aproxima a 1, ambas raices se aproximan al punto — @, en el eje real. Si { > 1,
ambas raices se encuentran en el eje real, una incrementa y la otra decrece. En el limite
cuando § — o, 51 — 0y 55 — —oo. El valor { = 1 puede ser visto para representar un
estado de transicion, debajo de ambas raices son complejas y por encima ambas raices

son reales.
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Eje
imaginario

y Eje
0 real

Figura 1.7: Ubicacién de S de S, [26].

x(t)
~ A Criticamente
ke / amortiguado

~ .
N ol %0 %)

- N
Sub-amortiguado ~~ _ . Sobre

S~a -- amortiguado

Figura 1.8: Retrato de fase de un sistema amortiguado [26].

2. Un sistema criticamente amortiguado tendrda amortiguamiento menor requerido para
el movimiento no periddico; por lo tanto la masa regresa a la posicién de reposo en

un tiempo menor sin desbordamiento. La propiedad del amortiguamiento critico en

muchas aplicaciones précticas.

3. Larespuesta de amortiguamiento libre de un sistema de un grado de libertad puede ser

representado en un plano de fases o espacio de estado como se indica en la figura 1.8.

1.5.2.2. Respuesta en frecuencia

Con el término respuesta en frecuencia, nos referimos a la respuesta de un sistema

en estado estable a una entrada senoidal. En los métodos de la respuesta en frecuencia, la
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frecuencia de la sefial de entrada se varia en cierto rango, para estudiar la respuesta resultante.
Considere un sistema de primer orden que se describe por la siguiente ecuacion dife-

rencial:
dx

o ~+ apx = by (1.29)

ai

donde ag, a; y by son constantes, y y es la entrada y x la salida.

La ecuacién (1.29) se puede expresar, en notacién compleja, como la ecuacion fasorial®:

joa1X +aoX = byY

donde X y Y indican que los datos se refieren a fasores.
Podemos decir que la ecuacion diferencial, la cual estaba en el dominio del tiempo, se
transformo a una ecuacion en el dominio de la frecuencia. Esta también se puede expresar

como:

(jway +ag)X = byY

___ b (1.30)
 jwa; +ag ’

~13<

La ecuacioén (1.30) puede ser expresada en el dominio de s, sustituyendo s por jo.

Con esto nos da como resultado la definicion de funcion de respuesta en frecuencia o

funcion de transferencia en frecuencia, G(jo), del estado estacionario, como:

Gljo) = fasor de salida
J%) = Tasor de entrada

Para ilustrar lo anterior se determinard la funcién de respuesta en frecuencia de un

2Un fasor es una representacién grafica de un niimero complejo que se utiliza para representar una oscilacion.
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sistema cuya funcion de transferencia es:

G(s) =

s+ 1

La funcién de respuesta en frecuencia se obtiene sustituyendo s por jm. Por lo tanto:

R
C jo+1

G(s)

La funcién de transferencia de un sistema de primer orden es:

1
R

G(s)

donde 7 es la constante de tiempo del sistema.

La funcién de respuesta en frecuencia, G(j®) se obtiene sustituyendo s por j®. Enton-

Ces:
B 1
1+ jort

G(jow) (1.31)

Para expresar la ecuacion (1.31) en forma mas adecuada, el numerador y el denomina-

dor se multiplica por (1 — jo7):

o)~ (rer) (1=222)

. 1—j
G(jw) = 1_—1-2](3)222
pero j2 = —1, por lo tanto
1 [0k
Glim) — .
(j@) 1+ 1+ o2

Esta expresion es de la forma x + jy y, puesto que G(jw) es el fasor de salida dividido

entre el fasor de entrada, la magnitud del fasor de salida es proporcional a la del fasor de
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entrada por un factor igual a |G(j®)|, el cual es:

Glia)| = VT
G0l = (reee) + ()’

G(jo)| = T

|G(jw)| indica que tanto es mayor o menor la amplitud de la salida respecto de la amplitud
de entrada. En general se le denomina magnitud o ganancia. La diferencia de fase, ¢, entre el

fasor de salida y el fasor de entrada es:
tang = M—
X

El signo negativo indica que el fasor de salida procede al fasor de entrada por ese
angulo.

La respuesta en frecuencia de un sistema es el conjunto de valores de la magnitud,
|G(jw)|, y el angulo de fase ¢ que ocurre cuando una sefial senoidal de entrada varfa en un

intervalo de frecuencia [22].

1.5.3. Amortiguamiento equivalente

La idea de aprovechar el decaimiento de una vibracion libre de un sistema viscosa-
mente amortiguado se remonte a Helmholtz, quien lo utiliz6 para determinar informacién
de frecuencia en tonos de musica en 1860. Rayleigh introdujo el término decremento lo-
garitmico aplicando esto para la estimacién del factor de amortiguamiento. La propiedad de
decaimiento lineal de sistemas con friccion de Coulomb fue encontrado en los trabajos de
Lorenz en 1924. El calculo de la disminucion de amplitud para ciclos consecutivos da una

estimacion del efecto de friccion seca y viscosa.

Sin embargo, muchas maquinas y estructuras tienen ambos fuentes de amortiguamien-
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to. Jacobsen y Ayre obtuvieron un esquema aproximado para estimar ambas cantidades de
decrementos de vibraciones libres sefialando que la friccién viscosa domina en las respuestas
de amplitud grande, y que la friccién de Coulomb denomina en las oscilaciones de ampli-
tud pequefia. Una esquema de estimacion exacta fue presentado por Watari en 1969. Esto
parece tener permanecido mads alld de la comunidad de habla japonesa hasta que la idea fue

recientemente re-obtenidos [15].

Es evidente que los valores positivos y negativos maximos de x en la ecuacion (1.16)

cuya ecuacion podemos reescribirla como

2
x:e‘Cwnl\/x(z)-|— (zftf—l‘”_"_zg) cos (/1= —9) (1.32)
i+ 8 wyxg

XoWy/1—C2

tan ¢ =

no ocurren precisamente cuando la funcién coseno es igual +1. Sin embargo, ocurrird en
el preciso intervalo de tiempo correspondiendo a un ciclo del término trigonométrico o a
27/ @,/ 1 — §? segundos. Por lo tanto, si medimos los valores +1 sucesivos del desplaza-

miento localizado precisamente en un ciclo, la racién puede ser
X
ntl _ ~CoT _ ,—278/+/1-(2
Xn
Pero si obtenemos el periodo natural del movimiento de un experimento, nosotros ne-
cesitamos tener cuidado al excluir el intervalo de tiempo entre el inicio y el primer cruce de la
posicion del equilibrio estitico puesto que a partir de ese tiempo, la respuesta en el tiempo es

igual a (1/2+¢)/p+y/1— &2 segundos y no a un cuarto del periodo. Para valores pequefios

de la friccion viscosa, tenemos

Xn+1 _ 1
Xn 2T Xpy

La cantidad In(x, /x,+1) =276 /4/1 — {? es a menudo llamado el decremento logaritmi-
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Capitulo 2

Control de vibraciones en sistemas

mecanicos

El estudio de vibraciones ha sido de gran importancia, ya que las vibraciones afectan el
funcionamiento de equipos mecénicos y estructuras civiles, por lo que los estudios realizados
para el control de las vibraciones han servido para proteger las estructuras civiles y equipos
mecanicos. Se han propuesto distintos tipos de dispositivos para el control de vibraciones, a
los cuales se les aplican diferentes técnicas de control.

En la literatura se hace referencia como pasivo, activo y semi-activo a las tres clasi-
ficaciones comunmente dadas a los sistemas de control de vibraciones [10]. Un sistema de
control de vibraciones puede ser pasivo, activo o semi-activo dependiendo de la cantidad de

energia externa necesaria para que el sistema de control realice su funcién [10].

2.1. Control pasivo

El control pasivo emplea dispositivos pasivos como los son el resorte y el amortiguador
los cuales se caracterizan por no recibir directamente aplicacion alguna de energia externa.
Las ventajas del control pasivo es el bajo costo de los componentes y que no requieren uso

de energia, la desventaja que tienen los dispositivos pasivos es que solo funcionan bajo una
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sola frecuencia, esto es que no es posible cambiar la rigidez de un resorte ni el coeficiente de

amortiguamiento del amortiguador.

2.2. Control activo

El control activo se caracteriza por almacenar, disipar e introducir energia al sistema
por medio de actuadores, cuyo accionar es regulado a través de sensores y controladores.
Para ejercer la fuerza de control se pueden utilizar diferentes clases de actuadores: electro-
hidraulicos, neumaticos y electromagnéticos. Los sensores se emplean para registrar el com-
portamiento del sistema ante las perturbaciones y asi definir la respuesta de acuerdo al obje-
tivo de control. La ventaja de esta técnica de control es el que debido a que los componentes
varian sus propiedades el control de las vibraciones se alcanza con mayor rapidez, y sus des-
ventajas son el alto costo de los sensores y actuadores utilizados para este tipo de control y el

gasto de energia para el funcionamiento de estos.

2.3. Control semi-activo

El control semi-activo se caracteriza por tener componentes mecanicos cuyo coeficiente
de amortiguamiento o rigidez es modificado. El control pasivo consiste en que los compo-
nentes mantienen sus caracteristicas mecanicas fijas y nunca cambian, en contra posicién del
control pasivo, el control semi-activo de vibraciones ofrece una mayor versatilidad, este tipo
de control consiste en variar mediante alguna ley de control las caracteristicas mecénicas co-
mo rigidez, amortiguamiento, etc. de dispositivos mecdnicos, en las dltimas décadas este tipo
de control ha sido estudiado ampliamente. Las ventajas que presenta ante el control pasivo y
activo, es que a diferencia del pasivo, el control semi-activo puede cambiar la frecuencia na-
tural cambiando la rigidez, el amortiguamiento o la masa. Y las ventajas que tiene el control
semi-activo sobre el control activo es que consume menos energia.

En el presente trabajo disefiaremos un dispositivo semi-activo que agrega una masa
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Cuadro 2.1: Analogias eléctricas-mecanicas [8].

Dispositivos mecanicos \ Dispositivos eléctricos ‘
F F
—> -«
f i
resorte V2 % inductor V2 V1
dF __ di 1
G =k(va—vi) G =1 —v)

T 1< | |
> L > >

amortiguador V2 V1 resistencia
— c_ 1
F=c(vy—v)) i=x(v2—w)
F F
—> - _ _
1 1
inerter V2 vi capacitor V2 Vi
_ . ~d(va—vy)
F=c(vy—vp) i=C—4—"

virtual al sistema para ello primero veremos su disefio como elemento pasivo.

2.4. Elinerter pasivo

En este capitulo se introducird el dispositivo mecdnico pasivo llamado inerter para en-
tender su origen se emplea una analogia entre componentes mecanicos y eléctricos. El hecho
de que la masa este junto con el resorte y el amortiguador es insuficiente para realizar la to-
talidad de las impedancias mecénicas pasivas, se puede ver utilizando la analogia de fuerza-
corriente entre un circuito mecdnico y un circuito eléctrico. Los elementos mecdnicos como
el resorte y el amortiguador tienen dos terminales, mientras que las terminales de la masa se
encuentran en el centro de la masa y en un punto fijo de un sistema inercial. La masa es por
lo tanto semejante a poner a tierra un capacitor o dicho de otra forma poner en corto un cir-
cuito eléctrico. Debido a que la masa produce inercia a un sistema, pero no es un dispositivo
mecdnico se implement6 el dispositivo mecanico llamado Inerter que al igual que el amorti-
guador y el resorte, se puede hacer una analogia con respecto a los dispositivos eléctricos del

cuadro 2.1.
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La fuerza en un resorte en términos de velocidad [8] estd dada por

dF

o= k(va—vy)
para un amortiguador [8]

F=c(vy—v))
y para un inerter [8] es
d(VQ — V1)
F=b—"——
dt

Un inerter es un dispositivo mecanico con dos terminales cuya fuerza aplicada es pro-
porcional a la aceleracion relativa entre sus terminales, la constante de proporcionalidad es
llamada inertancia, el inerter proporciona una masa simulada al sistema mecénico by vy,v;

son las velocidades entre sus terminales

F:b(Vz—V]) (2.1)

la energia almacenada en el inerter es igual a

1
Eb(vz —vp)? (2.2)

En un sistema pasivo de redes, se puede conectar en serie, paralelo o en cualquier con-
figuracion los dispositivos eléctrico y al final de sus terminales se obtendria una respuesta
dependiendo del valor de cada dispositivo, como por ejemplo en la figura 2.1 se muestra
configuraciones sencillas, en cambio si se colocara la mismas configuraciones pero con los
dispositivos mecanicos como se muestra en la figura 2.2 al aplicarles una fuerza a las termi-
nales A y B el sistema no haria nada, ya que la masa no tiene alguno movimiento como los

tiene el resorte y el amortiguador.
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R1 R1 L1

Figura 2.2: Topologias con dispositivos mecdnicos [21].

Existen dos tipos de disefios del inerter que se pueden desarrollar fisicamente uno con-
siste tomar un émbolo por el cual se conduce una cremallera mecdnica (rack) que produce el
movimiento de una rueda de inercia mediante engranes y pifiones mecanicos. El otro disefio
consiste en tomar una tuerca de bola y un tonillo de bola el cual al desplazarse hara girar una

rueda de inercia colocada en uno de los extremos [23].

2.4.1. Diseno de un inerter

Actualmente existen dos tipos de disefio de un inerter uno basado en un tornillo de bola

y el otro disefio basado en una configuracion de engranes.

2.4.1.1. Diseio tipo tornillo de bola

El disefio de un inerter tipo tornillo de bola (en la figura 2.3 se muestra su esquema)
consiste en el uso de un tornillo de bola (ver figura 2.4) y rosca de bola (ver figura 2.5a), el
funcionamiento de este disefio consiste en hacer pasar el tornillo de bola a través de la tuerca
de bola que en su interior contiene balines que facilitan su desplazamiento al empujar el eje
(ver figura 2.5b), en los extremos del eje tiene baleros para disminuir la friccion y facilitar

aun mas el desplazamiento, en la tuerca de bola se le coloca un balero y/o un peso adicional
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para que cuando el eje se deslice esta masa adicional con la inercia siga girando y se oponga
al movimiento cuando el eje se deslice para el otro lado, y asi se genere una masa simulada.

Este dispositivo utilizado en el presente trabajo se muestra en la figura 2.6.

_ Tuerca
de bola
(NN ~
Tornillo de —\ Rueda
bola volante

Figura 2.3: Esquema de un inerter tipo tornillo de bola [21].

Figura 2.4: Tornillo de bola [21].

b)

Figura 2.5: Tuerca de bola e interior de una tuerca de bola [21].
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Tuerca de bola

Rueda volante Tornillo de bola

|

Figura 2.6: Inerter tipo tornillo de bola (ball crew) [21].

2.4.1.2. Disefio con engranes

Otro de los disefios que se usan para agregar inertancia al sistema es el uso de engranes
(en la figura 2.7 se muestra su esquema de realizacion), para elaborar este tipo de inerter se
requiere una cremallera mecénica (rack), una rueda de inercia (balero) y un juego de engranes,
para este disefio se tiene que tomar en cuenta la configuraciéon de los engranes ya que la
cantidad de vueltas y esfuerzo que se requiere para mover la rueda de inercia depende del
tamano de los engranes y de la posicion en la que esté ya se en serie o paralelo, en serie para
aumentar la fuerza y en paralelo para aumentar la cantidad de vueltas. En la figura 2.8 se
muestra un modelo de este tipo de inerter y en la figura 2.9 se muestra el disefio de forma

fisica utilizado para experimentos realizados en el presente trabajo.

41



2.4. EL INERPERLRASDV@ONTROL DE VIBRACIONES EN SISTEMAS MECANICOS

Engranes

(tipo ;/)\iﬁon)

45
— 7 — .t\ i
e

Figura 2.7: Esquema de un inerter de engranes [21].

Figura 2.8: Modelo de un inerter con engranes [21].

Rueda volante

Figura 2.9: Inerter de engranes [21].
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Figura 2.10: Sistema de un grado de libertad con un inerter [21].

2.4.2. Influencia del inerter en las frecuencias naturales

Es bien sabido que las frecuencias naturales son propiedades inherentes de un sistema
de vibracion, donde la resonancia puede ocurrir cuando la frecuencia de la excitacion es igual
a la frecuencia natural. Los métodos tradicionales para reducir las frecuencias naturales de
un sistema eldstico son: el disminuir la rigidez eldstica o incrementar la masa del sistema de

vibraciones.

Un sistema de un grado de libertad con un inerter [7] es mostrado en la figura 2.10. La

ecuacion de movimiento para vibraciones libres de estos sistemas es

(m+b)k+kx =0 (2.3)

La transformacion de la ecuacién (2.3) en su forma estdndar para el andlisis de rendi-
miento de las vibraciones

it =0

donde @, = \/k/(m+ D) es llamado la frecuencia natural del sistema no amortiguado.

En conclusion, el inerter disminuye la frecuencia natural del sistema, por ello podemos

consideran que el inerter agrega una masa virtual al sistema.
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~ Amortiguador

Figura 2.11: Mdédulo de la compainia ECP [21].

2.4.3. Control pasivo de vibraciones con un inerter

En esta seccion se mostrard la plataforma experimental donde se realizé el control
pasivo utilizando tres configuraciones distintas del sistema como lo son masa-resorte, masa-
resorte-amortiguador y masa-resorte-inerter. También se mostrardn los resultados obtenidos
de los experimentos realizados, por medio de la técnica del decremento logaritmico medire-
mos el rendimiento del inerter. El inerter que se utiliz6 para los experimentos mostrados fue

un inerter de engranes el cual se muestra en la figura 2.9.

2.4.3.1. Plataforma de experimentacion

Los experimentos se realizardn en el médulo de la compaiifa ECP! de un masa-resorte-
amortiguador de tres grados de libertad como se muestra en la figura 2.11, el cual consta de
un actuador (motor DC), las posiciones son medidas por un encoder ubicado a un costado de
una base movil en la cual se colocan masas adicionales, la base modvil se encuentra conectada

al actuador, al resorte y a un amortiguador de aire ajustable.

lwww.ecpsystems.com
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Figura 2.12: Tablero de conexiones CLP1103 [21].

2.4.3.2. Adquisicion de datos

El sistema de dSPACE es un sistema de control digital basado en los procesadores
MPC8240 y TMS320F240, tiene una interfaz con Matlab/Simulink, el diagrama de bloques
de Simulink es convertido en c6digo C, de la computadora se descarga directamente al DPS
DS1103 (Digital Signal Processor por sus siglas en ingles) a través de un cable de fibra dptica
y, el DS1103 tiene un tablero de conexiones (CLP1103)(ver figura 2.12), en este tablero se
conecta el motor, el encoder y la fuente de energia (ver figura 2.13), las sefiales de estos son

mostradas en la ventana de dSPACE del monitor de la computadora.

2.4.3.3. Resultados experimentales

A continuacién se presentardn los experimentos realizados los cuales consistieron en
obtener la respuesta en el tiempo del sistema en tres distintas configuraciones mencionadas al
inicio de la seccion, antes de realizar los experimentos se realiz6 la identificacion de algunos

parametros como la masa del sistema, asi como las constantes de los resortes utilizados.

45



2.4. EL INERPERLRASDV@ONTROL DE VIBRACIONES EN SISTEMAS MECANICOS

Fuente de
energia

Figura 2.13: Fuente de energia, motor DC y encoder [21].

Medicion de parametros: resortes y masa

En las siguientes graficas se muestra el cdlculo de la constante del resorte de los resortes
que se utilizaron para realizar el experimento:
En la figura 2.14 se muestra la pendiente obtenida de los valores experimentales para

obtener el valor de la constante del resorte.

Constante del resorte

y = 184*x — 0.0503
10+ ©)

Fuerza (N)
(o]
T

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08
Distancia (m)

Figura 2.14: Estimacion de la constante del resorte A [21].
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Cuadro 2.2: Parametros de a) los resortes utilizados y b) la masa del sistema.
’ Resorte \ Constante del resorte ‘

A 184
B 746.07
a)
Masa | Peso |
Masa agregada al sistema 450 gr
Masa total del sistema (considerando la base) | 1 kg
b)

En la figura 2.15 se muestra la pendiente obtenida de los valores experimentales para

obtener el valor de la constante del resorte.

Constante del resorte
12 : :

y = 746.07*x - 0.2199

Fuerza (N)
(o))
T

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016
Distancia (m)

Figura 2.15: Estimacion de la constante del resorte B [21].
La masa que se utilizo en el sistema fue de 450 gramos agregando la masa de la base
resulto total de 1 kg., en el cuadro 2.2 se muestran los valores de los pardmetros obtenidos.

Respuesta en el tiempo con oscilaciones libres

En las siguientes graficas se muestra los resultados obtenidos de los experimentos de la

respuesta en el tiempo realizados en el laboratorio, en un sistema de un grado de libertad.
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Enla figura 2.16 se muestra las gréificas de la respuesta en el tiempo de un sistema masa-
resorte para una constante del resorte diferente, en la figura 2.16a se muestra la respuesta en
el tiempo del sistema con una constante del resorte de 746 y en la figura 2.16b el resorte tiene

una constante de 184.

Sistema masa-resorte

b)

Figura 2.16: Respuesta en el tiempo de un sistema masa-resorte (MR) con diferentes resortes,
a) constante del resorte de 746, b) constante del resorte de 184 [21].

En la figura 2.17 se muestra la grafica de la respuesta en el tiempo de un sistema masa-
resorte-amortiguador, en la figura 2.17a se muestra la respuesta en el tiempo del sistema con

una constante del resorte de 746 y en la figura 2.17b el resorte tiene una constante de 184.
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Sistema masa-resorte-amortiguador

b)

Figura 2.17: Respuesta en el tiempo de un sistema masa-resorte-amortiguador (MRA) con
diferentes resortes, a) constante del resorte de 746, b) constante del resorte de 184 [21].

En la figura 2.18 se muestra la grafica de la respuesta en el tiempo de un sistema masa-
resorte-inerter, en la figura 2.18a se muestra la respuesta en el tiempo del sistema con una

constante del resorte de 746 y en la figura 2.18b el resorte tiene una constante de 184.
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b)

Figura 2.18: Respuesta en el tiempo de un sistema masa-resorte-inerter (MRI) con diferentes
resortes, a) constante del resorte de 746, b) constante del resorte de 184 [21].

Identificacion del amortiguamiento equivalente

De acuerdo a la subseccion 1.4.3. calcularemos el coeficiente de amortiguamiento vis-
coso equivalente. De las graficas obtenidas de los sistemas de los sistemas analizados en
respuesta en el tiempo se tomardn los valores de picos figuras 2.19a,2.20a y 2.21a, el valor
de la constante del resorte es 746, mientras que en las figuras 2.19b, 2.20b y 2.21b el valor es

de 184.
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Figura 2.19: Valores de los picos del sistema masa-resorte con diferentes resortes, a) constante
del resorte de 746, b) constante del resorte de 184 [21].
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Sistema masa-resorte-amortiguador
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Figura 2.20: Valores pico del sistema masa-resorte-amortiguador (MRA) con diferentes re-
sortes, a) constante del resorte de 746, b) constante del resorte de 184 [21].
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Figura 2.21: Valores picos del sistema masa-resorte-inerter (MRI) con diferentes resortes, a)
constante del resorte de 746, b) constante del resorte de 184 [21].

En el cuadro 2.3 se muestran el coeficiente de amortiguamiento y la constante de amor-

tiguamiento del sistema masa-resorte de la figura 2.19.

Cuadro 2.3: Coeficientes y constantes de amortiguamiento en el sistema MR.

Coeficiente de Constante de
amortiguamiento { | amortiguamiento ¢
Caso 1. K =184 .022 .59
Caso 2. K =746 .064 1.7362

En el cuadro 2.4.3.3 se muestran el coeficiente de amortiguamiento y la constante de

amortiguamiento del sistema masa-resorte-amortiguador de la figura 2.20.
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Cuadro 2.4: Coeficientes y constantes de amortiguamiento del sistema MRA.

Coeficiente de
amortiguamiento §

Constante de
amortiguamiento ¢

Caso 1. K =184

233

12.727

Caso 2 K =746

4121

11.1799

En el cuadro 2.5 se muestran el coeficiente de amortiguamiento y la constante de amor-

tiguamiento del sistema masa-resorte-amortiguador de la figura 2.21.

Cuadro 2.5: Coeficientes y constantes de amortiguamiento de un sistema MRI.

Coeficiente de
amortiguamiento §

Constante de
amortiguamiento ¢

Caso1 K =184

.108

5.899

Caso 2 K =746

113

6.1727

2.4.3.4. Validacion de los experimentos

A continuacién se mostrard las graficas obtenidas de los experimentos comparandolas

con una simulaciéon numérica utilizando los valores de los parametros.

En la figura 2.22 se muestra la respuesta experimental mostrada en las figuras 2.19a 'y

2.19b vs. las simulacidn del sistema masa-resorte.
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Sistema masa-resorte
T T

X (em)
°
T

Sistema masa-resorte

\ T

X (em)

0 0.5 1 15 2 25 3 35
t(seg)

b)

Figura 2.22: Respuestas experimentales vs. simulacion del sistema MR, a) constante del re-
sorte de 746, b) constante del resorte de 184 [21].

En la figura 2.23 se muestra la respuesta experimental mostrada en las figuras 2.20a y

2.20b vs. la simulacion del sistema masa-resorte.
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b)

Figura 2.23: Respuesta experimental vs. simulacion del sistema MRA, a) constante del resorte
de 746, b) constante del resorte de 184 [21].

En la figura 2.24 se muestra la respuesta experimental mostrada en las figuras 2.21ay

2.21b vs. la simulacion del sistema masa-resorte.
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b)

Figura 2.24: Respuesta experimental vs. simulacion del sistema MRI, a) constante del resorte
de 746, b) constante del resorte de 184 [21].

Como se puede observar las graficas de los experimentos realizados se muestra que al
implementar un inerter al sistema ayuda a disminuir las oscilaciones del sistema, sin embargo
la friccion debido al roce entre el rack y el engrane, asi como la friccion entre el eje y la rueda
volante no fueron modelados, pero si fue representada en el amortiguamiento del sistema.
Debido a que el inerter en forma pasiva solo funciona bajo una sola frecuencia es limitado su
uso para en caso de que el sistema cambie ya que se necesitaria cambiar de inerter a uno que
se adecue, por lo que es necesario disefiar un inerter que sea capaz de variar su constante de

proporcionalidad.
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Capitulo 3

Inerter semi-activo

Debido a que el inerter de forma pasiva solo funciona bajo una sola frecuencia natural es
limitado su funcionamiento, para mejorar esto se requiere que inerter que vari€ su masa, por
lo que en el presente trabajo se propone un inerter semi-activo. En este capitulo se mostrara el
inerter de masa variable propuesto en el presente trabajo asi como los calculos y simulaciones

realizadas.

3.1. Estado del arte

El inerter pasivo funciona bajo una frecuencia natural, para cambiar esta frecuencia es
necesario variar la rueda volante, por ende el inerter cambiara su inertancia, por lo que el
desarrollar un inerter semi-activo mejoraria el rendimiento ya que funcionaria bajo distintas
frecuencias, por lo que la actualidad se han desarrollado distintos tipos de ineters que varian
sus propiedades, los cuales son el «rueda volante variable de inercia variable» el cual consiste
en que la rueda volante consta con una cdmara interna con un pistén la cual permite que esta
camara se llene de un fluido el cual hara varia su momento de inercia (figura 3.1) [11].

Otro disefio de inercia variable sea desarrollado con una caja de engranes planetaria
magnética, el cual para variar la inercia depende de la variacion del campo magnético de los

imanes de la caja de engranes (figura 3.2) [31].

59



3.1. ESTADO DEL ARTE CAPITULO 3. INERTER SEMI-ACTIVO

Rueda volante

Resorte

Entrada de
liquido

Tanque

/
Respiradores de Piston

atmosfera

Figura 3.1: Rueda volante variable de inercia variable [11].

Caja de engranes

Terminal 1 Terminal 2

Rueda volante

ol

Figura 3.2: Esquema de una caja de engranes planetaria [31].
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Figura 3.3: Masa de dos terminales con momento de inercia variable [34].

Figura 3.4: Rueda volante con momento de inercia variable [34].

Otro diseno llamado masa de dos terminales con momento de inercia variable es pro-
puesto en [34]. Este disefio consiste en un cilindro hidrdulico el cual sus extremos estan
conectados a un motor hidrdulico y este a su vez estd conectado a una rueda volante (figura
3.3), la rueda volante cambia su configuraciéon geométrica (figura 3.4).

Otro disefio el cual consiste en una rueda volante con unas masas que cambian de po-
sicién por medio de un actuador lineal a diferencia de los anteriores mencionados la rueda
volante se conecta directamente al sistema y no por medio de cilindros (figura 3.5), ni tam-

poco se le agrega algun tipo de componente para cambiar su propiedad [36].

3.2. Diseno del inerter semi-activo

El inerter semi-activo que disefiaremos en el presente trabajo sera de tipo de engranes,

durante la presente concepcion de este trabajo se publicé un trabajo relacionado con nuestro
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b)

Figura 3.5: a) modelo del inerter en 3D y b) prototipo del inerter [36].
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Figura 3.6: Rueda volante sin masa adicionales.

disefio en [36]. Como es sabido el momento de inercia de un cuerpo depende de su geometria
y su masa. En el presente trabajo se disefia un volante de inercia para un inerter tipo tornillo
de bola. En este caso se emplea como ejemplo una figura compuesta como se muestra en la
figura 3.6, los prismas rectangulares son las masas adicionales las cuales se desplazaran para

cambiar la inercia de la figura.

El siguiente andlisis es para determinar el momento de inercia de la rueda volante pa-
ra posterior mente calcular el valor de la inertancia para diferentes casos. Primeramente se
calculara el valor del volumen de las figuras que componen la geometria del volante de iner-
cia, como lo es el disco y los prismas rectangulares por los cuales se desplazaran las masas

adicionales.

El volumen del disco V; es

Vi= /’lﬂrz

donde £ es la altura y r es el radio. Si A = 20mm y r = 100mm entonces

Vi = (20) 7 (100)? = 628,318.5307mm’
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El volumen de los prismas rectangulares V, es

V, = abc

donde a es el largo, b ancho y c es la altura. Si a = 70mm , b = 20mm y ¢ = 20mm entonces

Vs = (75) (20) (20) = 28,000mm>

El material que se propuso para el disefio del disco fue PLA (poli-acido lactico) el cual

tiene una densidad de p = 1250kg/ m>. La masa estd dada por

m=pV

donde V es el volumen y p es la densidad del material. La masa del disco (m;) y la masa de

los primas rectangulares (m,) son

my = 785.4gr
my = 35gr
la masa total del disco (m;) es
m; = 645.4gr

El momento de inercia del disco (/) es

1
1; = —m1r2

2

donde r es el radio del disco y m es la masa del disco. Sir = .1my m; = .7854kg el momento

de inercia del disco es

1, = .003927
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El momento de inercia del prisma rectangular (/) es

1
I, = Emz(a2 +b?)

donde a es el largo del prima rectangular, b es el ancho del prima rectangular y m, es la masa
del prisma rectangular. Sia = .07m, b = .02m y my = .035kg el momento de inercia del prima
rectangular es

I, =.00012133

El momento de inercia total del disco (/;) menos los cuatro prismas rectangulares es
Is — Id - 4Ir

es decir,

I, =.00344168

Para variar el momento de inercia se utilizaron unas masas adicionales puestas en dis-
tintas posiciones, para estas masas se realizaron los siguientes cdlculos. El volumen de los

prismas rectangulares V3 es

V3 = abc

donde a es el largo, b es el ancho y ¢ es el espesor. Si a = 20mm, b = 20mm y ¢ = 20mm
entonces

V3 = (10) (10) (20) = 8,000mm’

La masa del prisma rectangular (m3) es

m3 = .0624gr
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en este caso el material que se propuso para las masas adicionales fue acero dulce el cual

tiene una densidad de p = 7800kg /m?.

El momento de inercia de las masas (/,;,) es

1
Iy = Emz(az +b?)

es decir

I, = .00000416

Al modificar la configuracion geometria de la rueda volante se obtuvieron los siguientes
resultados con las configuraciones a continuacion mostradas, para los calculos del momento

de inercia se utilizd la siguiente ecuacion:

I, = Ly +m3d® (3.1)

donde d es la distancia el centro de masa de la masa con respecto al origen del eje en el cual

se haré girar.

En el cuadro 3.1 se muestra los valores obtenidos de los momentos de inercia y valores
de inertancia para distintas configuraciones geométricas (figura 3.7, figura 3.8 y figura 3.9),
con los valores de inercia obtenidos se calcula la constante de proporcionalidad, es decir, la

inertancia del inerter con la ecuacion propuesta en [33]

2
b=1 (%) (3.2)

donde b es la inertancia, / es el momento de inercia y p es el «pitch» del tornillo de bola.

A continuacidn se hara un andlisis implementando el inerter en un sistema masa-resorte.

El sistema masa-resorte-inerter es
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Cuadro 3.1: Valores de momentos de inercia e inertancia para distintas configuraciones

geométricas.
| Distancia de las masas adicionales | Momento de inercia | Inertancia |
30mm .0038 3032.7
S55mm .0042 3394.6
80mm .0051 4073.3

Figura 3.7: Rueda volante con las masas adicionales con una distancia de d = 30mm.

Figura 3.8: Rueda volante con las masas adicionales con una distancia de d = 55mm.
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Figura 3.9: Rueda volante con las masas adicionales con una distancia de d = 80mm.

Figura 3.10: Disefio del volante rodante del inerter semi-activo propuesto.

(mq+bp))'c'+kx:u

donde k es la constante del resorte con un valor de 1000N /m, u es la entrada, my es el valor
de la masa del sistema, p = 1,2,3,4, b es el valor de la inertancia, x es la posicién y i es la
aceleracion.

Para obtener valores de inertancia con mayor variacién se propone una configuracién
diferente. Se propone una configuracion en la cual las masas adicionales pueden colocarse
fuera del radio de la rueda volante (figura 3.10).

Para este disefio se calcul6 el valor de la inertancia para cuando las masas se encuentran
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Respuesta a entrada impulso

amplitud

0 1 2 3 4 5
tiempo x10°

Figura 3.11: Respuesta de un sistema masa-resorte-inerter ante una entrada impulso para el

valor de inertancia minimo y maximo.

en su distancia minima de d = .030m y méaxima de d = .080m.
Para un momento de inercia I,,;, el valor de inertancia es by,;;, = 2967.2764kg/ m?.
Para un momento de inercia [,y el valor de inertancia es b, = 7014.8781kg/ m2.
Enla figura 3.11 se muestra la grafica respuesta de un sistema masa-resorte-inerter ante

una entrada impulso.

3.3. Ley de control

En esta seccion propondremos una ley de control que serd utilizada para variar la iner-
tancia, en dicha ley de control se tomard la inertancia minima y maxima que puede alcanzar
el inerter semi-activo de acuerdo a su configuracion geométrica. El sistema masa resorte con

un inerter de inertancia variable (figura 3.12) se expresa de la siguiente manera

(b(F)+m)i+kx=0 (3.3)
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b(t)

__\/W\/_

k

Figura 3.12: Sistema masa-resorte-inerter.

donde b () es la inertancia del sistema variante en el tiempo,

la ley de control es la siguiente, propuesta en [14],

2

by — by,
2

b(f)= + sign (xx)

donde by, es la inertancia maxima del inerter, b, es la inertancia minima del inerter, la ecua-

cién (3.3) se escribe como

(@-I-I)X—I-EXZO (3.4)
m m

donde a),% es la frecuencia natural, ahora haremos un re-escalamiento del tiempo usando la

siguiente transformacion

2~ 1 3 2 s
l=—T=>X=0,x (T
o 2 (7)

donde las comillas ( 7 ) ahora representan derivada con respecto a 7.

Sustituimos el valor de X en la ecuacién (3.4)

b(F
(%—H) 02X+ 02x =0 (3.5)
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se divide la ecuacién (3.5) de ambos lados entre a),%

(@—H)x”—i—x:O (3.6)

m

Sustituyendo la ley de control b (7) en la ecuacién (3.6) tenemos

by — bm

by+bm .
(— + sign (xx) -

- +1) X’ (1) +x(1)=0 (3.7)
la ecuacion (3.7) se multiplica por m y nos queda

bM—bm

b b
( el + sign (xx) 5

5 —|—m> X’ (7)+mx(t)=0

consideremos ahora la siguiente frecuencia natural promedio definida como

W, = ———

se escala el tiempo para eliminar @2, mediante la siguiente transformacion

1. d(7) 1 d*(f)

T=—t= ——t=———r
2 dt? ®? di?

sustituimos los valores de obtenidos al re-escalar el tiempo y estos nos queda como

_ 2 (7
by = bw | _ 2m )dx(t)-l—mx(f):O (3.8)

S
(+Slgn ) o T om bt b)) P2

donde definimos

el valor de € es propuesto por [20], se sustituye el valor de € en la ecuacion (3.8) y esto nos

queda como
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m
1 ] ¢ X =0 3.
( —|—£szgn(xx)—|—bM+bm>x—i—mx (3.9
definamos
M) = ( 1+ esign (o) + —" (3.10)
= sign (xx .
¢ Dt + b
Se realiza un re-escalamiento en el tiempo no lineal
|
Sy
0o M(s)
se tiene que
dx dxdt
= 3.11
dt  dtdt .11
por lo que
d’x d (dx 3.12)
di? — di \ df '

se sustituye el valor de la ecuacién (3.11) en la ecuacion (3.12) y esto nos queda como

di? ~ di \di di ) di

d*>x d [dxdt) dt
dt

se agrega % y esto queda como

dx d (dxdt\dr d*x  d%x [dt\*
—_— == == = (3.13)
di? dt \dtdf) di = di? dt? \df
Ahora tenemos que
|
t(f) = ——ds 3.14
0= [ e (3.14)

derivamos la ecuacion (3.14)
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3.3. LEY DE CONTROL

dt 1

yAIO]

se sustituyen los valores de las diferenciales en la ecuacion (3.9)

d2
M(t)d—;c+mx:0

se sustituye la ecuacion (3.13) en la ecuacion (3.15)

d*x 1\?

M(t)— | —= =0
®) dr? (M(t)) o

se multiplica la ecuacién (3.16) por M (t)

d*x

W‘FM(I)I’I’UC:O

sustituimos la ecuacién (3.10) en la ecuacién (3.17)

d_2x+ 1+ esign x@ + 2m mx=0
i’ 8\t ) T+ )

by — by,

={e<l

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

el sistema como se muestra en la ecuacion (3.18) se ve representado como un sistema de

rigidez conmutada [25], en la figura 3.13 se muestra una grafica en la cual se ve el comporta-

miento de la ecuacién (3.18).

3.3.1. Puntos de equilibrio

Los puntos de equilibrio del sistema con respecto a la ecuacion (3.18) son obtenidos de

la siguiente manera. La ecuacidn (3.18) en variables de estado es escrita de la siguiente forma
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Simulacion del sistema MRI
1 T T T T

amplitud

0 5 10 15 20 25 30
tiempo

Figura 3.13: Grafica de la simulacion del sistema MRI.

X =X

X1 =X
X=xy Xp=— <1 + esign (x1x) + %) mxi
los punto de equilibrio estdn dados por
0= X2

0= (1-+esign (xim) + 525 ) m

se sustituye el valor de x; en la ecuacion de x;

x1(0) 2m )
O=—1[1+¢ + mx
( BEIOIYE YA
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por lo tanto

0=x 1
los puntos de equilibrio del sistema son

X1 = 0

x =0

3.3.2. Estabilidad en el sentido de Lyapunov
La funcién candidata para comprobar que el sistema dado por la ecuacion (3.18) es

1 1
Vix) = Eax% + 8%

donde a y g son variables para las cuales su valor estard dado para el valor que se requiera

para que cumpla con que la ecuacién (3.18) sea estable en el sentido de Lyapunov.

V(x) = axi x| + gxoxs

donde

X1 = X2

Xy = — (1 + 22 4 —szfbm> mx;

[x1xs]

se sustituyendo %; y % en V(x)

X) = axix, +gxy | — mxi
§ Ix1x2| by +bp

se realizan las operaciones necesarias para eliminar el paréntesis
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2
X1X2 2m

lx1x2| by b

2

V(x) = axixy + gxp | —mx; — me

se realizan las operaciones necesarias para eliminar el corchete

x%x% 2m?
X102 & ort + b

V(x) = axixy — gmxpx| — gme X1X2

donde

por lo que V(x) es igual a

() - — gme| | — 2
Vix) =axix MX2X me|x1x X1X
1X2 — 8Mmxzx; — & 1X2 ng b 1X2
() - - 2 — gme| |
Vix)=xxo | a—gm mel|xyx
1X2 8 gb b 8 1X2
por lo tanto el valor de a y g son
2m?

sustituyendo a 'y g en V (x)

V(x) = —melx1xp| <0

debido a que la funcién de Lyapunov que se propuso cumple con la condicion de que es

menos a cero, se puede concluir que el sistema es estable en el sentido de Lyapunov.
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L Respuesta del sistema
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funcion signo
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tiempo

Figura 3.14: Simulacién del sistema MRI y la funcién signo.

3.4. Analisis utilizando teoria de Floquet

En esta seccion se mencionara una herramienta matemaética utilizada en el presente tra-
bajo para el anélisis del sistema mostrado en la ecuacién (3.18), con este andlisis se pretende
demostrar que la ley de control propuesta basada en una funcion signo puede ser considerada
como una funcién peridédica. En la figura 3.14 se muestra el comportamiento de sistema dado
en la ecuacion (3.18) y la funcién signo.

A continuacidn se describe brevemente la herramienta matematica principal en el anali-

sis de sistemas periddicos, el teorema de Lyapunov-Floquet [12]. Consideremos el sistema
x=A(t)x (3.19)

dondex € R™,A(t) =A(t+T) € R"*"Vt es una funcién matriz periddica continua por partes

y T > 0 es el periodo.

Lamatriz @ (1) € R"*" satisface (3.19) y @ (0) =1 es llamada matrizant, donde I denota
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la matriz identidad, es decir, la matrizant es una matriz fundamental de (3.19) ya que sus
vectores columna satisfacen el sistema (3.19). Por lo tanto, alguna solucién de (3.19) puede
ser escrita como x(¢) = @ (¢)x(0). Ademas, la matrizant satisface la relaciéon @ (t+7) =
@ (1) D (T), que es también una solucién del sistema (3.19). La matrizant @ () en T , i.e. la
expresion @ (T') es llamada la matriz monodromia y sus eigenvalores p los multiplicadores
del sistema (3.19), es decir, p; son raices de la ecuacion caracteristica det [® (T) — pI] = 0;

puede ser demostrado que los multiplicadores son unicos.

Tenemos que u son los eigenvectores asociados a los eigenvalores p,i.e. @ (T)u = pu.
Considere que x (0) = u entonces la solucién x (¢) puede ser escrito como x (¢) = P () u, to-
mando un periodo de tiempo la solucién produce x (t +7) =P (t+T)=u=P(t) P (T)u=

pD (t)u, i.e., todos los multiplicadores p; satisfacen la relacion:
x(t+T)=px(t) (3.20)

La solucién en 27 dax (¢ 4 2T) = px(t + T) = p%x(t) y sucesivamente. En consecuen-
cia, dependiendo de la naturaleza del multiplicador, la solucién de (3.19) puede converger
y diverge. No obstante, la solucion del sistema (3.19) también tiene la siguiente propiedad

declarada en el teorema de Floquet.

Teorema 1 (Lyapunov-Floquet). La matrizant & () del sistema (3.19) puede ser escrita
como

D(1)=F ()X (3.21)

donde F (¢) es no singular, es una matriz funcién periddica continua por segmentos, y K es

una matriz constante logaritmica dada por

K:%m¢a) (3.22)

Los eigenvalores A de la matriz logaritmica K = %lndb (T) son llamadas exponentes

78



CAPITULO 3. INERTER SEMI-A@TINNALISIS UTILIZANDO TEORIA DE FLOQUET

Cuadro 3.2: Criterio de estabilidad para el sistema (3.19)

| Propiedad de la solucién x | Multiplicadores p;
[x[—0 | pi |[< 1Vi
|x||<M | pi |[< 1y los que tienen | p; |= 1 tienen simples
divisiones elementales.
|| x [|— o0 | pi |> 1y los que tienen | p; |= 1 tienen mdltiples
divisiones elementales.

caracteristicos del sistema (3.19) y estan relacionados con los multiplicadores por la relacion

A= %lnp

El teorema permite expresar la solucién como x (1) = @ () x (0) = F (¢) ¢’Xx (0), enton-
ces su comportamiento es determinado por los exponentes caracteristicos o los multiplicado-
res del sistema (3.19), como se muestra en el siguiente corolario.

Corolario 1 (criterio de estabilidad). La naturaleza de la solucién x (t) = F () ¢'¥x (0)
de (3.19) es determinado ya sea por los multiplicadores y/o exponentes caracteristicos rela-
cionado en la tabla 3.2.

En consecuencia, el teorema de Floquet afirma que la matriz de transicion tiene como
producto de factorizacién @ (1) = F (t) 'K, pero la matriz K puede ser compleja, entonces la
factorizacion serd no real. En casos practicos, es conveniente contar con factores Floquet, el
siguiente resultado asegura la factorizacién Floquet real.

Corolario 2 (Factorizacion Floquet real). La matriz logaritmica k € R"*" si, solo si de
cualquier de los multiplicadores del sistema satisfaga p; < 1Vi o K = Re { % In® (27) }

Ademais, el siguiente teorema es aplicado para reducir un sistema periddico lineal a un
sistema lineal con coeficientes constantes.

Teorema 2 (Reduccién de Lyapunov). Tenemos que F (t) € C' (a,b) es una funcién

matriz periddica continua no singular entonces la variable cambia

x=F(t)y (3.23)
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transformado el sistema (3.23) en un sistema lineal con coeficientes constantes
y=Ky (3.24)

donde la matriz K y la funcién matriz F (t) estén relacionados por @ (t) = F (t) 'K,

La transformacion (3.24) es llamada transformacién de Lyapunov del sistema (3.23). Ya
que la transformacion existe y eso es previsto por el teorema de Floquet, entonces el sistema
(3.19) se dice que es reducible al sistema (3.24), ademds la matriz A (7) es aritméticamente
similar a la matriz K.

Por otra parte, la funcién fundamental de (3.19) puede ser escrita en términos de la ma-
triz Wroskiana. Tenemos x; es un conjunto de soluciones de variables de estado linealmente
independiente de (3.19) y la matriz Wroskiana esté definida por W (¢) = { X| X2 ... Xp ] .

Por lo tanto, cualquier matriz fundamental & (¢,0) puede ser escritacomo @ (1,0) =W (1)W1 (0).

3.4.1. Calculo de los instantes de conmutacion

En esta seccion calcularemos los instantes de conmutacién para convertir la funcion

signo en una funcion periddica.

3.4.1.1. Problema de la velocidad inicial

En el plano de fase x-x, durante el movimiento de la trayectoria en cada cuadrante el
valor del termino sign (xx) es bien definido, entonces la ecuacion (3.18) se vuelve integrable,
este hecho permite determinar una solucién analitica de la ecuacion (3.18) en cada cuadrante.
Considerando como condiciones de contorno los puntos de cruce del eje de la trayectoria
entonces los instantes de conmutacion se determinan mediante la evaluacién de la solucién
analitica en los limites de la siguiente manera. El plano de fase x-x de la ecuacion (3.18) para

la condicion de velocidad inicial es analizada para cada cuadrante de la siguiente forma:
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Cuadrante I. La ecuacion (3.18) la expresaremos de la siguiente forma

2m
X 1+ é&si ' =0 3.25
X+ ( + Esign (xx) + bM+bm) mxy (3.25)

donde sus condiciones iniciales son
XO(O) =0 X()(O) =1

donde la respuesta de (3.25) es

x(t) = Asin (@t + ¢)
A= 2+ 58 (3.26)

o

— X0
¢ = arctan (a),, XO)

donde @? = (1 + &sign (xx) + szTmbm> m

.2
X0 .
xi(t) =[G+ w—ozsm(a)ntl +0) (3.27)
n

¢ = arctan ((0/2) (3.28)

X0

tenemos que

se sustituye el valor de w), y las condiciones iniciales en (3.27) y (3.28) nos queda

(l ) ! sin \/ +Eem—+ t
Xi\) = 1 m m 1
\/m —|— Em + Eljmi bM bm
donde E= éSlgl’l (X)C)
' (t ) = COS + € t
X m m—+
11 l l 1
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para que las condiciones iniciales del siguiente cuadrante sean xi(f;) = x¥ y x;(#;) = 0 el

valor de 71 y x; (1) son

T
= T1 = >
2\/m+£m+ bA,21n+1bm

_ 1

fi(h) = ——r
m+€m+ bM+bm

Cuadrante II. Se tiene que

1 2m?
x(th) = = sin \/m—8m+ b D h—¢ (3.29)
\/m +em+ —bﬁizb M T Om
¢ = arctan (a)nﬂ> (3.30)
Xy

las condiciones iniciales son x1 (1) = xJ y % (t;) = 0. Evaluando las condiciones iniciales en

(3.30), (3.29) nos queda

) 1 , \/ ey 2T
X2\l ) = Sin m-—&Em 72— =
\/m+8m+b1§T§y by + by, 2

la cual puede ser expresada de la siguiente forma

1 2m?
x(th) = cos m—em-+ b b tH
\/m+8m—|— bM+b M Em

b %) (tz)

\/m 8m+bM+bm ) 2m2
Sin m—em—i—b b i
\/m—|—8m+b M+ Om

para que las condiciones iniciales del siguiente cuadrante sean x3(t2) =0y X0,(1p) = h el
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valor de 1, es
T

h =
2 2m2
2 m—8m+bM+bm
2
" /m—em—l—ibﬁ/zl"lbm
B(n)=—Y——
2\12) = .
m+8m+b]v2[%bm

tenemos que t, = 1> — 71 por lo tanto 75 =1, + T

T T

= > +
2\/m—£m+bl§ﬂbm 2\/m—|—8m+ bM+b

Cuadrante III. Se tiene que las condiciones iniciales son x;(t;) = 0y X»(¢;) = h. Eva-

luando las condiciones iniciales en (3.32), (3.31) nos queda

\/m em—+ 2m? Im2
x3(t3) = Do in |y [m+em+ ——— 15— ¢ (3.31)
m+8m+b,§$b by + by
¢ = arctan (wﬁ) (3.32)
X

como ¢ =0, (3.31) resulta

\/m Em—+ 2m2
X3 (l‘3) bM+b sin \/m +Em—+ m 13
m+em-+ bM+b

m—E€&m-+ 2

; \/ b +b,,, 2m

x3(t3) = M cos m-+em+ 3
m+éem+ bM+b

para que las condiciones iniciales del siguiente cuadrante sean xg(t3) = jyx3(t3) =0 el valor

de 13 es
T

13 =
A /m—em—l—i2
0 _ bpr+bm
A /m+£m+7bﬁ/2['ibm
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tenemos que t3 = 73 — 1> por lo tanto 73 =t3 + 1>

T Y/

;=
2\/m 8m+bM+b \/m+8m+bM+b

Cuadrante IV. Se tiene que las condiciones iniciales son xJ(t3) = j y #3(t3) = 0. Eva-

luando las condiciones iniciales en (3.34), (3.33) nos queda

m—Eem+ 2m2
xa(ts) = \/ ”M”’ sin | 4/m—em+————t;— ¢ (3.33)
m+em+ ;2 by + b
¢ — arctan (w,,ﬁ) (3.34)
X3
como ¢ = —7%, (3.33) resulta

la cual se puede expresar de la siguiente forma

x4{ta) = m+&m—+

m—em+ 2 2
bM+b 2m
CcOos m—Em-+

bM+b

para que las condiciones iniciales del siguiente cuadrante sean x2(t5) = 0y £2(ts) = k el valor

detyes
4 = T
4_2 m—8m+%
bM+b
2
m £m+bM+b
(t4) 2m2
m—|—8m+bM+b
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Cuadro 3.3: Funcién signo en forma de una funcion periddica g, (t).

1 re |0, —
2\/ m+em+ hjélibm
-1 te z —, 2 - 42 -
2 2, 2
2\/m+8m+bM%bm 2\/m—8m+meTm 2\/m+8m+bM%bm
1 1te T T T b1
2 m78m+% 2 m+£m+% 7 m+8m+% 2y [m—em+ 2m?
byt +om Y= By +bm bpy+bm
_1 l, E Y3 - + /3 , /(9 - + /3 -
\/m—|—£m+ b};’fﬁbm 2\/m—£m+ b};rj’hm \/m+£m+ h[‘j’ibm \/m—em-i- bﬁjﬁbm
tenemos que t4 = Ty — T3 por lo tanto Ty =14+ T3
T T
fa= e | 2m?
. m m
\/m £m+bM+bm \/m—l—8m+bM+bm

A continuacion se mostrard un andlisis de la funcién signo mostrada en forma de una

funcién periddica (Cuadro 3.3)

3.4.1.2. Problema de posicion inicial

El termino sign(xx) tiene diferentes instantes de cambio de signo, por lo que la funcién
periédica correspondiente ¢, (t) = ¢,(t + T (€)), el cual describe la periodicidad del termino
sign(xx) no puede ser lo mismo que la velocidad inicial. por lo tanto, siguiendo el procedi-
miento anteriormente descrito, los instantes de 7; y los valores limites (x;,X;) son calculados.
Por lo tanto, la funcién periddica para el problema de posicion inicial g, () es

Del andlisis anterior, el termino sign(xx) puede ser escrito como una funcién continua
por segmentos y periddica definida por la velocidad inicial y posicidn inicial como se muestra
en los cuadros (3.3) y (3.4)

En el cuadro (3.5) se muestra el cambio de signo en su respectivo periodo y sus condi-

ciones iniciales.
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Cuadro 3.4: Funcién signo en forma de una funcién periédica g,(t).
-1 te |0, L
2\/m—8m+ h}é’iim
1 te L , 2 + n
2\/m—8m+7b}v2[’ﬁm 2\/m—8m+bw2[mfém 2\/m+8m+b}v2[%2bm
-1|tre £ 4 , 4 4
1 e . 2 T : 2 - 2 T . 2
\/m—sm—i- h[tjr‘nfbm 2\/m+£m+ b};’fﬁbm \/m—8m+ h[é’ihm \/m+8m+ hzvzlyihm
Cuadro 3.5: Periodos en cada cambio de signo.
ile@] T ] &Y [e0] LT [ (%) |
0] 1 0 (0,1) -1 0 (1,0)
1
-1 Z;W—z <\/—W—2,O) 1 sz—l (O,—w/Wl)
T« VY | 1 1| (_/m
2| 1 detads | (0-%8) | 1 ke tads | (CTR0)
n_ 4 x| (_¥m AT Wi
3|t gt (R0 1 | s | 0
Y wi - T | wi
4 1 \/V71+\/V72 <0’W2> 1 W+¢W2 <W2’0)
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o 2m? — 2_’”2
donde wi =m—em+ bytby, Y W2 =m +Em+ bai+bm

Teorema 3. La ecuacion

2m
X4+ 14 Esign(xx)+ mx=0
( gn (xx) bM+bm>

sujeta a las condiciones iniciales

puede ser escrita como una ecuacion diferencial lineal periddica

2m
X 14+ E&qg(t =0 3.35
x+( +sq(>+bM+bm)mx (3.35)

con ¢(t) = q(t +T(&)) dada por

yO<é<l.
Aun cuando el valor de las funciones periddicas g, y g, dependen de las condiciones

iniciales descritas, su periodicidad resulta inalterable.

3.4.2. Analisis de estabilidad

La estabilidad del sistema (3.35) es basado en la matriz de monodromia, para proceder

con el célculo la ecuacion (3.35) se escribe en la forma en espacio de estados:

0 1 X
f=A()x = (3.36)
—<1+€‘q(t)+szTmbm> mx 0 X

Tenemos que P(z,0) es la matriz fundamental de (3.36) y tenemos W (¢) denota la
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matriz Wroskiana definida por

xp(t)  xu(t)

Xp(t) (1)

W(t) =

T T
donde los elementos de su vector columna { xp(t) (1) } y { x, (1) X,(t) } estan dadas

en el cuadro (3.5), entonces la matriz de monodromia en términos de la matriz Wroskiana es
@(T,0) = W1 (0)W(T) se reduce a:
YL
D(T,0)= | ™

m
w2

El multiplicador del sistema son los eigenvalores de la matriz de monodromia, en con-

secuencia los multiplicadores corresponden a un multiplicador doble p(¢€):

(&)= :—; (3.37)

el multiplicador (3.37) satisface p(€) < 1 V0 < € < 1 por lo que la solucion trivial de la ecua-
cion (3.35) es asintOticamente estable segun el teorema de Floquet, este resultado también
esta comprobado por medio de andlisis de estabilidad de Lyapunov.

Corolario 3. La matriz de monodromia del sistema (3.35) estd dada por

LI
PT,0)=| "
Wy

donde los multiplicadores del sistema corresponden a un multiplicador doble

gy M1
/3(6)—W2

Ademds, el sistema (3.35) es asintGticamente estable ya que p(€) < 1 V0 < & < 1.
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3.4.3. Factorizacion de Floquet.

Los exponentes de Floquet correspondientes de (3.35) estdn dadas por los multiplica-

dores (3.37), esto es:

oo b1 w1 A
)L(s)._Tlnp_T(é)lnwz_T(é)lnoc(e)

Dado que p(£) < 1 entonces A (&) < 0, por lo tanto la matriz logaritmica K (&) € R>?,
i.e., la factorizacién de Floquet corresponde a la factorizacién real dada por @(¢,0) = F (¢ )e'X,

donde la matriz K es:

K _ ) AN

Por lo tanto, €’ 'l y la matriz de transicién es reducida a @(¢,0) = F(¢)e
Observe que los exponentes de Floquet corresponden a una raiz doble de la ecuacién carac-
teristica det [K (&) — A1} = 0.

Corolario 4. La matriz de transicion de estado @ (t,0) del periodo del sistema dado por

la ecuacion (3.35) estd dado por
®(1,0) = F (1))

donde
1

ME=7

Ina (&)

corresponden a los exponentes de Floquet de (3.35) y F () es periddica.
Del teorema de reducibilidad de Lyapunov, la transformacién de Lyapunov x = F(¢)y

reduce el sistema (3.35) a una ecuacion diferencial lineal invariante en el tiempo:
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Cuadro 3.6: Inertancias maximas y minimas utilizadas.
’ Respuesta \ Inertancia minima \ Inertancia maxima ‘

1 2967.2764 2967.2764
2 2967.2764 3152.9483
3 2967.2764 3403.4906
4 2967.2764 3718.9031
5 2967.2764 4099.1859
6 2967.2764 4544.3389
7 2967.2764 5054.3622
8 2967.2764 5629.2558
9 2967.2764 6269.0196
10 2967.2764 6973.6537

el sistema reducido tiene un eigenvalor semi-simple doble A (€), por lo tanto, su solucion es
(2
¥(t) = e*y(0)

donde A (&) < 0V0 < € < 1, por lo tanto el origen es asintéticamente estable.
Corolario 5. El sistema (3.35) aunque la transformacién de Lyapunov x = F(t)y es
reducido a y(r) = K(&)y(t) cuya solucién estd dada por y(r) = e*(©)y(0), donde A (&) < 0

Vo< &< 1.

3.5. Optimizacion.

El inerter semi-activo que hemos disefiado cambia su inercia acorde a la reconfigura-
cién de su momento de inercia, por lo tanto, se calcularon distintos valores de inertancia con
los cuales se pretende optimizar el tiempo de la respuesta.

En el cuadro 3.7 se muestra los valores de la inertancia en distintas distancias. En las
figuras (3.15) y (3.16) se muestran las distintas respuestas del sistema masa-resorte-inerter
(MRI), para distintas configuraciones geométricas, en el cuadro 3.6 se muestran las distintas
inertancias utilizadas.

A continuacion se mostraran los resultados obtenidos de las simulaciones hechas en el
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Respuesta del sistema MRI

1
05r
o
2
S 0
S
<
Respuesta 1
05+t Respuesta 2
Respuesta 3
Respuesta 4
Respuesta 5
A v A

0 10 20 30 40
tiempo

Figura 3.15: Primeras cinco respuestas del sistema MRI.

Respuesta del sistema MRI

1
Respuesta 6
Respuesta 7
Respuesta 8
05T Respuesta 9
Respuesta 10
o
=2
S 0
£
<
057
_1 1 1 1
0 10 20 30 40

tiempo

Figura 3.16: Ultimas cinco respuestas del sistema MRI.
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\Y)

~

ITI 1T

Figura 3.17: Cuadrantes y parte de la trayectoria de la respuesta para analizar con el teorema

de Floquet.

Cuadro 3.7: Inertancia

| Iteraci6n | Distancia de las masas | Inertancia |
1 .03 2967.2764
2 .0427 3152.9483
3 .0554 3403.4906
4 .0681 3718.9031
5 .0808 4099.1859
6 .0935 4544.3389
7 .1062 5054.3622
8 .1189 5629.2558
9 .1316 6269.0196
10 .1443 6973.6537

sistema utilizando la técnica del decremento logaritmico. En el cuadro 3.8 se muestra la rela-

cién que tiene la inertancia minima entre la maxima. En el cuadro 3.9 se muestra el «quality

factor» en las distintas combinaciones entre la inertancia maxima y minima, el cual nos indica

el nimero de oscilaciones que tiene la respuesta en el tiempo el sistema masa-resorte-inerter.

Para el sistema dado por la ecuacién (3.18) se hard una aproximacion para calcular el amorti-

guamiento viscoso equivalente por medio de la técnica del decremento logaritmico. Como se

menciona en la subseccion 1.4.3. se necesita el valor de picos consecutivos (x, y X,,+1), para

aplicar esta técnica analizaremos la solucion en cada cuadrante como se muestra en la figura

(3.17).

En la figura 3.18 se muestra las respuestas realizadas en las simulaciones.
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Cuadro 3.9: «Quality factor» cantidad de picos que se tendrian de las diferentes combinacio-
nes entre la inertancia minima y maxima

| bpinbmax | 1 | 2 | 3 [ 4] 5] 6 [ 7] 8] 9 [10]
1 761 | 47 21 13 9 7 5 4 4 3
2 - 571 | 37 18 11 8 6 5 4 3
3 - - | 477 32 | 16 | 10 7 6 5 4
4 - - - 425 | 29 15 9 7 5 4
5 - - - - 395 28 | 14 9 7 5
6 - - - - - 379 | 27 14 9 7
7 - - - - - - 371 | 27 14 9
8 - - - - - - - 369 | 27 14
9 - - - - - - - - | 372 ] 27
10 - - - - - - - - - | 377

. Respuesta del sistema MRI
funcion signo
decremento logaritmico
0.5 [
R
£
e
© .05
1rF
15 ' ' ' ' '
0 5 10 15 20 25 30

tiempo

Figura 3.18: Respuesta del sistema MRI utilizando funcion signo y la técnica del decremento
logaritmico.
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Conclusiones

El control de vibraciones de un sistema masa-resorte de un grado de libertad con un
inerter semi-activo es abordado aplicando la teoria de un sistema periddico. El inerter semi-
activo se induce en los sistemas a través de un dispositivo de rigidez que cambia la rigidez
entre un maximo y un minimo de acuerdo con una ley de control dependiente del estado
prescrita, y el rendimiento de dicho dispositivo se caracteriza por el pardmetro no dimensio-
nalizado € € (0,1). De este modo, las dindmicas del sistema estan modeladas por el inerter

semi-activo.

Un hecho clave para aplicar el enfoque de sistema periddico es darse cuenta de que el
coeficiente de rigidez del sistema se comporta periédicamente a tiempo para las condiciones
iniciales estandar. Por lo tanto, la regla de conmutacion dependiente del estado relacionada se
convierte en una funcion de tiempo periddico constante a trozos. Para este proposito, la fun-
cién periddica se caracteriza por el calculo del instante de conmutacion. Este procedimiento
nos permite concluir que el sistema se comporta como un sistema asintéticamente isécrono.
Por lo tanto, la ecuacion diferencial no lineal del sistema se escribe como una ecuacion dife-
rencial periddica lineal llamado sistema periodico. De esta manera, la matriz de monodromia

y los multiplicadores del sistema se calculan en términos del parametro del sistema.€.
Los multiplicadores del sistema corresponden a un doble semi-simple multiplicador
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que se encuentra dentro del circulo unitario, por lo tanto, la solucidn trivial del sistema es
asintoticamente estable. Ademads, el fendémeno de amortiguamiento es cuantificado por me-
dio de los exponentes de Floquet y esto muestra que la solucién del sistema tiene una fac-
torizacion de Floquet real. En adicion, un problema de optimizacion basado en el radio de

decaimiento optimo es formulado en términos del parametro &.

La aplicacion del teorema de Lyapunov al sistema muestra cualitativamente el compor-
tamiento asintético de la solucidn trivial, mientras el fendmeno de amortiguamiento inducido
por la rigidez conmutada es cuantificado empleando un modelo lineal de amortiguamiento
viscoso. Sin embargo esta enfoque implica la aplicacion de aproximaciones lineales y supo-
siciones que conducen a una pérdida de precision, ademas, el proceso de cdlculo es compli-
cado. No obstante, la aplicacion de la teoria del sistema periddico a sistema con el inerter
semi-activo proporciona tanto una explicacion cualitativa como una herramienta matemdtica

cuantitativa para analizar el fendmeno de disipacién evitando aproximaciones lineales.

Conforma al resultado, la presente aproximacion proporciona tratamiento novedoso pa-
ra analizar el esquema de control de vibracion de rigidez conmutada de una manera natural
y directa, y brinda capacidad de tratamiento matemético para fines de optimizacién. En adi-
cidn, la aproximacién puede ser extendida para el estudio de los casos de multiples grados de

libertad y sistema forzado.
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