
Universidad Autónoma de Baja California
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José Ricardo Cuesta Garćıa
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1.4. Metodoloǵıa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.5. Organización del trabajo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2. Antecedentes 6
2.1. Problema de control . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.2. Estabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.3. Modos deslizantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.3.1. Sistemas de estructura variable . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.3.2. Control equivalente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

3. Modelo del cuadróptero 14
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Índice de tablas

3.1. Algunos efectos f́ısicos rotacionales que actuan sobre el cuadróptero [1]. 23
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Caṕıtulo 1

Introducción

La agricultura es una actividad de gran importancia estratégica, debido a que es una
como base fundamental para el desarrollo autosustentable y riqueza de las naciones. De
acuerdo a la Academia Internacional de Ingenieŕıa de los Estados Unidos de América, la
mecanización agraria está considerado dentro de los 20 mayores logros de la ingenieŕıa
del siglo XX. En la actualidad, la agricultura depende de la tecnoloǵıa aśı como de los
desarrollos en diversas áreas de la ciencia como: f́ısica, bioloǵıa, entre otras. Algunos
de los procesos agŕıcolas como la irrigación, el drenaje, la conservación, la sanidad, etc.
vitales para una agricultura exitosa emplean el conocimiento especializado de ingenieros
en cada área [2].

En el contexto de la agricultura moderna, una tarea importante es monitorizar
diferentes aspectos relacionados con los cultivos, tales como humedad relativa del aire,
temperatura del suelo, contenido de nutrientes, la humedad del suelo, entre otros. Con
esta información es posible entender cómo el agua se mueve a través de un campo o
comprender la actuación del carbono y nitrógeno en los ciclos del suelo, lo cual permite
predecir y mejorar el crecimiento de los cultivos con un mejor uso de los recursos.

Una manera de recolectar dichos datos es a través de una red inalámbrica de sensores,
esta red la cual está constituida por pequeños dispositivos distribuidos en un área de
estudio espećıfica. Estos dispositivos son capaces de comunicarse entre śı y/o con una
central de forma inalámbrica. Cada nodo de la red puede ser un sensor inteligente,
el cual provee funciones extra, más allá de las necesarias para obtener una correcta
interpretación de las variables medidas [3].

En el campo, una red de sensores es una forma eficiente y eficaz de adquirir el valor
de las variables necesarias para el desarrollo del producto cultivado, de tal manera
que esta información pueda ser almacenada, analizada e interpretada, permitiendo al
agricultor tomar decisiones preventivas o correctivas necesarias para una agricultura
eficiente.

Algunas de la variables necesarias en el control del cultivo requieren de sensores que
no permiten su utilización de manera fija por situaciones ambientales. En la actualidad
algunas de estas mediciones se realizan de manera manual y son ingresadas a la bitácora
del cultivo, haciéndolo un proceso lento y altamente propenso a errores humanos.

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 2

Con el avance de la tecnoloǵıa, y el abaratamiento de la misma, en la actualidad es
posible contar con veh́ıculos aéreos no tripulados (UAV por sus siglas en inglés Unm-
maned Aerial Vehicle) que realicen tareas de navegación sin la intervención humana.
Existen algunos desarrollos de veh́ıculos terrestres no tripulados, sin embargo, en cier-
tos cultivos (e.g. el tomate) es importante poder inspeccionar de manera visual la parte
superior de la planta (cabeza). Por esta causa es recomendable el uso de un veh́ıculo
aéreo no tripulado en donde se controle la posición y seguimiento de una trayectoria
con mı́nimos errores.

Historicamente, los UAV eran simplemente aviones pilotados por sistemas de tele-
control y telemetŕıa conocidos como “drones”1, sin embargo, con el paso del tiempo
se han desarrollado e implementado esquemas de control automático para que realicen
tareas de manera autónoma. Desde la perspectiva de control de aeronaves a escala se
han creado dos variantes; la primera y más antigua fueron los controlados desde una
ubicación remota; la segunda, los que vuelan de acuerdo a un plan de vuelo prepro-
gramado usando sistemas más complejos de automatización dinámica, donde ambas
variantes incluyen un control interno para la asistencia del piloto.

En situaciones militares, los UAV como sistemas autónomos, pueden operar sin
intervención humana alguna durante la misión encomendada, es decir, pueden despegar,
volar y aterrizar automáticamente [4]. Los UAV también son utilizados en un pequeño,
pero creciente número de aplicaciones civiles, como en labores de lucha contra incendios
o seguridad civil, como la vigilacia de oleoductos.

Los veh́ıculos aéreos no tripulados sueles ser preferidos para misiones consideradas
aburridas o peligrosas para veh́ıculos tripulados. Otra ventaja es que su duración máxi-
ma volando solo es limitada por su combustible y por su sistema de vuelo, sin tener
las limitaciones correspondientes a tener tripulación. Es importante notar que los UAV
no requieren espacio para un tripulante, por lo que el diseño de los UAV en tamaño y
forma se puede ajustar a las necesidades de la tarea a realizar.

1.1. Justificación

Un cuadróptero es un UAV que se eleva y propulsiona mediante cuatro rotores,
los cuales están generalmente colocados en las extremidades de soportes en forma de
una cruz. Para evitar que el aparato gire respecto a su eje vertical es necesario que dos
hélices giren en un sentido y las otras dos en sentido contrario. Los diseños mas recientes
de cuadrópteros se han vuelto populares en la investigación de UAV debido a su costo
e implementación. Debido a su tamaño pequeño y maneobrabilidad, los cuadrópteros
pueden realizar vuelos tanto en interiores como en exteriores, ya que estos veh́ıculos
emplean un sistema de control y sensores electrónicos para estabilizar la aeronave.

Existen varias ventajas de los cuadrópteros sobre los helicópteros a escala compa-
rable. Primeramente, los cuadrópteros no requieren uniones para variar el ángulo de
la aspa del rotor mientras ésta gira, lo cual simplifica el diseño y mantenimiento del

1Aeronave no tripulada que es guiada de forma remota.
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veh́ıculo. En segundo lugar, el uso de cuatro rotores con un movimiento individual de
cada rotor permite tener un diámetro menor que el equivalente al rotor de un helicópte-
ro, reduciendo el gasto energético durante el vuelo. Algunos cuadrópteros de pequeña
escala tienen protección en los rotores, permitiendo vuelos a través de diversos ambien-
tes con un bajo riesgo de dañar el veh́ıculo o su entorno, y esto hace que este tipo de
veh́ıculos sean mas seguros para interaccionar en interiores.

En el Cuerpo Académico de Comunicaciones e Instrumentación Electrónica (CA-
CEI)2, uno de los intereses principales es realizar la medición de procesos agŕıcolas
utilizando técnicas de procesamiento digital de imágenes (PDI). El PDI permite identi-
ficar, de manera no invasiva, la madurez del fruto, plagas, deficiencia de algún nutriente,
etc. Una etapa del proyecto es la adquisición de la imagen aérea desde un punto fijo.
Dicho punto es determinado por el usuario y dependerá del área o zona que se quiera
procesar mediante la imagen adquirida por una cámara.

La importancia de adquirir imágenes de forma adecuada es prioritaria para realizar
su procesamiento. Si la imagen se toma de forma periódica bajo condiciones similares,
permite un análisis temporal del objeto de estudio. Aśı, una propuesta del CACEI es
utilizar un cuadróptero con una cámara a bordo para la captura de imágenes v́ıa aérea,
colocándolo en un punto espećıfico y de tal manera que se realice la adquisición de la
imagen de forma automática, permitiendo un mejor análisis.

Una manera de lograr lo anterior es a través de algoritmos de control automático,
aśı el veh́ıculo aéreo será capaz de realizar actividades de inspección, recolectar datos,
fotograf́ıa, video, etcétera. Estas actividades pueden tener impacto en el área militar,
comercial, seguridad, agricultura, investigación, etcétera.

1.2. Planteamiento del problema.

Para lograr la correcta adquisición de imágenes, como se mencionó en la sección
anterior es importante que la imagen se tome desde el mismo punto, por lo que es
necesario que el cuadróptero cuente con un algoritmo de control de posición. Dada la
complejidad del problema, se considera que el primer paso es, proponer un controlador
que permita el despegue, aterrizaje y ubicación en un punto fijo del cuadróptero para
la correcta adquisición de la imagen a procesar.

1.3. Objetivo

Diseñar un control de regulación para una clase de veh́ıculos aéreos no tripula-
dos, dedicado al despegue y aterrizaje de forma vertical de la aeronave conocida como
cuadróptero.

2Cuerpo Académico perteneciente a la Facultad de Ingenieŕıa, Arquitectura y Diseño de la UABC,
Ensenada con el proyecto Procesamiento de Imágenes Aplicado a la Agricultura.
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1.3.1. Objetivos particulares

Diseñar un controlador para regular los ángulos de un cuadróptero en un valor
fijo en el espacio de estado.

Diseñar un controlador para regular la posición de un cuadróptero sobre un punto
fijo en el espacio.

Evaluar el desempeño de convergencia del controlador mediante simulaciones
numéricas.

1.4. Metodoloǵıa

Este trabajo de tesis se enfoca al estudio teórico y al apoyo de herramientas numéri-
cas para las simulaciones del modelo matemático dinámico del mecanismo a considerar.

Para realizar cualquier análisis dinámico es necesario contar con un modelo ma-
temático que describa el fenómeno a estudiar. Las consideraciones usadas en el modelo
de un UAV tipo cuadróptero servirán no sólo en este trabajo, sino también a futuros
trabajos que se realicen en este tipo de mecanismo, ya sea para su estudio o mejora en el
modelo o para el diseño de controladores u otras aplicaciones como son los observadores.

En este modelo se considerará, en caso de presentarse, el fenómeno de fricción en los
actuadores, pero será modelado suponiendo que es estático y continuo. Para el desarrollo
del controlador se supone que tenemos acceso al estado completo y que el objetivo de
control se limitará al caso de regulación de ciertas variables en el espacio de estado.

Una vez que se cuente con las ecuaciones dinámicas del mecanismo, lo siguiente
será proponer una ley de control que permita al mecanismo darle cierta autonomı́a. En
particular se buscará que dicho controlador proporcione la acción requerida para que
el mecanismo sea llevado de un punto a otro en el espacio aéreo. Esto será de suma
utilidad para el despegue y aterrizaje del veh́ıculo.

El diseño del controlador será desarrollado pensando en el UAV como un mecanismo
subactuado, por lo cual, el controlador podrá ser empleado en otro mecanismo o sistema
equivalente que presente las mismas caracteŕısticas que el UAV.

No se abordara en este trabajo la implementación f́ısica del controlador en un
cuadróptero, pero śı en un mecanismo más simple. Para el modelo dinámico no se con-
sideraran perturbaciones externas o paramétricas, ni el efecto aerodinámico; tampoco
se consideran modelos dinámicos de fricción y/o discontinuidades en dicho fenómeno,
esto es debido a la metodoloǵıa empleada.

1.5. Organización del trabajo

La organización de este trabajo se da de la siguiente manera; en el caṕıtulo 2 se
dan los preliminares matemáticos los cuales incluyen el problema de control, el criterio
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de estabilidad usado en este trabajo y una breve descripción de la teoŕıa de modos
deslizantes.

El modelo del cuadróptero se desarrolla en el caṕıtulo 3, donde se describen dos
metodoloǵıas para obtener dicho modelo. También se describen algunos fenómenos
que pueden ser considerados en el modelo matemático del cuadróptero. El modelo del
cuadróptero obtenido permite que se deriven otros tres modelos de sistemas más sim-
ples pero igualmente estudiados. El modelo más simplificado servirá de base para el
desarrollo del controlador.

En el caṕıtulo 4 se presenta el desarrollo de un control de regulación por modos
deslizantes, donde la superficie deslizante presenta una discontinuidad, lo cual permite
bajo ciertas condiciones que el sistema llegue a la posición deseada con una veloci-
dad constante y posteriormente converja de forma asintótica al punto de equilibrio.
La superficie deslizante propuesta, al presentar una discontinuidad, no permite el uso
de las herramientas clásicas propuestas por [5] para mostrar que se tiene convergencia
al punto de equilibrio. Por lo tanto, se presenta un análisis a partir del campo vecto-
rial, aśı como resultados númericos y experimentales para mostrar que el esquema de
control propuesto converge al punto de equilibrio. Los lemas, teoremas y corolarios ob-
tenidos son la aportación principal de este trabajo. Se presentan resultados numéricos
y experimentales de un sistema torsional que reafirman la teoŕıa.

En el caṕıtulo 5 se implementa un esquema de control para la altitud y el ángulo de
giro de un PVTOL (Planar Vertical Take-Off Landing), utilizando un control por modos
deslizantes empleando la superficie discontinua del caṕıtulo 4. A partir de este resultado,
se desarrolla otra superficie deslizante que llega a una referencia fija en tiempo finito
con una velocidad constante acotada. La cota de velocidad y el punto de referencia se
establecen como parámetros del control. Además, se muestra la estabilidad global del
punto de equilibrio. Se presentan los resultados obtenidos en la simulación numérica al
implementar los controladores propuestos.

Finalmente, en el caṕıtulo 6 se presentan las conclusiones obtenidas en este trabajo
de tesis.



Caṕıtulo 2

Antecedentes

En esta caṕıtulo se presentaran las definiciones, teoremas y herramientas básicas
que serán empleados a lo largo de este trabajo de tesis. Los temas que se presentan,
están la estabilidad en el sentido de Lyapunov, conjuntos invariantes, modos deslizantes
y sistemas de estructura variable.

2.1. Problema de control

Un problema clásico en la teoŕıa de control es el diseño de una ley de realimentación
con el propósito de imponer una respuesta en estado estable1 prescrita [6]. Un ejemplo
es el problema de que, dada la salida y(·) de una planta controlada, siga una salida
de referencia prescrita yref(·). Además, de que sólo teniendo acceso a y(·) se pueden
rechazar asintóticamente cualquier perturbación no deseada w(·) de una clase particular
de perturbaciones. En ambos casos, el objetivo de control es que, el llamado error de
seguimiento, definido como:

e(t) = yref(t)− y(t), (2.1)

cumpla con
ĺım
t→∞

e(t) = 0. (2.2)

En otras palabras, se busca imponer un comportamiento deseado a través de un
sistema de control a una respuesta en estado estable de forma tal que el error de
seguimiento asociado sea idénticamente cero.

Usualmente un sistema, llamado planta, la cual no puede ser alterada por el di-
señador, tiene las siguientes variables asociadas a él:

1. Una variable de entrada u(t) la cual influye en la planta y ésta puede ser mani-
pulada.

2. Una variable de perturbación vp(t) la cual influye en la planta pero que no puede
ser manipulada.

1estado estable: respuesta del estado cuando el tiempo incrementa.

6
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3. Una variable medida y(t) la cual es usada para obtener información acerca del
estado de la planta; esta variable es usualmente contaminada por el ruido de
observación vm(t).

4. Una variable a controlar z(t) la cual es la variable a controlar.

5. Una variable de referencia r(t) la cual representa el valor prescrito de la variable
a controlar z(t).

Aśı, de manera general, el problema de seguimiento es el siguiente: para una varia-
ble de referencia dada, encontrar una entrada de control apropiada de manera que la
variable a controlar siga la variable de referencia, esto es,

z(t) ≈ r(t), ∀t ≥ t0, (2.3)

donde t0 es el tiempo en el cual el control comienza. Usualmente, la variable de referencia
no es conocida con anterioridad. Una restricción práctica es que el intervalo de valores en
los cuales la entrada u(t) puede variar es limitada. Incrementar este intervalo usualmente
involucra reemplazar la planta por una mayor y por lo tanto una inversión.

Por otra parte, es posible definir el problema de control, como un problema de
seguimiento y, como un caso especial, el de regulación [7].

Por otra parte, los siguientes aspectos deben ser tomados en cuenta para el diseño
de sistemas de seguimiento que satisfagan el requerimiento básico dado en (2.3):

1. La perturbación influye en la planta de una manera impredecible.

2. Los parámetros de la planta pueden no ser conocidos de manera precisa y pueden
variar.

3. El estado inicial de la planta puede ser desconocido.

4. La variable de observación puede no dar directamente información acerca del
estado de la planta y aun mas, puede estar contaminada por ruido.

Una clase importante de problemas de seguimiento es donde la variable de referencia
es constante por largos periodos de tiempo. En estos casos es usual que la variable de
referencia sea un punto de operación del sistema y se hable del problema de regulación.
Aqúı, usualmente, el principal problema es mantener a la variable a controlar en el
punto de operación a pesar de las perturbaciones que actuan sobre el sistema.

Considerando lo expuesto anteriormente, podemos emplear la siguiente definición
dada por [8]:

Definición 1. Considere x ∈ Rn, u ∈ Rm, y ∈ Rp y t ∈ T ⊂ R; el estado, entrada,
salida y tiempo de un sistema dinámico, respectivamente y las funciones vectoriales
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f : Rn × Rm × T → Rn y h : Rn → Rp. El problema de seguimiento asintótico consiste
en que, dado un sistema dinámico descrito por

ẋ = f(x, u, t),

y = h(x),

y una trayectoria de salida deseada yd, se debe encontrar una ley de control para la
entrada u tal que, comenzando desde cualquier condición inicial del estado en una región
Ω, los errores de seguimiento

y(t)− yd(t), (2.4)

tiendan a cero, mientras el espacio de estado completo x permanece acotado.

2.2. Estabilidad

Un concepto fundamental en la teoŕıa de control es la estabilidad, el cual puede
ser estudiado desde diferentes perspectivas y definiciones de acuerdo a la metodoloǵıa o
aplicación que se esté usando. En este trabajo se hará uso de la definición de estabilidad
en el sentido de Lyapunov. Aśı, de acuerdo a [7] se tienen las siguientes definiciones.

Definición 2. Considere la ecuación diferencial en variables de estado

ẋ = f (x(t), t) ,

cuya solución nominal x0(t) es:

1. Estable en el sentido de Lyapunov, si para cualquier tiempo t0 y cualquier ε > 0
existe una δ(ε, t0) > 0 (dependiente de ε y posiblemente de t0) tal que ‖x(t0) −
x0(t0)‖ ≤ δ implique que ‖x(t)− x0(t)‖ < ε para toda t ≥ t0.

2. Asintóticamente estable si:

a) Es estable en el sentido de Lyapunov;

b) Para toda t0 existe una ρ(t0) > 0 (posiblemente dependiente de t0) tal que
‖x(t0)− x0(t0)‖ < ρ implique que ‖x(t)− x0(t)‖ → 0 cuando t→∞.

3. Asintóticamente estable a lo largo si:

a) Es estable en el sentido de Lyapunov;

b) Para cualquier x(t0) y cualquier t0, ‖x(t)− x0(t)‖ → 0 cuando t→∞.

Los siguientes conceptos y teoremas tomados de [8] serán utilizados para las demos-
traciones de los teoremas presentados en el caṕıtulo 4, los cuales representan una de las
aportaciones de este trabajo de tesis.
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Definición 3. El sistema no lineal ẋ = f(x, t) se dice que es autónomo si f no depende
explicitamente del tiempo, i.e. si las ecuaciones de estado del sistema se pueden escribir
como

ẋ = f(x). (2.5)

En otro caso, el sistema se llama no autónomo.

Definición 4. Una función continua escalar V (x) se dice que es definida positiva local-
mente si

1. V (0) = 0 y

2. en una bola Br se tiene que si x 6= 0 entonces V (x) > 0.

Si además el punto 2 se mantiene para todo el espacio de estado, entonces V (x) se dice
que es definida positiva globalmente.

Definición 5. Si, en una bola Br, la función V (x) es definida positiva y tiene deri-
vadas parciales continuas y su derivada con respecto al tiempo a lo largo de cualquier
trayectoria de estado del sistema (2.5) es semidefinida negativa, i.e. V̇ (x) ≤ 0, entonces
V (x) se dice que es una función de Lyapunov para el sistema (2.5).

Definición 6. Un conjunto G es un conjunto invariante de un sistema dinámico si
para cada trayectoria del sistema que empiece desde un punto en G permanece en G
para todo tiempo futuro.

Teorema 1 (Estabilidad local). Si, en una bola Br, existe una función escalar V (x)
con primeras derivadas parciales continuas tal que

1. V (x) es definida positiva (localmente en Br).

2. V̇ (x) es semidefinida negativa (localmente en Br).

Entonces el punto de equilibrio x = 0 es estable. Además, si la derivada V̇ (x) es definida
negativa localmente en Br, entonces la estabilidad es asintótica.

Teorema 2 (Conjunto invariante local). Considere un sistema autónomo de la forma
(2.5), con f continua y sea V (x) una función escalar con primeras derivadas parciales
continuas. Suponga que

1. Para alguna l > 0, la región Ωl definida por V (x) < l está acotada.

2. V̇ (x) ≤ 0 para toda x en Ωl.

Sea R el conjunto de todos los puntos dentro de Ωl donde V̇ (x) = 0, y M es el mayor
conjunto invariante en R. Entonces, cada solución x(t) originada en Ωl tiende a M
mientras t→∞.
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2.3. Modos deslizantes

Un problema de estudio importante es el control de sistemas que presentan incerti-
dumbres y/o perturbaciones. Una de las estrategias de control desarrolladas para esta
clase de sistemas es el control por modos deslizantes, la cual se describe en [9]. La teoŕıa
de control por modos deslizantes es la formalización de controladores tipo todo-nada
(ON-OFF) que son caracterizados por un interruptor (switch) que permite o no la ac-
ción o actuación de la entrada de control. El control por modos deslizantes es robusto
ante incertidumbres e insensible a las perturbaciones acotadas y acopladas a la señal de
control, su aplicación a sistemas electro-mecánicos para el caso de regulación ha sido
estudiado por diversos autores, como en [10] y [11].

De acuerdo a [8], las imprecisiones del modelo pueden presentarte por la falta de
conocimiento en la planta (e.g., parámetros desconocidos de la planta) o por representa-
ciones simplificadas de la dinámica del sistema (e.g. modelar la fricción como fenómeno
lineal). Desde el punto de vista de control, las incertidumbres del modelo se pueden
clasificar en dos tipos

incertidumbres estructurales (o paramétricas)

incertidumbres no estructurales (o dinámicas no modeladas)

Las imprecisiones del modelado pueden tener fuertes efectos adversos en los sistemas
de control no lineales. Una forma de enfrentar las incertidumbres del modelo es el control
robusto. La estructura usual de un controlador robusto es compuesto por una parte
nominal, similar a la linealización por retroalimentación o control inverso y términos
adicionales auxiliares para enfrentar la incertidumbre del modelo. Una aproximación
sencilla al control robusto, y el tema principal de esta sección, es la llamada metodoloǵıa
de control deslizante.

2.3.1. Sistemas de estructura variable

Un considerable número de procesos en mecánica, ingenieŕıa eléctrica y otras áreas
pueden ser caracterizados por el ecuaciones diferenciales cuya dinámica presenta una
discontinuidad con respecto al estado. Un ejemplo t́ıpico de esto, es la fricción seca
(también llamada fricción de Coulomb) en un sistema mecánico cuya fuerza toma dos
valores de signo opuesto dependiendo de la dirección del movimiento. Formalmente, un
sistema discontinuo puede ser descrito por la ecuación

ẋ = f(x, t)

donde el vector de estado del sistema es x ∈ R, t es el tiempo y f(x, t) presenta las
discontinuidades en un cierto conjunto de dimensión n−1 en el espacio de estado (x, t).
Describamos el conjunto de puntos de la discontinuidad mediante la expresión

si(x, t) = 0, si(x, t) ∈ R, i = 1, . . . ,m.
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f(x, t, u+)

f(x, t, u−)
si(x) = 0

Figura 2.1: Campo vectorial alrededor de una superficie discontinua.

A estas expresiones se les conoce también como superficies de discontinuidad.
En sistemas realimentados, la dinámica discontinua puede ser producida por el lazo

de control
ẋ = f(x, t, u), u ∈ Rm

con el control es dado por

ui =

{
u+i (x, t), si(x) > 0,
u−i (x, t), si(x) < 0,

i = 1, . . . ,m,

donde uT = (u1, . . . , um) y las funciones u+i (x, t) y u−i (x, t) son continuas.
El vector de estado de ciertos sistemas puede permanecer en una de las superficies de

discontinuidad o en su intersección en un tiempo finito. Por ejemplo, en la figura 2.1 se
muestran las trayectorias del vector de estado, las cuales apuntan hacia la superficie de
discontinuidad si(x) = 0 en una vecindad cercana. Un término aceptado para describir
el comportamiento de este tipo de superficies discontinuas es modo deslizante [9].

Para que exista un comportamiento de modo deslizante la distancia hacia la super-
ficie y su velocidad de cambio ṡ deben ser de signo opuestos, es decir,

ĺım
s→0−

ṡ > 0 y ĺım
s→0+

ṡ < 0.

Una caracteŕıstica que presentan los sistemas de estructura variable es que pueden
presentar distintos comportamientos dependiendo de la estrategia de conmutación que
se asigne en el diseño del controlador. Por ejemplo considere los sistemas cuyo retrato de
fase se muestra en la figura 2.2a y 2.2b, cuyo origen es inestable en ambos casos. Ahora
suponga que la estrategia de conmutación en el controlador es tal que en ciertas regiones
del espacio de estado esté presente uno u otro de los sistemas descritos anteriormente
tal como se muestra en la figura 2.2c. Es posible observar que en el nuevo sistema
generado el origen es estable a partir de una correcta estrategia de conmutación en el
diseño. En este caso la superficie s2 = 0 es simplemente una superficie de conmutación
mientras que s1 = 0 presenta la caracteŕıstica de modo deslizante. Aśı, el diseñar una
estrategia de conmutación entre dos sistemas inestables puede darnos un punto de
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Figura 2.2: Retrato de fase de sistemas conmutados. a) y b) Sistema inestables. c)
Sistema estable formado por una adecuada conmutación de a) y b).

equilibrio estable. Sin embargo, es posible el caso contrario, es decir, dos sistemas con
origenes estables pueden generar un sistema con el origen inestable dependiendo de la
estrategia de conmutación.

2.3.2. Control equivalente

El movimiento del sistema sobre las superficie deslizante puede tener una interpre-
tación geométrica en el espacio de estado como el ”promedio”de la dinámica del sistema
en ambos lados de la superficie.

La dinámica mientras se está en el modo deslizante puede ser escrito como

ṡ = 0. (2.6)

Resolviendo la ecuación anterior formalmente para la entrada de control, se obtiene una
expresión para u llamada control equivalente ueq, el cual puede ser interpretado como
una ley de control continuo tal que mantiene la igualdad de (2.6) si la dinámica fuera
conocida de manera exacta. De esta forma, para un sistema de la forma

ẍ = f + u,

tenemos
ueq = −f + ẍ− λ ˙̃x,

donde λ es una constante real y x, x̃ son funciones escalares diferciables. La dinámica
del sistema sobre el modo deslizante es

ẍ = f + ueq = ẍd − λ ˙̃x.
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s < 0

s > 0

feq

f+

s = 0

f−

Figura 2.3: Construcción de Filippov de la dinámica del control equivalente en modos
deslizantes.

Geométricamente, el contro equivalente puede obtenerse por

ueq = αu+ + (1− α)u− (2.7)

donde α ∈ [0, 1]. De esta forma, tenemos que el control equivalente es una combinación
convexa de los valores de u en ambos lados de la superficie s. El valor de α se puede
obtener de (2.6), el cual corresponderá a que las trayectorias del sistema sean tangentes
a la superficie. La construcción intuitiva es ilustrada en la figura 2.3, donde f+ =
(ẋ, f + u+)T , f− = (ẋ, f + u−)T y feq = (ṡ, f + ueq)

T . La justificación formal fue
desarrollada a inicios de los 60s por el matemático ruso A.F.Filippov.

La teoŕıa presentada en este caṕıtulo sobre modos deslizantes y sistemas de es-
tructura variable será utilizada como fundamento para poder describir los algoritmos
de control propuestos en este trabajo de tesis. Por otra parte, la demostración de los
resultados de los siguientes caṕıtulos estará basada en la sección de estabilidad.



Caṕıtulo 3

Modelo del cuadróptero

Un cuadróptero es un tipo de UAV que tiene la habilidad de realizar aterrizajes y
despegues en un plano vertical. F́ısicamente, un cuadróptero tiene una forma de cruz
con un rotor en cada esquina, esta no es una configuración novedosa de veh́ıculo aéreo,
ya que existe desde el año de 1922 [12].

En los últimos tiempos los cuadrópteros han tomado relevancia en la investigación,
debido a su pequeño tamaño y ágil maniobrabilidad, aunado al desarrollo de sistemas
de sensores y control electrónicos de pequeño tamaño y bajo costo.

Los UAV fueron considerados inicialmente para aplicaciones exclusivamente milita-
res, pero debido a la disminución del costo de manufactura, en la actualidad es posible
disponer de estos veh́ıculos voladores para aplicaciones civiles. La mayor ventaja que
presentan los UAV sobre los veh́ıculos aéros tripulados es que el tiempo de vuelo está res-
tringido solo por el combustible o la duración de la bateria. Además, en caso de tener
planes de vuelos automáticos, no son afectados por componente humano como la fatiga.
Los veh́ıculos no tripulados también son de suma utilidad para misiones y tareas que
están mas allá de las limitaciones y resistencia que pueda tener un ser humano.

A diferencia de las aeronaves de alas fijas, los cuadrópteros son clasificados como
helicópteros debido a que su ascenso es generado por un conjunto de hélices giratorias.
De igual manera, a la mayoŕıa de los helicópteros, los cuadrópteros generalmente usan
aspas de manera simétrica, las cuales pueden ser ajustadas como un solo grupo. El
movimiento angular del veh́ıculo es generado controlando la velocidad de rotación de
uno o más de los rotores, produciendo un cambio en el torque y por lo tanto el giro de
la aeronave.

En el cuadróptero, cada rotor tiene un control individual que permite producir una
diferencia en la inclinación del veh́ıculo de tal forma que se puede tener un desplaza-
miento (o translación) transversal o longitudinal, mientras que la altitud depende de
la velocidad conjunta de los rotores. De esta forma, es necesario controlar cada rotor
para poder manipular la inclinación y la altura. Para lograr este objetivo es importante
contar con un modelo matemático apropiado del cuadróptero.

Actualmente existen diversos modelos que describen la dinámica del cuadróptero,
los cuales se basan en dos metodoloǵıas principalmente: las leyes de Newton y las ecua-

14
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ciones de Euler-Lagrange. Además, existen trabajos que incluyen la dinámica de las
aspas, rotores, sensores y/o cámaras de video. Por ejemplo, en la literatura hay estu-
dios centrados en el modelo de la cámara [13]. Otro estudio completo sobre información
general de los cuadrópteros se presenta en [14]. Desafortunadamente, en ambos tra-
bajos, los modelos dinámicos son estudiados de manera superficial. En esta parte del
trabajo se realiza un estudio del estado del arte de los modelos dinámicos principales
del cuadróptero y sus caracteŕısticas.

3.1. Estado del arte

Las aplicaciones del cuadróptero están basadas en colocar la aeronave en un pun-
to en el espacio o seguir una trayectoria, por lo que para lograr dichos objetivos, se
han investigado y diseñado diferentes tipos de controladores automáticos. Sin embargo,
diseñar un controlador requiere de un modelo que represente el comportamiento del
sistema a ser controlado, y algunas veces, un modelo más completo que representa al
sistema real es usualmente complicado. Por otra parte, un modelo simple puede no re-
presentar completamente el comportamiento del sistema. Por esta razón, es importante
tener un modelo matemático adecuado, dependiendo de la aplicación.

Algunos modelos son más adecuados para el estudio de controladores, perturba-
ciones, robustez y otros modelos para el estudio relacionado con la identificación y su
implementación f́ısica.

En la siguiente sección se introduce y categorizan diferentes modelos matemáticos
que describen la dinámica del cuadróptero. Los modelos que se obtienen están basados
principalmente en dos metodoloǵıas que están enfocadas en analizar al cuadróptero
como un sistema puramente mecánico.

3.1.1. Modelos mecánicos

Los sistemas mecánicos son aquellos sistemas constituidos fundamentalmente por
componentes, dispositivos o elementos que tienen como función espećıfica transformar
o transmitir el movimiento desde las fuentes que lo generan, al transformar distintos
tipos de enerǵıa. Se caracterizan por presentar elementos o piezas sólidos, con el objeto
de realizar movimientos por acción o efecto de una fuerza.

En la literatura existen modelos que incluyen diferentes elementos, por ejemplo,
partes mecánicas, aspas, motores de CD, sensores, camáras, etc. Existen principalmente
dos tipos de modelos en la dinámica de mecanismos. Uno de esos modelos usa las leyes
de Newton (e.g., en [15, 16, 17]) y los otros aplican la metodoloǵıa de Euler-Lagrange
(e.g. en [1, 18]).

Un modelo básico del cuadróptero y de cualquier aeronave incluye su posición en el
espacio tridimensional (largo x, ancho y y alto z) y otras tres coordenadas mas relacio-
nadas con los ángulos respecto al centro de masa (giro ψ, cabeceo θ y alabeo φ, figura
3.1) [19, 20]. Una manera de analizar la dinámica del mecanismo es descomponiendo el
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θ

y

ψ
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x

φ

Figura 3.1: Los tres ejes de rotación principales de una aeronave.

modelo en las componentes translacionales y rotacionales, como se muestra en [21, 22].
El modelo mecánico se emplea para el análisis y control del cuadróptero, pero pueden
ser considerse otras variables o elementos.

3.1.2. Parámetros no mecánicos

En [23] y [24], los autores consideran los efectos aerodinámicos del mecanismo. Otras
investigaciones muestran los efectos de las aspas [17] o la aerodinámica de las propelas
como en [25]. La dinámica de los rotores se incluye en [21, 26, 18, 27]; en estos casos,
el rotor es analizado como un motor de CD. En [28], los autores incluyen en el modelo
matemático los sensores y su dinámica.

Por otra parte, muchas aplicaciones del cuadróptero incluyen cámaras de video y su
comportamiento es incluido en el modelo matemático [29, 30, 13]. En particular, en [29]
se considera una cámara de video tipo esférica y en [13] usan la proyección de punto de
desvanecimiento.

Algunos autores, desarrollan modelos detallados de las propelas y motores, pero en
el modelo mecánico solo son considerados dos de las seis variables de estado (altitud y
ángulo) [31].

3.1.3. Despegue y aterrizaje vertical

Dada la complejidad de los modelos, algunos autores agregan restricciones al movi-
miento para simplificar el modelo del cuadróptero en un vuelo estacionario [29] o usan
la linealización del modelo no lineal [16, 32]. En [33], los autores hacen un modelo bi-
dimensional del cuadróptero, haciendo que el cuadróptero permanezca en un plano y
su movimiento es restringido. Cuando el UAV tiene una restricción planar, la aerona-
ve presenta un despegue y aterrizaje vertical (VTOL por sus siglas en inglés Vertical
Take-Off Landing), permitiendo que el cuadróptero también sea analizado como un
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veh́ıculo VTOL [34, 35]. Este tipo de modelos incluyen la dinámica de tres coordena-
das: altitud, desplazamiento y rotación. Estas tres variables están incluidas también en
el movimiento de un cuadróptero sin restricciones. Por lo tanto, la dinámica completa
del cuadróptero es más compleja comparada con un VTOL. Aunque menos complejo,
el problema del VTOL permanece como un problema de investigación [36].

3.1.4. Otras aplicaciones y trabajos sobre el cuadróptero

Para completar la revisión literaria sobre los diversos trabajos y áreas que emplean
cuadrópteros tenemos que en [37] muestran un cuadróptero sincronizado con música
mientras éste oscila. Por otra parte, otros trabajos incluyen la dinámica de los actua-
dores. En [38], el modelo del actuador es desarrollado con gran detalle.

La mayor parte de los trabajos reportados usan un cuadróptero de pequeñas di-
mensiones, de manera que su dinámica es mas sencilla de describir. En [39], los autores
usan un modelo simplificado de un cuadróptero de dimensiones mayores capaz de llevar
carga útil. Por otra parte, usando un controlador, en [34, 40, 27] los autores muestran
sus resultados de manera numérica, mientras que [39, 33, 37] los autores muestran sus
resultados de manera experimental. En [1, 22] muestran simulaciones y experimentos y
en muy pocos estudios, como [21], se enfocan a identificar el sistema.

Finalmente, tenemos los trabajos que hacen una recopilación de estudios. En [14],
los autores presentan un estudio general sobre sensores, el sistema de visión, navegación
y sus aplicaciones. Por otra parte, en [13] se hace un estudio detallado sobre el trabajo
realizado en el área de visión por cámara montados sobre los cuadrópteros.

3.2. Modelo dinámico

En esta sección se describe un modelo dinámico usado para el cuadróptero desde el
punto de vista mecánico. El cuadróptero tiene cuatro rotores consistentes en motores
eléctricos de CD (véase figura 3.2a). Los dos pares de propelas (D1, D3) y (D2, D4)
giran en dirección opuesta para eliminar el efecto del torque (véase figura 3.2b).

Para lograr el movimiento sobre la dirección de y se incrementa la velocidad del
rotor Ω4 mientras que de manera simultánea se reduce la velocidad del motor Ω2 (véase
figura 3.3d); para avanzar en la dirección x, los rotores trabajan de forma similar [21].
El giro dextrógiro de la aeronave se logra acelerando los rotores que giran en sentido
dextrógiro y disminuyendo la velocidad de los rotores que giran en sentido levógiro. Para
el giro levógiro se realiza algo similar (véase figura 3.3a y 3.3b). Variando la velocidad
de los rotores, todos en la misma cantidad, es posible modificar la fuerza de empuje
y de esta manera afectar la altura y lograr aśı el despegue o aterrizaje vertical (véase
figura 3.3c) [16].

Para el desarrollo del modelo dinámico del cuadricóptero, se debe considerar lo
siguiente [1]:

La estructura se supone ŕıgida y simétrica.
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X

Ω1

Ω2

Ω3

Ω4 Y

D3

D4

D1

D2
F3

l

F4

Z
Y

X

F2

F1

ψ

φ

θ

X

Z

IY

Figura 3.2: Esquema del cuadróptero. (a) Vista en isométrico. (b) Vista superior.

(c)

(a) (b)

(d)

Figura 3.3: Descripción del movimiento del cuadróptero. El ancho de las flechas es
proporcional a la velocidad rotacional de las aspas [1].

El centro de gravedad y el marco de referencia del cuerpo ŕıgido son coincidentes.

Las propelas son ŕıgidas.

El empuje y arrastre son proporcionales al cuadrado de la velocidad de las pro-
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pelas.

En las siguientes sub-secciones se obtendrá el modelo dinámico del cuadróptero
empleando dos metodoloǵıas diferentes: ecuaciones de Euler-Lagrange y Newton-Euler.

3.2.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange

De acuerdo a la estructura del cuadróptero (véase la figura 3.2), las coordenadas
generalizadas para el cuadróptero son

q = (x, y, z, ψ, θ, φ) ∈ R6, (3.1)

donde (x, y, z) denotan la posición del centro de masa del cuadróptero relativo al marco
I y (ψ, θ, φ) son los ángulos de Euler (cabeceo, alabeo y giro) y representan su orien-
tación. Las coordenadas generalizadas pueden separase en coordenadas rectangulares y
rotacionales de la siguiente forma

ξ = (x, y, z) ∈ R3, η = (ψ, θ, φ) ∈ S3.

La enerǵıa cinética traslacional es

Tt ,
m

2
ξ̇T ξ̇,

donde m es la masa del cuadróptero. Por otro lado, la enerǵıa cinética rotacional es

Tr ,
1

2
η̇TJη̇,

donde J es la matriz de inercia del cuadróptero expresada en términos de las coordenadas
generalizadas η. La enerǵıa potencial está dada por

U = mgz.

Entonces, el lagrangiano es

L(q, q̇) = Tt + Tr − U,
=

m

2
ξ̇T ξ̇ +

1

2
η̇TJη̇ −mgz.

Observe que no existen términos cruzados entre ξ y η en el lagrangiano como se men-
ciona en [12]. El modelo del cuadróptero se obtiene a partir de las ecuaciones de Euler-
Lagrange [41]

d

dt

(
∂L
∂q̇

)
− ∂L
∂q

= F,

donde F = (Fξ, τ)T ∈ R6, τ ∈ R3 es el momento generalizado y Fξ ∈ R3 es la fuerza
translacional aplicada al veh́ıculo debido a las entradas de control. La fuerza transla-
cional está dada por

Fξ = RF̂ ,
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donde
F̂ = (0, 0, u)T ,

y la matriz de rotación1 R se define de la siguiente forma:

R =

 cosψ cos θ cosψ sin θ sinφ− sinψ cosφ cosψ sin θ cosφ+ sinψ sinφ
sinφ cos θ sinψ sin θ sinφ+ cosψ cosφ sinψ sin θ cosφ− cosψ sinφ
− sin θ cos θ sinφ cos θ cosφ

 .

(3.2)
La entrada de control u está dada por la suma de las fuerzas en los cuatro rotores, es
decir,

u =
4∑
i=1

fi.

Además, de acuerdo a la suposición inicial de que la fuerza es proporcional al cuadrado
de la velocidad de las propelas, tenemos que

fi = kiw
2
i , i = 1, . . . , 4.

donde ki es la constante de proporcionalidad de la propela i−ésima. Por otra parte, los
momentos generalizados sobre las variables η son

τ , (τψ, τθ, τφ)T ,

se tiene que:

τψ =
4∑
i=1

τMi
,

τθ = (f2 − f4) l,
τφ = (f3 − f1) l,

donde l es la distancia de los motores al centro de gravedad de la aeronave y τMi
es el

par producido por el motor Mi.
Las ecuaciones de Euler-Lagrange se pueden separar en la dinámica para las coor-

denadas ξ y η como sigue

mξ̈ +

 0
0
mg

 = Fξ,

Jη̈ + J̇η̇ − 1
2
∂
∂η

(
η̇TJη̇

)
= τ.

(3.3)

La matriz de Coriolis contiene los términos giroscópicos y centŕıfugos asociados con la
dependencia de η y J , esta matriz está definida por

C(η, η̇) = J̇− 1

2

∂

∂η

(
η̇TJ
)
. (3.4)

1Relación entre los ángulos de Euler y el marco de referencia fijo I.
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Considerando (3.4) en la expresión (3.3) se tiene que

mξ̈ = u

 − sin θ
cos θ sinφ
cos θ cosφ

+

 0
0
−mg


Jη̈ = −C(η, η̇)η̇ + τ

(3.5)

De la ecuación anterior se puede apreciar que el sistema es de 6 grados de libertad
mientras que por otra parte, se tienen tres actuadores para el estado η y solo una
para ξ, con lo que obtenemos un sistema subactuado (menos actuadores que grados
de libertad). La expresión (3.5) es el modelo dinámico del cuadróptero obtenido por la
metodoloǵıa de Euler-Lagrange.

3.2.2. Metodoloǵıa de Newton-Euler

En la metodoloǵıa de Newton-Euler consideremos el marco de referencia fijo I de la
figura 3.2. La dinámica de un cuerpo ŕıgido bajo fuerzas externas aplicadas al centro
del masa son [19]:(

mI3×3 0
0 J

)(
V̇
ẇ

)
+

(
w ×mV
w × Jw

)
=

(
F
τ

)
,

donde J ∈M3×3(R) es la matriz de inercia, V es el vector de la velocidad lineal y w es
la velocidad angular. La expresión del cuadróptero puede ser escrita como

ξ̇ = ν,

mν̇ = RFb,

Ṙ = Rŵ,

Jẇ = −w × Jw + τa.

La primera aproximación del modelo para el cuadróptero puede ser reescrita como

ξ̇ = ν,

ν̇ = −ge3 +Re3

(
b

m

∑
Ω2
i

)
,

Ṙ = Rŵ,

Jẇ = −w × Jw −
∑

Jr (w × e3) Ωi + τa,

donde ξ es el vector de posición, R es la matriz de rotación2, ŵ es la matriz antisimétrica
tal que sk(a)b = a × b para vectores en R3, Ωi es la velocidad en el rotor i-ésimo, Jr
es la inercia del rotor, τa es el torque sobre el cuerpo de la aeronave y b es el factor de
arrastre.

2Se emplea la misma matriz que la dada en (3.2).
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El torque aplicado al cuerpo de la aeronave a lo largo de un eje, es la diferencia
entre el torque generado por las propelas opuestas,

τa =

 lb (Ω2
4 − Ω2

2)
lb (Ω2

3 − Ω2
1)

d (Ω2
2 + Ω2

4 − Ω2
1 − Ω2

3)

 ,

donde l es el factor de empuje y b el factor de arrastre.
El modelo completo de la dinámica del cuadróptero con el movimiento en x, y, z

como consecuencia de la rotación es

mẍ = (cosφ sin θ cosψ + sinφ sinψ)U1,
mÿ = (cosφ sin θ sinψ − sinφ cosψ)U1,
mz̈ = −mg + cosφ cos θU1,

Ixxφ̈ = θ̇ψ̇ (Iyy − Izz)− Jrθ̇Ω + lU2,

Iyyθ̈ = φ̇ψ̇ (Izz − Ixx) + Jrφ̇Ω + lU3,

Izzψ̈ = φ̇θ̇ (Ixx − Iyy) + U4,

(3.6)

donde x, y, z, ψ, θ, φ están definidos como en (3.1) y

U1 = b (Ω2
1 + Ω2

2 + Ω2
3 + Ω2

4) ,
U2 = b (Ω2

4 − Ω2
2) ,

U3 = b (Ω2
3 − Ω2

1) ,
U4 = d (Ω2

2 + Ω2
4 − Ω2

1 − Ω2
3) ,

Ω = Ω2 + Ω4 − Ω1 − Ω3.

(3.7)

con Ui, i = 1, ..., 4 el empuje generado por las hélices. Definiendo el vector de estados
como

x =
(
x, ẋ, y, ẏ, z, ż, φ, φ̇, θ, θ̇, ψ, ψ̇

)T
,

la ecuación diferencial descrita en ecuaciones de estado será

ẋ =



x2
(cosx7 sinx9 cosx11 + sinx7 sinx11)U1/m

x4
(cosx7 sinx9 sinx11 − sinx7 cosx11)U1/m

x6
−g + cosx7 cosx9/mU1

x8

x12x10

(
Iy−Iz
Ix

)
− Jr

Ix
x10Ω + l

Ix
U2

x10

x12x8

(
Iz−Ix
Iy

)
+ Jr

Iy
x8Ω + l

Iy
U3

x12

x10x8

(
Ix−Iy
Iz

)
+ 1

Iz
U4



.

En las tablas 3.1 y 3.2 se muestran algunos de los efectos f́ısicos que pueden actuar
sobre el cuadróptero.
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Momentos debidos al alabeo

efecto giroscópico del cuerpo θ̇ψ̇ (Iyy − Izz)
efecto giroscópico de las propelas Jrθ̇Ω
efecto de los actuadores l (T4 − T2)
momento debido al vuelo hacia los lados h

∑4
i=1Hyi

momento debido al vuelo hacia la dirección (−1)i+1∑4
i=1Rmxi

Momentos debidos al cabeceo

efecto giroscópico del cuerpo φ̇ψ̇ (Izz − Ixx)
efecto giroscópico de las propelas Jrφ̇Ω
efecto de los actuadores l (T1 − T3)
momento debido al vuelo hacia la dirección h

∑4
i=1Hxi

momento debido al vuelo hacia los lados (−1)i+1∑4
i=1Rmyi

Momentos debidos al guiño

efecto giroscópico del cuerpo φ̇θ̇ (Ixx − Iyy)
torque inercial JrΩ̇

torque desbalanceado (−1)i
∑4

i=1Qi

fuerza debido al vuelo hacia la dirección l (Hx2 −Hx4)
fuerza debido al vuelo hacia los lados l (Hy3 −Hy1)

Tabla 3.1: Algunos efectos f́ısicos rotacionales que actuan sobre el cuadróptero [1].

Fuezas a lo largo del eje z

fuerza de los actuadores cosψ cosφ
∑4

i=1 Ti
peso mg
Fuerzas a lo largo del eje x

fuerza de los actuadores (cosφ sin θ cosψ + sinφsψ)
∑4

i=1 Ti
fuerza sobre el eje x −∑4

i=1Hxi

fricción 1
2
CxAcρẋ|x|

Fuerzas a lo largo del eje y

fuerza de los actuadores (cosφ sin θ sinψ − sinφcψ)
∑4

i=1 Ti
duerza sobre el eje y −∑4

i=1Hyi

fricción 1
2
CyAcρẏ|y|

Tabla 3.2: Algunos efectos f́ısicos rectiĺıneos que actuan sobre el cuadróptero [1].

3.3. Simplificaciones del modelo

En esta sección se determinaran los modelos dinámicos para el despegue y aterrizaje
vertical de una aeronave sobre un plano y el modelo de un sistema torsional de un grado
de libertad. Estos modelos se obtienen del mismo modelo dinámico del cuadróptero, pero
suponiendo determinadas restricciones f́ısicas.
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3.3.1. Aeronave de despegue vertical en un plano

Considerando que el movimiento del cuadróptero está confinado sobre un plano
vertical, es decir, que se mantengan las siguientes condiciones y = φ = φ̇ = φ̈ = ψ =
ψ̇ = ψ̈ = 0, para todo tiempo t ∈ R, las expresiones dadas en (3.6) se reducen de la
siguiente forma

mẍ = U1 sin θ,
mz̈ = −mg + U1 cos θ,

Iyθ̈ = lU3,
(3.8)

donde U1, U3 están definidas en (3.7). De acuerdo a [34], las ecuaciones descritas en
(3.8) describen el movimiento del despegue o aterrizaje vertical o PVTOL de objetos
aéreos que se mueven sobre un plano. Debido al movimiento confinado del PVTOL, se
tiene que U2 = U4 = Ω = 0.

3.3.2. Plantas lineales desacopladas

Considere el sistema PVTOL dado en (3.8) con el siguiente cambio de variables

U1 =
mg + V1

cos θ
, U3 =

V2
l
, (3.9)

con θ ∈ (−π/2,+π/2). Entonces, de las ecuaciones dadas en (3.8) y sin considerar la
variable x, tenemos que

mz̈ = V1,

Iyθ̈ = V2.
(3.10)

donde V1 y V2 serán las nuevas entradas de control. Observe que en este caso tenemos
dos plantas que son lineales y están desacopladas. La variable x no se considera debido
a que éste estado es subactuado y queda en función de V1 y θ, por lo que su evolución
es libre y no se considera para este modelo.

3.3.3. Sistema torsional o rectiĺıneo

Considere la segunda ecuación del sistema dado en (3.10) y que dicho movimiento
se ve afectado por una fuerza de fricción viscosa (provocada por el viento u otro factor).
Entonces, de las consideraciones anteriores y de (3.10) tenemos que

θ̈ + bθ̇ = u, (3.11)

donde b = b̂/Iy, u = V2/Iy y b̂ es el coeficiente de fricción viscosa. La ecuación diferencial
dada en (3.11) también describe a un sistema torsional (o rectiĺıneo) de un grado de
libertad con amortiguador o fricción viscosa [42].
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3.4. Conclusiones

Existen varios fenómenos f́ısicos que afectan el comportamiento del cuadróptero.
En muchos casos, en la literatura revisada usan modelos simplificados para reducir los
cálculos y el análisis para sus estudios. Los modelos dinámicos descritos en la secciones
anteriores son usados de manera exitosa para el diseño e implementación de las leyes de
control propuestas por los respectivos autores. En las tablas 3.1 y 3.2 resumimos algunos
de los efectos dinámicos que pueden ser considerados en el modelo del cuadróptero.

Haciendo las consideraciones adecuadas del modelo del cuadróptero, es posible obte-
ner los modelos dinámicos de otros sistemas mecánicos de menor orden. Las reducciones
en los modelos nos permitiran plantear y analizar el algoritmo de control generado en
este trabajo de tesis y posteriormente escalarlo al modelo del PVTOL y del cuadróptero
para resolver el problema original de esta tesis.



Caṕıtulo 4

Diseño de controlador por modos
deslizantes usando una superficie
discontinua

En este caṕıtulo se propone un esquema de control para el sistema representado
por la ecuación (3.11). Dicho esquema presenta una superficie deslizante discontinua
(es decir, que no es conexa) que permite la estabilización global del origen de manera
asintótica. Se dan argumentos para tener una primera conjetura sobre la estabilidad del
origen y posteriormente se analiza formalmente mediante lemas y un teorema. Además,
se propone una familia de superficies discontinuas con las mismas cualidades de estabi-
lidad. Se incluyen ejemplos numéricos y experimentales para ilustrar y complementar
la teoŕıa.

4.1. Modelo

Considere el sistema mecánico torsional que se ilustra en la figura 4.1. Dicho sistema
cuenta con una carga inercial dada por J y una fricción viscosa cuyo coeficiente está dado
por b. La entrada de control u se aplica a la flecha principal mediante un motor de
corriente directa por medio de engranes y bandas dentadas. La salida del sistema (q)
es la posición angular de la carga inercial medida por un encoder óptico conectado
mecánicamente a la flecha mediante engranes y bandas dentadas. Una expresión que
puede describir al sistema antes descrito es

Jq̈ + bq̇ = u. (4.1)

Definiendo la posición y velocidad angular como x1 y x2, respectivamente, tenemos
que las ecuaciones de estado del sistema descrito en (4.1) son

ẋ1 = x2,
ẋ2 = J−1(u− bx2). (4.2)

26
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bθ

u2

θ

J

Figura 4.1: Sistema torsional.

De esta forma, dado el sistema (4.2), el objetivo es diseñar un controlador para que
dicho sistema tenga una velocidad constante mientras alcanza una referencia deseada.

4.2. Controlador

Suponga que en el sistema (4.2) se utiliza el siguiente controlador

u = −α sign (β signx1 + x2), (4.3)

con α, β constantes reales positivas y la función sign (·) se define como

sign (ξ) =


−1, ξ < 0
[−1, 1] , ξ = 0
1, ξ > 0

(4.4)

x1

x2

β I

II

Figura 4.2: Regiones generadas por la superficie discontinua.

La ley de control (4.3) divide el espacio de estado en dos regiones, tal como se
muestra en la figura 4.2. Las regiones están delimitadas en el plano de fase por la
superficie

x2 = −β signx1. (4.5)

La región I se tiene cuando x2 + β signx1 > 0, mientras que x2 + β signx1 < 0 define a
la región II. Aśı, dentro de las regiones, las ecuaciones de estado (4.2) son

ẋ1 = x2,
ẋ2 = J−1(∓α− bx2), (4.6)
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donde el signo negativo (positivo) de α corresponde a la región I (II). De esta forma,
las soluciones de (4.6) dentro de las regiones son

x1(t) = x10 + (1− e−b̂(t−t0))(x20 ± α̂)/b̂∓ α̂(t− t0)
x2(t) = e−b̂(t−t0)(x20 ± α̂)∓ α̂ (4.7)

donde α̂ = α/b, b̂ = b/J y x10 = x1(t0), x20 = x2(t0) son las condiciones iniciales del
sistema en el instante t0.

4.2.1. Atracción y deslizamiento

Observe de (4.7) que, si la superficie

S = {(x1, x2) ∈ R2|x2 = −β signx1}

es atractora, las trayectorias convergeran a dicha superficie en tiempo finito, y si además
dicha superficie es deslizante, la solución evolucionará sobre la superficie [9].

En nuestro caso, debido a la construcción de la superficie, si ésta es atractora y
deslizante, impondrá una velocidad constante dada por β (véase figura 4.3).

Entonces, para que la superficie

β signx1 + x2 = 0

sea atractora, la componente vertical del campo vectorial debe apuntar hacia la super-
ficie, es decir, se debe satisfacer que ẋ2 < 0 para la región I y que ẋ2 > 0 para la región
II.

Las condiciones que se deben cumplir para que ẋ2 > 0 cuando el sistema se encuentra
en la región II. Primeramente, dado ẋ2 > 0, entonces de (4.6) se tiene que J−1(α−bx2) >
0, por lo que x2 < α̂. De esta forma, cuando la velocidad es negativa (i.e. x2 < 0) la
desigualdad anterior siempre se satisface debido a que α̂ es positiva. Sin embargo,
cuando la velocidad es positiva, ésta no puede ser mayor a α̂; es decir, la velocidad
impuesta β tiene que satisfacer que β < α̂. Con el procedimiento anterior en la región
I se llega a la misma condición. Por lo que, la superficie S es atractora si

β < α̂. (4.8)

Por otra parte, la superficie (4.5) es deslizante debido a que ẋ1 = x2, independiente-
mente de la región. Aśı, sobre la superficie, cuando x1 < 0, se tiene que x2 > 0, entonces
la solución se deslizará sobre la superficie de izquierda a derecha y, cuando x1 > 0, la
solución se deslizará sobre la superficie de derecha a izquierda.

Por lo que, se concluye que la superficie (4.5) del sistema (4.2)-(4.3) es atractora y
deslizante si se satisface (4.8).

La condición (4.8) aparece también como una restricción natural del sistema, ya que
éste no podrá adquirir una velocidad mayor que la aportada por la entrada menos la
oposición que ofrece la fricción y su relación con la carga inercial.



CAPÍTULO 4. SUPERFICIE NO CONEXA 29

-β

 0

β

x
2

 0 x
1

Figura 4.3: Campo vectorial y superficie de conmutación.

En la figura 4.3 se puede apreciar que el campo vectorial apunta hacia la supeficie s,
es decir, en la región I la componente vertical del campo vectorial apunta hacia abajo y
en la región II la componente vertical del campo vectorial apunta hacia arriba. Observe
que en ambos casos esta caracteŕıstica se mantiene en cualquier parte de la respectiva
región. También podemos apreciar que la componente horizontal del campo vectorial
apunta hacia la derecha cuando x2 > 0, mientras que cuando x2 < 0 la componente
horizontal del campo vectorial apunta hacia la izquierda. Observe que esta caracteŕıstica
es indistinta a la región.

4.2.2. Comportamiento del sistema en la parte central de la
superficie de conmutación

En la sección anterior se demostró que la superficie (4.5) es atractora y deslizante y
que estando sobre dicha superficie, la posición x1 se dirige a cero con una rapidez β. Lo
siguiente en nuestro análisis, es determinar el comportamiento cuando la solución deja la
superficie, es decir, cuando x1 = 0 y x2 = ±β. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que la solución deja la superficie en el instante t0 = 0, es decir, x(0) = (0,±β)T , por lo
que (4.7) quedará como

x1(t) = ±(1− e−b̂t)(β + α̂)/b̂∓ α̂t,
x2(t) = ±e−b̂t(β + α̂)∓ α̂. (4.9)

Determinando el tiempo t1 en que la solución cruza nuevamente el eje x2, tal como se
muestra en la figura 4.4.

Expandiendo en series de Taylor y truncando hasta el tercer término, se puede
despejar el tiempo t1 que satisface x1(t1) ≈ 0, obteniendo que

t1 ≈ t+1 =
2

b̂

β

β + α̂
. (4.10)



CAPÍTULO 4. SUPERFICIE NO CONEXA 30

x1

x2
(0, β)T

(0, x2(t1))
T

Figura 4.4: Evolución del sistema al dejar la superficie deslizante.

Al sustituir t+1 en x2(t) y expandiendo en series de Taylor hasta el tercer término, se
obtiene que

x2(t
+
1 ) ≈ ±β · β − α̂

β + α̂
. (4.11)

Debido a que |(β − α̂)/(β + α̂)| < 1 para toda α̂, β > 0 tenemos que x2(t1) < x2(t0).
Considerando ahora el punto x(t+1 ) como la nueva condición inicial, podemos reemplazar
β por x2(t

+
1 ) en (4.9) y realizar el mismo procedimiento antes descrito. De esta forma,

cuando la solución deje la superficie deslizante, ésta cruzará el eje x2 con una velocidad
menor con la que salió y asi sucederá cada que x1 = 0 y |x2| ≤ β, por lo que x2 → 0
cuando t→∞.

4.2.3. Sobrepaso máximo

Suponga las condiciones que dieron origen a la ecuación (4.9), entonces el sobrepaso
que tendrá la posición x1 sucederá cuando ẋ1 = x2 = 0. Resolviendo, obtenemos

t∗ = −1

b̂
ln

(
α̂

β + α̂

)
(4.12)

De esta forma, tenemos que el sobrepaso está dado por

x1(t
∗) = ±β

b̂
± α̂

b̂
ln

(
α̂

β + α̂

)
(4.13)

Remplazando β por la condición inicial de la velocidad x20 ∈ (−β, β) en (4.9), se realiza
el mismo procedimiento antes descrito. Haciendo eso de manera iterativa y de acuerdo
al apartado anterior, tenemos que x2 → 0 por lo que, de la ecuación (4.13), tenemos
que x1 → 0 cuando t → ∞. Por otra parte, de las ecuaciones de estado (4.6) y de la
solución (4.7), se tiene que el origen es el único punto de equilibrio.

De esta forma, obtenemos el siguiente resultado:

Conjetura 1. Si el sistema (4.2) tiene a (4.3) como ley de control, entonces el origen
x = 0 es un punto de equilibrio asintótico global.
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4.3. Regulación

Si el objetivo de control deseado es que el sistema (4.1) llegue a una posición cons-
tante xd 6= 0, al definir la siguiente ley de control

u = −α sign (β sign (x1 − xd) + x2), (4.14)

y considerando el error e1 = x1 − xd y e2 = x2, obtenemos las siguientes ecuaciones de
estado

ė1 = e2,
ė2 = J−1(−α sign (β sign e1 + e2)− be2). (4.15)

Al aplicar la conjentura 1 al sistema dado por la expresión (4.15) tenemos que e1 → 0
y e2 → 0 cuando t→∞, por lo que se concluye que x1 → xd y x2 → 0 cuando t→∞.

4.4. Una familia de superficies discontinuas

Sin pérdida de generalidad, suponga el sistema (4.1) con J = 1 y la ley de control
u = −α sign (s), donde s se puede definir como

s = β signx1 + x2 + f(x1, x2), (4.16)

con f una función escalar y diferenciable. Se muestra que la superficie (4.16), bajo
ciertas condiciones de f , sea una superficie atractora y deslizante para todo el espacio
de estado fuera de x1 = 0.

Si x1 > 0 entonces s = β + x2 + f(x1, x2). Aśı, la superficie s es atractora si sṡ < 0
cuando s 6= 0. En este caso tenemos que

sṡ = −α(1− fx2)|s| − sx2(b(1 + fx2)− fx1), (4.17)

donde fxi = ∂f/∂xi con i = {1, 2}. Una manera sencilla de que sṡ < 0 es considerar

1. 1− fx2 > 0 y

2. b(1 + fx2)− fx1 = 0.

Del primer punto obtenemos que fx2 < 1 y del segundo punto tenemos la siguiente
ecuación diferencial parcial

∂f(x1, x2)

∂x1
= b

(
1 +

∂f(x1, x2)

∂x2

)
. (4.18)

Una función que soluciona la ecuación diferencial parcial es

f(x1, x2) = c(bx1 + x2) + bx1, (4.19)
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con c una constante real. Debido a la condición que fx2 < 1, obtenemos que c < 1. Si

x1 < 0⇒ s = −β + x2 + f(x1, x2)

y se realiza un procedimiento similar al anterior y se llega a las mismas condiciones.
Finalmente, tenemos que una superficie atractora será

s = β signx1 + (1 + c)(x2 + bx1), c < 1. (4.20)

Sobre la superficie, la dinámica está dada por ẋ1 + bx1 = −β/(1 + c) signx1, por lo que
x1 → 0. De esta forma la superficie es atractora y deslizante. Por último, la solución
deja la superficie cuando x = (0,±β)T al igual que sucede con la superficie (4.5) y,
al tener condiciones iniciales idénticas, las soluciones y su estabilidad también serán
idénticas. De esta forma podemos concluir que el sistema (4.2), con el controlador visto
en esta sección, tiene un punto de equilibrio en el origen y es asintóticamente estable.

En general, cualquier superficie deslizante atractora de la forma (4.16) estabiliza el
origen del sistema (4.1).

4.4.1. Ejemplos

Ejemplo 1 (Estabilización del origen). Considere el sistema (4.1) y la entrada de
control (4.3) con los siguientes parámetros1 b = 0.05, J = 0.0206, α = 0.1, β = 1 y las
condiciones iniciales x1(0) = 0.5 y x2(0) = 1.5. Los resultados numéricos de la posición,
esfuerzo de control y plano de fase se presentan en la figura 4.5 cuando t ∈ [0, 5].

En la figura 4.6 se muestran los resultados numéricos cuando las condiciones inicia-
les están dadas por x(0) ∈ X1 ×X2 donde X1 = {−2,−1, 0, 1, 2} y X2 = {−1.5, 1.5}.

Ejemplo 2 (Otra superficie). Considere el sistema (4.1), la entrada de control u =
−α sign s, con s = β signx1 + (1 + c)(x2 + bx1), los parámetros b = 0.05, J = 1,
α = 0.1, β = 1, c = 0 y las condiciones iniciales x(0) = (0,±30)T . En la figura 4.7 se
muestra la solución numérica ante las consideraciones anteriores y se compara cuando
la superficie es s = β signx1 + x2 con la mismas consideraciones.

Observe que la evolución es la misma para ambas superficies deslizantes desde la
condición inicial hasta que la solución tiene contacto con su respectiva superficie discon-
tinua. Después, la solución evoluciona sobre la superficie para llegar al punto (0,±β),
y desde ese punto, las soluciones vuelven a ser idénticas.

Ejemplo 3 (Experimento). Para implementar f́ısicamente el controlador propuesto en
(4.3) se usó el equipo ECP-220 de Educational Control Products con el que cuenta el
Laboratorio de Control del CICESE. El equipo se describe en la sección 4.1. La inercia
del disco usando 4 masas de 0.5kg a 10cm de la flecha principal es J = 0.0206kg m2.
De acuerdo al manual, el coeficiente de la fricción viscosa es b = 0.05 N/m

rad/s
. Para el

1Los parámetros b, J se obtienen del manual de operación del equipo ECP-220. Los parámetros α, β
son a elección del diseñador.
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Figura 4.5: Resultados numéricos de (a) la posición, (b) esfuerzo de contro y (c) plano
de fase para el ejemplo 1.

controlador se propusieron los siguientes parámetros, α = 0.1 y β = 1. Para estimar la
velocidad se emplea un observador lineal con una ganancia K = [122.57, 3.45 × 103]T .
En la figura 4.8 se muestra la posición angular y el esfuerzo de control, mientras que
en la figura 4.9 se muestra el resultado en el plano de fase x1 − x2, junto con otros
experimentos a diferentes condiciones iniciales.

4.5. Desarrollo matemático de la ley de control

En esta sección se presenta la formalización de la conjetura 1 dada en la sección
4.2. Sin pérdida de generalidad, considere el sistema dado por (4.2) con J = 1. Como
se vió en la figura 4.2, el controlador (4.3) divide el espacio de estado en dos regiones.
Para demostrar que el origen es asintóticamente estable de forma global, dividiremos
el espacio de estado en tres regiones tal como se muestra en la figura 4.10. Las regiones
dadas en la figura 4.10 están relacionadas con las regiones de la figura 4.2. El objetivo
de la prueba de estabilidad es demostrar que cualquier trayectoria que empiece fuera
de G es atráıda hacia G. Dentro de G, las trayectorias se dirigen hacia la superficie
atractora s o a la región R. Si la trayectoria está sobre la superficie s, ésta la lleva hacia
la región R para finalmente llegar al origen. De esta forma el origen es asintóticamente
estable de forma global.

A continuación se analizará cada una de las regiones de acuerdo a lo descrito ante-
riormente.
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Figura 4.6: Retrato de fase del ejemplo 1 cuando as condiciones iniciales están dadas
por x(0) ∈ X1 ×X2 donde X1 = {−2,−1, 0, 1, 2} y X2 = {−1.5, 1.5}.
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Figura 4.7: Retrato de fase de dos superficies discontinuas.
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Figura 4.8: a) Posición angular y b) esfuerzo de control del ejemplo 3.

4.5.1. Región G

En esta sección se demuestra que la región G = {(x1, x2) ∈ R2 : |x2| ≤ β} es
atractora y cualquier órbita que inicie fuera, converge en tiempo finito a G. Con este
resultado se tiene que cualquier solución que empiece fuera de G convergerá a G y una
vez estando en G permanecerá en G. La región G se ilustra en la figura 4.10a. Aśı, el
resultado es el siguiente lema.

Lema 1. Sea el sistema en lazo cerrado dado por (4.2) y (4.3), entonces la región
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Figura 4.9: Retrato de fase experimental del ejemplo 3.
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Figura 4.10: Regiones consideradas para el análisis de estabilidad.

G = {(x1, x2) ∈ R2 : |x2| ≤ β} es atractora.

Demostración. Sea Gc = {x ∈ R2 : x /∈ G} y V una función escalar V : Gc → R dada
por V = 1

2
x22, la cual es definida positiva en Gc. Por otra parte V̇ = x2ẋ2 = x2(−bx2 −

α sign (β signx1 +x2)) y dado que |x2| > β, tenemos que sign (β signx1 +x2) = signx2.
Aśı

V̇ = −bx22 − α|x2| < 0,

y de esta forma las trayectorias se dirigen hacia G.

Observación 1. La demostración anterior, sólo nos garantiza que la solución se acer-
cará a G sobre la dirección de x2, pero no permite determinar nada respecto a la forma
en que evolucionará sobre la dirección de x1. De igual manera, este resultado sólo con-
firma que la región G es un conjunto invariante, pero no la evolución del estado dentro
de G.

4.5.2. Superficie s

En esta sección se demuestra que la superficie

s =
{

(x1, x2) ∈ R2 : β signx1 + x2 = 0, x1 6= 0
}
,
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es atractora y deslizante. Con este resultado se determinan las condiciones para que las
soluciones cercanas a la superficie s se dirijan hacia s y permanezcan en s, y de esta
forma la solución se desplazará a la velocidad impuesta dada por β. Por otra parte,
el deslizamiento sobre la superficie s se dará de manera que la posición se aproxime a
cero. La superficie s se ilustra en la figura 4.10b.

Si la superficie s = {(x1, x2) ∈ R2 : x2 = −β signx1, x1 6= 0} es atractora, las
trayectorias convergeran a dicha superficie en tiempo finito, y si dicha superficie es
deslizante, la solución evolucionará sobre la superficie [9].

Entonces, para que la superficie β signx1 + x2 = 0 sea atractora, la componente
vertical del campo vectorial debe apuntar hacia la superficie, es decir, se debe satisfacer
que ẋ2 < 0 para la región I y que ẋ2 > 0 para la región II (véase figura 4.11).

x1

x2

β I

II

Figura 4.11: Regiones generadas por la superficie discontinua.

Las condiciones que se deben cumplir para que ẋ2 > 0 cuando el sistema se encuentra
en la región II. Dado que ẋ2 > 0, entonces de (4.6) tenemos que α − bx2 > 0, por lo
que x2 < α̂ = α/b. De esta forma, cuando la velocidad es negativa (i.e. x2 < 0)
la desigualdad anterior siempre se satisface debido a que α̂ es positiva. Sin embargo,
cuando la velocidad es positiva ésta no puede ser mayor a α̂; es decir, la velocidad
impuesta β tiene que satisfacer que β < α̂. Un razonamiento similar se emplea cuando
se está en la región I y se llega a la misma condición. De esta forma, la superficie s es
atractora si

β < α̂. (4.21)

Lo anterior se describe y demuestra en el siguiente lema.

Lema 2. Sea el sistema realimentado dado por (4.2)-(4.3) y la superficie dada por
s = β signx1 + x2 con x1 6= 0. Si bβ − α < 0 entonces la superficie s es atractora y
deslizante.

Demostración. Para que la superficie sea atractora se emplea el teorema 1. Se propone
la siguiente función escalar V (x1, x2) = |β signx1 +x2|, la cual es definida positiva para
toda x ∈ R2 tal que β signx1 + x2 6= 0. Por otra parte,

V̇ = sign (β signx1 + x2) (−bx2 − α sign (β signx1 + x2)) ,

simplificando se tiene que

V̇ = −bx2 sign (β signx1 + x2)− α. (4.22)
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Si |x2| > β, entonces sign (β signx1 + x2) = signx2, por lo tanto V̇ = −b|x2| − α < 0.
Si |x2| < β entonces sign (β signx1 + x2) = signx1, por lo que V̇ = −bx2 signx1 − α y
dado que |x2| < β tenemos que

−bβ − α < −bx2 signx1 − α < bβ − α.

De la desigualdad de la derecha tenemos que

V̇ = −bx2 signx1 − α < bβ − α

y dado que bβ − α < 0 entonces V̇ < 0 y por lo tanto la superficie es atractora. El
deslizamiento se tiene debido a que ẋ1 = x2 y a que α > 0; aśı, si x2 > 0 las soluciones se
desplazaran de izquierda a derecha, mientras que si x2 < 0, las soluciones se desplazaran
de derecha a izquierda. Para la superficie, el primer caso sucede cuando x1 < 0 y el
segundo caso se presenta cuando x1 > 0.

4.5.3. Región R

En esta sección se demuestra que la región R =
{

(x1, x2) ∈ R2 : α|x1|+ 1
2
x22 <

1
2
β2
}

tiene al origen como punto de equilibro asintótico. Con este resultado se tiene que
cualquier solución que empiece en R converja al origen conforme el tiempo incrementa.
La región R se ilustra en la figura 4.10c. El resultado de los descrito anteriormente se
da en el siguiente lema.

Lema 3. Si una solución del sistema realimentado (4.2)-(4.3) empieza dentro de la
región

R =

{
(x1, x2) ∈ R2 : α|x1|+

1

2
x22 <

1

2
β2

}
entonces x→ 0 conforme t→∞.

Demostración. Si el sistema (4.2), (4.3) está en la regiónR se tiene que sign (β signx1 + x2) =
signx1. Considere una función escalar V : R→ R dada por V = α|x1|+ 1

2
x22, la cual es

definida positiva en R. Por otra parte, V̇ = αx2 signx1 + x2(−bx2 − α signx1), simpli-
ficando se tiene

V̇ = −bx22 < 0.

Usaremos el teorema 2 para demostrar que el origen es asintóticamente estable. Tenemos
que la región x ∈ R tal que V̇ (x) = 0 está dado por (x1, 0) con |x1| < 1

2
β2

α
, donde el

máximo conjunto invariante dentro de esta última región es el origen. Aśı, de acuerdo
al teorema 2, tenemos que el origen es asintóticamente estable.

Observación 2. La curva que delimita a la región R (forma de doble ojiva) está dada
por la curva solución que tendŕıa el sistema en cada región en ausencia de fricción, i.e.
cuando b = 0. De esta forma, la región R delimita el escenario del sistema sin disipación
de enerǵıa, el cual es un caso ĺımite, por tratarse del caso conservativo.
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4.5.4. Estabilidad del origen

Finalmente, gracias a los lemas 1, 2 y 3 podemos llegar al siguiente teorema.

Teorema 3. Sea el sistema realimentado dado en (4.2)-(4.3). Si bβ − α < 0 entonces
el origen es asintóticamente estable de forma global.

Demostración. Usando el lema 1 tenemos que cualquier trayectoria que empiece en Gc

es atráıda por G. Dentro de G, las trayectorias se dirigen hacia la superficie atractora
s (véase lema 2) o a la región R. Si la trayectoria está sobre la superficie s, ésta la lleva
hacia la región R para finalmente converger al origen (véase lema 3). De esta forma el
origen es asintóticamente estable de forma global.

4.5.5. Estabilidad de un punto fijo

Un resultado inmediato del teorema 3 es el siguiente corolario:

Corolario 1. Considere el sistema descrito por

ẋ1 = x2,
ẋ2 = −bx2 − α sign (β sign (x1 − xd) + x2),

(4.23)

con b, α, β constantes reales positivas, xd ∈ R es un valor de referencia constante. Si
bβ − α < 0, entonces x1 → xd y x2 → 0 cuando t→∞.

Demostración. Haciendo e1 = x1 − xd y e2 = x2 tenemos que

ė1 = e2,
ė2 = −be2 − α sign (β sign (e1) + e2),

(4.24)

Estas ecuaciones tiene la forma descrita en (4.2)-(4.3) y aplicando el teorema 3 obtene-
mos que e1 → 0 y e2 → 0 por lo que x1 → xd y x2 → 0 cuando t→∞.

4.6. Conclusiones

El control discontinuo con una superficie deslizante discontinua descrito en este
trabajo permite que un sistema torsional alcance una posición angular deseada. Pa-
ra demostrar la estabilidad del sistema en lazo cerrado se usó un análisis diferente al
convencional, debido a que la superficie es discontinua y no se pueden emplear las he-
rramientas clásicas para su análisis. Si se desea que el sistema se mueva a una velocidad
constante para alcanzar la posición deseada, se debe satisfacer la condición (4.8), la
cual es una restricción f́ısicamente viable y necesaria. El resultado obtenido se puede
extender a otras superficies gracias a la similitud en la discontinuidad de la superficie.
Finalmente, los experimentos muestran resultados favorables y además similares a los
obtenidos numéricamente.



Caṕıtulo 5

Diseño de controlador por modos
deslizantes usando una superficie
deslizante sigmoide

El modelo y control de un avión con movimiento en un plano con despegue y aterri-
zaje vertical ha sido estudiado extensamente por varios investigadores [43, 44, 45, 46, 47,
48, 49, 50]. Uno de los primeros trabajos en proponer en esquema de control automático
es presentado en [48], donde se desarrolla una aproximación mediante un procedimiento
de linealización entrada-salida que produce un seguimiento acotado y la estabilización
asintótica de un avión con despegue y aterrizaje vertical/corto (V/STOL por sus siglas
en inglés), el modelo de este tipo de aeronave es no lineal subactudado de 6 grados de
libertad, por lo que propone usar el modelo de un PVTOL como una simplificación para
estudiar el control de altitud del avión. En [49] se propone una extensión del resultado
propuesto en [48], proponiendo un modelo matemático simplificado, el cual permite un
desacoplamiento entre las variables, lo que permite analizar el problema de control por
partes. En general los primeros esquemas de control propuestos son obtenidos por pro-
cesos de linealización y presentan sensibilidad a perturbaciones, en [50] se presenta un
esquema de control robusto para regulación de movimientos laterales con una altitud
constante. Varios autores utilizan está aproximación y proponen diversas estrategias de
control considerando únicamente como objetivo de control la posición [45, 47, 46], algu-
nos otros proponen esquemas de control de la posición considerando la altura constante
[51, 48, 50]. En la mayoŕıa de los trabajos se considera el uso de una función saturación
para limitar el ángulo de giro y la velocidad de la aeronave, para evitar que la dinámica
interna desestabilice al sistema. Algunos trabajos [44, 52] consideran en el diseño del
esquema de control esta saturación, pero solo muestran estabilidad local.

Recordando que cuando el cuadróptero restringido a un plano es un tipo de VTOL
(ver sección 3.3.1), en este caṕıtulo se implementa un esquema de control para la al-
titud y el ángulo de giro de un PVTOL, utilizando un control por modos deslizantes
considerando una superficie discontinua. También se desarrolla un esquema de control
que está basado en el propuesto en [53], con la diferencia que llega a una referencia fija

39



CAPÍTULO 5. SUPERFICIE SIGMOIDE 40

en tiempo finito con una velocidad constante acotada. A la velocidad constante definida
por el usuario también se le conoce como velocidad crucero. La cota de velocidad y el
punto de referencia se establecen como parámetros del control. Además, se muestra la
estabilidad global del punto de equilibrio. Se presentan los resultados obtenidos en la
simulación numérica al implementar los controladores propuestos.

El caṕıtulo se divide de la siguiente manera; en la siguiente sección se presenta el
modelo utilizado, en la sección 3 se desarrolla el esquema de control, un experimento
numérico se presenta en la sección 4 y finalmente en la sección 5 se dan las conclusiones
del trabajo.

5.1. Sistema

Considerando un modelo simplicado de aeronave PVTOL, el esquema de este sistema
se ilustra en la figura 5.1 [34]. Considere (i, j,k) un marco de referencia inercial fijo y
(ib, jb,kb) con jb = j un marco movible referido a la aeronave (ejes del cuerpo).

ib

α
F2

mg

iθ
ib

kkb

kb

T α
F1

Figura 5.1: Aeronave planar VTOL.

Las fuerzas que actuan sobre el sistema son

T = Tkb,
F 1 = (sinαib + cosαkb)F,
F 2 = (sinαib − cosαkb)F,
mg = −mgk.

Las ecuaciones de movimiento escritas en términos del centro de masa C son

maC = T + F 1 + F 2 +mg,
σ̇C = CM 1 × F 1 +CM 2 × F 2,

donde aC es la aceleración de C, σC es el momento angular sobre C, M1 y M2 son
los puntos donde las fuerzas F1 y F2 son aplicadas. Expandiendo estas ecuaciones se
obtiene

m(ẍi+ ÿk) = Tkb + 2F sinαib −mgk,
−Jθ̈jb = −2lF cosαjb,
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donde J es el momento de inercia sobre C y l es la distancia del punto C a los puntos
M1 y M2. Definiendo

u1 = T/m,
u2 = 2F

m
cosα,

ε = tanα,
λ = ml

J
,

y proyectando sobre el marco de referencia fijo, se tiene que

ẍ = −u1 sin θ + εu2 cos θ,
z̈ = u1 cos θ + εu2 sin θ − g,
θ̈ = λu2,

donde x, z, θ corresponde respectivamente al movimento horizontal, vertical y al ángulo
de giro de la aeronave. Considerando x1 = x, x2 = ẋ, z1 = z, z2 = ż y θ1 = θ, θ2 = θ̇ se
tiene que en variables de estado, la dinámica del modelo de la aeronave PVTOL es

ẋ1 = x2,
ẋ2 = −u1 sin θ + εu2 cos θ,
ż1 = z2,
ż2 = u1 cos θ + εu2 sin θ − g,
θ̇1 = θ2
θ̇2 = λu2.

(5.1)

Utilizando la transformación propuesta en [54]

ξ1 = x1 − ε
λ

sin θ1,
ξ2 = x2 − ε

λ
θ2 cos θ1,

ζ1 = z1 + ε
λ
(cos θ1 − 1),

ζ2 = z2 − ε
λ
θ2 sin θ1,

ψ1 = θ1,
ψ2 = θ2,

(5.2)

obtenemos
ξ̇1 = ξ2,

ξ̇2 = −ū1 sinψ1,

ζ̇1 = ζ2,

ζ̇2 = ū1 cosψ1 − g,
ψ̇1 = ψ2,

ψ̇2 = u2,

(5.3)

donde ū1 = u1 − εψ2
2 y consideraremos que λ = 1. Se puede apreciar en la ecuación

(5.3) que la entrada u2 sólo afecta al último estado, desacoplándose de las variables de
movimiento x y z de la ecuación (5.1).
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5.2. Control

Aunque el objetivo en este caṕıtulo es relativa a la altura z de la aeronave PVTOL,
se deben considerar las otras dos variables libres, es decir, la posición horizontal x y el
ańgulo de giro de la aeronave θ. El sistema (5.1) tiene tres grados de libertad y solo
dos actuadores, por lo tanto se trata de un sistema subactuado. Para el despegue o
aterrizaje la variable de mayor importancia es el ángulo de giro, ya que éste siempre
debe ser cero. Debido a esta consideración y a que se trata de un sistema subactuado,
la posición horizontal de la aeronave no será analizada en este caṕıtulo.

Para simplificar el análisis, del sistema reducido (5.3), se considera

ū1 cosψ1 − g = v1,

donde v1 es la nueva entrada de control encargada de imponer la dinámica en lazo
cerrado para la altura. Aśı, se tiene que

ū1 =
v1 + g

cosψ1

. (5.4)

Finalmente, al sustituir (5.4) en (5.3) se obtiene

ξ̇1 = ξ2,

ξ̇2 = −(v1 + g) tanψ1,

ζ̇1 = ζ2,

ζ̇2 = v1,

ψ̇1 = ψ2,

ψ̇2 = u2,

(5.5)

de esta forma se desacoplan las variables asociadas a la altura ζ y al ángulo de giro ψ.

5.2.1. Superficie deslizante discontinua

Dado que el objetivo de control es imponer una dinámica en la aeronave que le per-
mita desplazarse de una altura a otra y mientras lo hace, la aeronave acelere (despegue)
hasta alcanzar una velocidad constante (velocidad crucero) y posteriormente desacelere
hasta llegar a la altura deseada (aterrizaje), nos basaremos en el controlador descrito
en el caṕıtulo 4.

Dada la forma de las ecuaciones en (5.5) es posible obtener el siguiente resultado.

Teorema 4. Considere el sistema dado en (5.5) y las siguientes leyes de control

v1 = −b1ζ2 − α1 sign(β1 sign(ζ1 − ζd) + z2)
u2 = −b2ψ2 − α2 sign(β2 sign(ψ1 − ψd) + ψ2)

donde α1, β1, α2, β2 son constantes reales positivas y (ζd, ψd) ⊂ R × (−π/2, π/2) es
un punto de operación fijo. Si b1β1 − α1 < 0 y b2β2 − α2 < 0, entonces ζ → ζd y
ψ → ψd cuando t → ∞ y la velocidad crucero estará dada por β1 y β2 para z2 y ψ2,
respectivamente.
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Demostración. Sustituyendo las leyes de control en el sistema (5.5), tenemos las si-
guientes ecuaciones de estado en lazo cerrado:

ζ̇1 = ζ2,

ζ̇2 = −b1ζ2 − α1 sign(β1 sign(ζ1 − ζd) + ζ2),

ψ̇1 = ψ2,

ψ̇2 = −b2ψ2 − α2 sign(β2 sign(ψ1 − ψd) + ψd).

Dado que se tienen dos sistemas desacoplados de segundo orden cada uno y por el
teorema 3 dado en el caṕıtulo 4, tenemos que (ζ1, ζ2)→ (ζd, 0) y que (ψ1, ψ2)→ (ψd, 0)
cuando t→∞.

En este caso solo se ha considerado controlar las variables ζ y ψ. Debido a que el
sistema (5.5) es subactuado, la variable ξ no podrá ser manipulada mientras el objetivo
de control esté sobre ζ y ψ. En otras palabras, si el objetivo es que la aeronave tenga un
ángulo de giro fijo distinto de cero, está inevitablemente se moverá sobre la componente
horizontal; e.g. si el ángulo fijo es positivo (negativo) se moverá a la izquierda (derecha),
aunque se conserve la altura deseada.

Para aplicar el resultado del teorema 4 al sistema (5.1) se debe considerar que
u = ū1 + εψ2

2 y ū1 = (v1 + g)/ cosψ1. Por otra parte, se tiene que si ψd = 0 y por
el cambio de variables dado en (5.2) se tiene que θ1 → 0 y entonces z1 → ζd cuando
t→∞.

Ejemplo 4. Considere el sistema dado en (5.1) con los siguientes parámetros, ε = 0.1,
λ = 1, g = 9.81 y el controlador descrito en el teorema 4 con los siguientes parámetros
de diseño b1 = 2, b2 = 4, α1 = 3, α2 = 4, β1 = 1, β2 = 1. Las condiciones iniciales del
sistema son (x10, x20, z10, z20, θ10, θ20)

T = 0 ∈ R6, el tiempo de simulación es t ∈ [0, 5] y
las referencias deseadas son zd = 2 y θd = 0.

En la figura 5.2 se muestra un esquema de despegue de la aeronave PVTOL y cada
dibujo que se muestra está espaciado del siguiente por la misma diferencia de tiempo
(equitemporal). La aeronave inicia en el origen (dibujo inferior) y va subiendo a la
posición deseada. Observe que al inicio y al final del trayecto, la distancia entre dibujos
no es constante. Se observa que en una región entre el origen y el punto de referencia
la distancia entre los dibujos es constante, lo que indica que la velocidad de la aeronave
también es constante.

El controlador para la altura dado en el teorema 4 también es útil en el aterrizaje
de la aeronave PVTOL al hacer zd = 0. Sin embargo, de manera práctica la aeronave
chocará con la referencia utilizada para el aterrizaje, debido a que se tienen sobretiros
al momento en que la aeronave alcanza la altura deseada y esos sobretiros no son
recomendables al momento de aterrizar (véase figura 5.2, dibujos superiores).

Para evitar los sobretiros generados al aplicar el control dado en el teorema 4,
pero conservando la velocidad crucero proponemos el controlador que se describe a
continuación.
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Figura 5.2: a) Esquema de despegue de la aeronave PVTOL usando el control propuesto
en el teorema 4. b) Altura de la aeronave con respecto al tiempo.

5.2.2. Superficie deslizante continua

Considere el sistema dado por

ẋ1 = x2,
ẋ2 = −bx2 + u1.

(5.6)

Con la siguiente ley de control
u1 = −α sign s,

donde b y α son constantes reales positivas y

s =

{
2αx1 + x22 signx2, |x1| < β2

2α
,

β signx1 + x2, |x1| ≥ β2

2α
,

(5.7)

con β una constante real positiva. En la figura 5.3 se muestra el lugar geométrico donde
s = 0.

Observe que cuando |x1| ≥ β2/2α se tiene el mismo controlador que en el teorema
3 (compárese la expresión de la superficie del controlador (4.3) con la superficie 5.7),
por lo que solo se presenta el estudio del caso en que |x1| < β2/2α.

Una forma usual de demostrar que la superficie s es atractora es comprobar que
s · ṡ < 0, [5]. En el caso de la superficie (5.7), por la complejidad de la desigualdad, se
presenta un análisis diferente que se basa en la geometŕıa de la superficie y la dirección
del campo vectorial alrededor de dicha superficie.

Primeramente, considere que −β2/2α < x1 < 0; en ese intervalo se tiene que s =
2αx1 + x22 = 0, por lo que el lugar geométrico está dado por x2 = (−2αx1)

1/2 = f(x1).
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x1

x2

β

−β

− β2

2α
β2

2α

s = 0

Figura 5.3: Superficie deslizante sigmoide.

La pendiente de la recta tangente en cualquier punto sobre la superficie está dada por

dx2
dx1

=
−α
x2

.

La pendiente del campo vectorial está dado por

ẋ2
ẋ1

= −b± α

x2
,

donde el signo positivo (negativo) corresponde cuando x2 es menor (mayor) que (−2αx1)
1/2.

Entonces, para que la superficie sea atractora se debe satisfacer (véase figura 5.4):

1. La pendiente del campo vectorial debe ser menor que la derivada de la función
f(x1) cuando x2 > (−2αx1)

1/2.

2. La pendiente del campo vectorial debe ser mayor que la derivada de la función
f(x1) cuando x2 < (−2αx1)

1/2.

s = 0
dx2
dx1

ẋ2
ẋ1

x2

ẋ2
ẋ1

x1

Figura 5.4: Segmento de la superficie dada en (5.7)
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Por lo tanto, para que la superficie s sea atractiva se tiene que cumplir con

1. −b− α
x2
< −α

x2
→ b > 0.

2. −b+ α
x2
> −α

x2
→ bx2 < 2α.

El valor máximo que puede tomar x2 dentro del intervalo de análisis es x2 = β, por
lo que, de la segunda desigualdad se tiene que bβ < 2α. Esta desigualdad siempre
se satisface debido a que la condición del teorema 3 es α > bβ. Para el caso en que
0 < x1 < β2/2α se hace un procedimiento similar y se llegan a las mismas condiciones.

La superficie propuesta se diseñó de manera que está asociada a la curva solución que
tendŕıa el sistema si éste fuera conservativo y ante una entrada constante, de manera que
pase por el origen a partir de la velocidad crucero β. La solución del sistema conservativo
considerando que las condiciones iniciales son (y10, y20)

T = (∓β2/2α,±β)T es

y1(t) = ∓α
2
t2 ± βt∓ β2

2α
,

y2(t) = ∓αt± β,

donde obtenemos que el tiempo en llegar al origen está dado por t = β/α.

Teorema 5. Considere el sistema dado en (5.5) y las siguientes leyes de control

v1 = −b1ζ2 − α1 sign(s)
u2 = −b2ψ2 − α2 sign(β2 sign(ψ1 − ψd) + ψ2)

con

s =

{
2α1(ζ1 − ζd) + ζ22 sign ζ2, |ζ1 − ζd| < β2

1

2α1
,

β1 sign(ζ1 − ζd) + ζ2, |ζ1 − ζd| ≥ β2
1

2α1
,

donde α1, β1, α2, β2 son constantes reales positivas y (ζd, ψd) ⊂ R × (−π/2, π/2) es
un punto de operación fijo. Si b1β1 − α1 < 0 y b2β2 − α2 < 0, entonces ζ → ζd y
ψ → ψd cuando t → ∞ y la velocidad crucero estará dada por β1 y β2 para ζ2 y ψ2,
respectivamente. Además la convergencia a la altura deseada ζd se dará en tiempo finito.

Demostración. Al sustituir las leyes de control en (5.5) tenemos que el ángulo de giro
ψ1 permanece idéntica que en el teorema 3, mientras que para la altura obtenemos
la misma estructura dada en (5.6) con la superficie (5.7). Por lo descrito en la sección
anterior tenemos que la altura no presentará sobretiros, llegará a la referencia en tiempo
finito y mientras lo hace será con una velocidad constante.

Para aplicar el resultado del teorema 5 al sistema (5.1) se debe considerar que
u = ū1 + εψ2

2 y ū1 = (v1 + g)/ cosψ1. Además, se tiene que si ψd = 0 y por el cambio
de variables dado en (5.2) se obtiene que θ1 → 0 y entonces z1 → ζd cuando t→∞.

Ejemplo 5. Considere el mismo sistema, parámetros, condiciones iniciales y referen-
cias deseadas que se usaron en el ejemplo 1. En la figura 5.5 se muestra un esquema de
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Figura 5.5: a) Esquema de despegue de la aeronave PVTOL usando el control propuesto
en teorema 5. b) Altura de la aeronave con respecto al tiempo.

despegue de la aeronave PVTOL, pero empleando los controladores dados en el teorema
5. Observe que al igual que en el ejemplo 1, los dibujos están equiespaciados en el inter-
medio del trayecto, lo que indica que la velocidad de la aeronave es constante. También
es posible apreciar que no existen sobretiros al llegar a la altura deseada (compárese con
la figura 5.2).

5.3. Resultados numéricos

En los siguientes ejemplos numéricos se muestran los resultados dados en los teore-
mas 4 y 5 aplicados al sistema dado en (5.1). Las gráficas de altura, velocidad, el ángulo
de giro, las entradas de control y el plano de fase, permiten hacer comparaciones entre
los algoritmos propuestos en esta tesis.

Ejemplo 6. Considere el sistema dado en (5.1) con los siguientes parámetros, ε = 0.1,
λ = 1, g = 9.81 y el controlador descrito en el teorema 4 con los siguientes parámetros
de diseño b1 = 2, b2 = 4, α1 = 3, α2 = 4, β1 = 1, β2 = 1. Las condiciones iniciales del
sistema son (x10, x20, z10, z20, θ10, θ20)

T = (0, 0, 0, 0, 0.2, 0)T , el tiempo de simulación es
t ∈ [0, 10] y las referencias deseadas son θd = 0 y

zd =

{
2, t ≤ 5,
0, t > 5

En este ejemplo se tiene que el ángulo es distinto de cero y la referencia deseada de
altura es despegar hasta llegar a los 2 metros y después aterrizar (0 metros). En la
figura 5.6a se muestra la altura de la aeronave y su respectiva velocidad. Observe que
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la velocidad crucero se presenta durante los intervalos de transición entre la condición
inicial y la referencia deseada, ya sea en el despegue o en el aterrizaje. Por otra parte,
la velocidad de la altura de la aeronave no excede en magnitud el valor de diseño β1.

La figura 5.6b muestra el ángulo de giro de la aeronave el cual es controlado por la
entrada u2 y se puede apreciar que éste llega a la referencia fija deseada, i.e. θd = 0.
En la figura 5.6c se muestran las entradas de control requeridas para cumplir con los
dos objetivos de regulación. Finalmente, en la figura 5.6d se muestra el plano de fase
z1 − z2, donde el punto de la izquierda corresponde al origen z = 0 ∈ R2, mientras que
el punto de la derecha está dado por la otra referencia deseada, i.e. z = (2, 0)T . En el
plano de fase se puede apreciar fácilmente que la velocidad se mantiene constante en
un intervalo mientras la trayectoria va de un punto a otro.
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Figura 5.6: Resultados en simulación del PVTOL usando el control propuesto en teore-
ma 5. (a) Altura y velocidad, (b) ángulo de giro de la aeronave, (c) entradas de control
y (d) plano de fase de la altura y su velocidad.

Ejemplo 7. Considere el mismo sistema, parámetros, condiciones iniciales y referen-
cias deseadas que se usaron en el ejemplo 6, pero empleando los controladores descritos
en el teorema 5.

En la figura 5.7a se muestran las variables de estado asociadas con la altura z1
y la velocidad z2. Se observa que se alcanza la referencia deseada zd y la velocidad
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se mantiene constante en diversos intervalos de tiempo, coincidiendo éstos entre el
movimiento inicial y el final, observe que este comportamiento se presenta tanto en el
despegue como en el aterrizaje. A diferencia de la respuesta de la figura 5.6a, en este
caso no se presentan sobretiros al desplazarse la aeronave de una posición fija a otra.

Dado que el control para el ángulo de giro es el mismo que el empleado en el teorema
4, el resultado es idéntico y éste se muestra en la figura 5.7b. En la figura 5.7c se mues-
tran las entradas de control requeridas para cumplir con los dos objetivos de regulación.
La diferencia entre las señales de control contra las propuestas en el teorema 4 solo se
presenta en u1, ya que es la entrada asociada con la altura. Finalmente, en la figura
5.7d se muestra el plano de fase z1 − z2. Al igual que en el ejemplo anterior, en la
figura se indican los puntos (0, 0) y (2, 0), correspondientes a los puntos fijos deseados.
También se observa que la velocidad se mantiene constante en un intervalo mientras la
trayectoria va de un punto a otro.
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Figura 5.7: Resultados en simulación del PVTOL usando el control propuesto en teore-
ma 5. (a) Altura y velocidad, (b) ángulo de giro de la aeronave, (c) entradas de control
y (d) plano de fase de la altura y su velocidad.
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5.4. Conclusiones

La ley de control del teorema 4 permite tener una velocidad constante mientras el
sistema PVTOL alcanza un punto fijo deseado. Por otra parte, la ley de control para
regulación del teorema 5 permite que el sistema no tenga sobretiros al momento de
aterrizar (o de alcanzar un punto fijo) y hacerlo en tiempo finito. Debido al desacopla-
miento entre variables del sistema es posible aplicar el control de altura propuesto en
este trabajo independientemente si se busca controlar el ángulo de giro o la posición
horizontal de la aeronave.



Caṕıtulo 6

Conclusiones

En este trabajo de tesis se presentaron un par de leyes de control de estructura
variable para regulación de sistemas mecánicos de segundo orden y con la propiedad
de conservar una velocidad constante. Las leyes de control propuestas se basan en el
uso de modos deslizantes, los cuales se sabe que presentan robustez ante perturbaciones
acotadas e incertidumbres paramétricas.

La primera ley de control que se propone en este trabajo (caṕıtulo 4) presenta un
par de regiones planas en la componente de la velocidad, lo que causa que el sistema
no supere una rapidez la cual es un parámetro de diseño. Esta caracteŕıstica hace ver
el efecto como una ”velocidad crucero”que el sistema toma en un intervalo de tiempo
después de alcanzar dicha velocidad y antes de llegar a la posición final. La estabilidad
que presenta el sistema con el controlador se da de forma global y asintótica.

El controlador está diseñado para sistemas mecánicos de segundo orden, sin embar-
go es posible extender el resultado a sistemas de 2n dimensiones donde cada subsistema
se pueda desacoplar y escribir como sistemas de segundo orden independientes. Esta
caracteŕıstica permite que la ley de control propuesta se pueda aplicar a sistemas torsio-
nales, lineales, veh́ıculos aéreos como el PVTOL o el cuadróptero, sistemas no lineales
con un primer lazo de control linealizante y sistemas subactuados.

Este controlador también conmuta entre el orden del modo deslizante; cuando se
encuentra con rapidez constante el controlador tiene una superficie deslizante de orden
uno; cuando la solución deja esa superficie deslizante el controlador presenta una su-
perficie desplizante de orden dos. Esto produce una entrada de control con frecuencia
infinita para regular la velocidad y al dejar la superficie desplizante la conmutación es
de una frecuencia finita y va aumentando hasta llegar a infinito cuando se alcanza el
punto deseado. Esta acción de control afecta al igual que cualquier modo deslizante
clásico debido al efecto de “chattering”.

Se logró implementar fisicamente el controlador con éxito en un sistema mecánico
torsional ECP-220 de la compañ́ıa Educational Control Products localizado en el Labo-
ratorio de Control del CICESE. Los parámetros de diseño fueron obtenidos de manera
sencilla a pesar de no tener una identificación previa de los parámetros propios de la
planta. Los resultados experimentales coinciden con gran similutud a lo esperado de

51
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acuerdo a las simulaciones.
El controlador del caṕıtulo 4 presenta un sobretiro al momento de empezar a dis-

minuir su velocidad una vez que llegó a la referencia deseada. Este comportamiento no
es el deseado cuando se aplica al control de altura de un veh́ıculo aéreo, por lo que se
propone una segunda ley de control. La ley de control propuesta en el caṕıtulo 5 es
suave y permite conservar las mismas caracteŕısticas de velocidad acotada y robustez
que el controlador del caṕıtulo 4. Esta propuesta logra, debido al diseño de la estrate-
gia de conmutación, que la posición del sistema no presenta sobretiros, por lo que este
controlador es conveniente para el aterrizaje. Otra ventaja que tiene este controlador
es que converge a la referencia en tiempo finito y no excede en amplitud la entrada de
control.

Debido a que el PVTOL es un cuadróptero restringido en un plano, se pueden
ocupar estos resultados para controlar un cuadróptero por secciones transversales o
extender directamente la implementación del controlador a un sistema mecánico de
orden mayor. En particular, con el cuadróptero se puede regular primeramente el ángulo
θ y la altura z, posteriomente el ańgulo φ y la altura z, finalmente regular el ángulo ψ.
Las simulaciones realizadas del controlador propuesto sobre un PVTOL mostraron los
resultados esperados.

Debido a la generalidad en el análisis de estabilidad en sistemas de segundo orden
que se utilizó al diseñar los controladores, éstos pueden usarse en otras aplicaciones como
circuitos, estructuras śısmicas, robótica, seguimiento de trayectoria, etc. La conmutación
entre el orden del modo deslizante al usar la superficie no conexa abre la posibilidad de
una nueva área de estudio.
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