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Se analiza la estabilidad de perturbaciones
infinitesimales en un flujo con esfuerzo lineal, en términos de
los ntmeros de Richardson, Reynolds y Rossby gue representan su
densidad, viscosidad vy rotacibn, respectivamente, La
perturbacibn se encuentra representada por el vector ntmero de
onda cuya solucibn aparece en té&rminos de una transformada

espacial, Se estudia el caso simplificado de na onda
perpendicular al flujo, lo gque permite obtener condiciones
suficientes y mnecesarias de estabilidad, E1l principal
resultado es la nueva zona inestable por arriba del valor de
Richardson de 0,25; mientras gque éste hltimo se obtiene en el
limite, al tomar un valor de Reynolds muy grande. Todo é&sto en
base a valores obtenidos de una superficie que varla

continuamente al cambiar Reynolds y Richardson, Se integran
numéricamente las mismas ecuaciones por medio del método de
Hamming, analizlndose sus resultados en términos de grificas de
rapidez contra el tiempo, Todo lo anterior haciendo énfasis en
una posible aplicacibn futura a ondas internas en laboratorio y
en el océano,
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I _INTRODUCCION

En las fltimas décadas la LEstabilidad Ilidrodindmica ha
empezado a ser usada con mayor frecuencia en la investigacibn
de las ondas internas tanto en.fluidos a escala rTelativamente
pequella como en fluidos geofisicos, Su importancia radica en
la relacibn que poseé con fendmenos como las ondas internas y
la turbulencia, por lo que ha influido en ciencias como 1la

Oceanografia, Meteorologia y la Ingenieria,

Las primeras investigaciones tebricas y experimentales
dentro de éste campo fueron realizadas por Reynolds y Illelmholtz
en el siglo pasado, Mientras que los principales avances en
éste siglo se hicieron prlicticamente dentro de 1la Ingenieria

Hidrhulica, en estudios de flujos a travbs de tubos b canales,

Los estudios bidsicos en la Estabilidad Hidrodindmica b
Andlisis de Estabilidad, y en especial en la estabilidad de
flujos paralelos que es la base del presente trabajo, tratan
sobre el comportamiento de un regimen de flujo laminar en el
que se introducen perturbaciones infinitesimales y su
desarrollo durante un intervalo inicial de tiempo (v.eg., Lin,
1966) ; si &stas decaen hasta dejar al flujo sin <cambio se
considera estable, Seréi inestable si dichas perturbaciones

crecen, pudiendo dar origen a turbulencia,



Lo anterior provocdé intentos de establecer criterios de
estabilidad, bAsicamente por medio de pardmetros adimensionales
como son el ntmero de Reynolds y el de Richardson.
Obteniéndose resultados que muestran condiciones necesarias
pero no suficientes sobre la aparicibn de inestabilidades. En
el caso del nfimero de Reymolds, que predice la aparicidn de
turbulencia para valores alrededor de 2X103%, se ha'logrado
medir flujos <con Reynolds de magnitudes mayores, que sin
embargo contintan siendo estables debido al tamalo de las
perturbaciones., Se han obtenido inclusive, desarrollos
tebricos que muestran como la viscosidad en ciertas
circunstancias puede crear inestabilidades en un regimen por
medio del ntmero de Reynolds (Lin, 1966), fenbmeno que no ha
sido explicado claramente, El ndémero de Richardson presenta un
comportamiento semejante alrededor del valor de 1/4; ya que
para valores menores 1no e€s una condicidn suficiente de

inestabilidad.

El tratamiento matemédtico clhsico consiste en partir de
las ecuaciones de movimiento y 1llegar a la ecuacibn de
Orr-Sommerfeld (Lin,1966; Betchov y Criminale, 1967), &en un
espacio bidimensional y sin estratificacidnm ni rotacidbn, Otro
tratamiento, por medio de la ecuacibn de Taylor-Goldstein (G
Roberts, 1975) para un flujo estratificado pero sin
viscosidad, lleva al teorema de Miles—Howard (Miles, 1961; Miles

y Howard, 1964) que establece como <condicibn sificiente de



estabilidad para un flujo, el que posea un nlmero de Richardson
mayor que 1/4; mientras que con Richardson de 1/4 la ecuacidn
se indetermina, Otro criterio es el semicirculo de [{oward (v.
eg. Turner, 1973) que se basa en las velocidades de una onda
compleja cuyas inestabilidades caen dentro de dicho

semiclirculo,

Investigaciones numéricas han sido realizadas entre otros
por Hazel (1972), que esencialmente observa curvas de
crecimiento de flujos de diferentes perfiles de velocidad vy

densidad,

En lo que se refiere a experimentacidn en laboratorio,
Thorpe (1973) y Turner (1973) hacen wuna revisibn de dichos
experimentos, que principalmente se han realizado en tfneles de
viento & en canales con dos 6 mas fluidos a través de 1los
cuales se observan fendmenos como inestabilidades de
Kelvin-Helmholtz (Thorpe,1968) & circulacidbn sobre obsticulos,
En éste punto se nota claramente la relacidn existente entre el
andlisis de estabilidad y las ondas internas ( atmosféricas y
ocednicas), ya que el primero ofrece las herramientas
necesarias para tratar muchos de los aspectos que se presentan

en las segundas, tanto tedrica como experimentalmente,

En lo que respecta a ondas internas en el océano, aungue

ya Kelvin en el siglo pasado desarrolla las primeras teorias,



no es sino nhasta en las fltimas dos décadas en qgue han ocurrido
avances sensibles; entre los que destacan los trabajos de
Pnillips (1966) y Garrett y MHunk (1973). Una revisidn de
dichos trabajos y las teorias westablecidas 1la dan Turner

(1973) ,Roberts (1975) y HMunk (1980),

fay cinco tipos bhsicos de ondas en el ocdano:capilares,
sonoras, planetarias, inerciales y gravitacionales. De bstas,
las que se propagan entre masas de agua de diferente densidad
son llamadas ondas internas, En el presente trabajo se
estudian ondas internas gravitacionales las cuales s¢ Irano
logrado reproducir en laboratorio (Thorpe,1968; Hall y Pao,
1971; Phillips, 1968), y que en el <caso de perturbaciones
creadas por esfuerzos han sido observadas en el océano
(Woods,1968) y en la atmbsfera (Atlas et al.,1970), En el
presente trabajo se hablarh de ondas intermnas, como aquellas
cuya fuerza restauradora es la eravedad(ondas internas

gravitatorias),

La importancia dindmica esencial de las ondas intermnas
radica en que parecen ser el principal eslabdn que permite la
transmisibn de energlia de 1la parte superior del océano,
proveniente en fGltima instancia del sol, hacia el interior de
aquel, Se <cree que é&sta transmisibn de energla ocurre
principalmente por medio del rompimiento de dichas ondas y la

creacibn de turbulencia (junto con fenbmenos a escala pequeTy



como son las microestructuras). Lo anterior estd intinmamente
relacionado con los valores aproximadamente constantes que se
observan a través de los aNos de los parlmetros fisicos del
océtano, lo cual tiene gran repercusidn en el clima del planeta.
Todo lo cual involucra a los coeficientes de difusibn

ocednicos.

También son importantes desde el punto de vista Dbiolbgico
vy quimico debido a que permiten la distribucidbn y disipacidn
tanto de nutrientes como de contaminantes, Geolbgicamente nan

tratado de ser relacionadas con movimientos de secimentos ¥y

corrientes de turbidez (v, Roberts, 1975).

El presente trabajo tiene como objetivos principales el
tratar de tener un modelo matemAtico lo mids completo posible
alrededor del <caso en que la velocidad macroscdépica del flujo
es perpendicular a las perturbaciones que aparecen en &1, Lo
anterior se¢ hace para tratar de establecer un criterio de
inestabilidad suficiente, en base 2 los nldmeros de Reynolds y
de Richardson, ¥ al mismo tiempo se explora la posibilidad de
que la viscosidad esté <causando inestabilidades a través del
ntmero de Reynolds, como lo predice el modelo analitico bajo
ciertas condiciones, y no sblo la disipacidbn de perturbaciones,
Todo esto siendo un caso particular de un modelo matemdtico que

estudia la estabilidad de fluidos (v, Pinet, 1981).



Para lo cual se har4 wuso de herramientas tebricas y
numéricas que permitan tratar un fluido incompresible,
estratificado, con rotacibn y viscosidad; en un campo con
esfuerzo lineal vy sin fronteras, en el que se estudia el
desarrollo en los tiempos iniciales de perturbaciones

tridimensionales introducidas,

Lo anterior se hace evitando las ecuaciones de
Orr—-Sommerfeld y Taylor—Goldstein cuyos inconvenientes
principales son: para la primera de ellas, presentar muchos

caminos asintbticos para su solucidbn analltica mientras que
numéricamente aparecen errores por truncamiento por ser una
ecuacibn de <cuarto orden multiplicada por 1/Re (generalmente
muy pequefio), La de Taylor—-Goldstein se indetermina con un
ntmero de Richardson de 1/4, Y ambas son usadas por lo general
en espacios bidimensionales y sin incluir todos los parhmetros
que pueden afectar el fluido (la primera de ellas no <considera
estratificacibn ni rotacibn, y la segunda no involucra rotacidn

y viscosidad),



II__MODELO_ MATEMATICO

Los modelos de Andlisis de Estavilidad poseen vaurios pasos
en comfln a lo largo de sus desarrollos matemdticos, En primer
lugar, suponen que hay una solucidbn conocida para las ecuaciones
diferenciales bAsicas que representan el flujo principal, como
seria la solucibn para las ecuaciones de Navier—-Stokes en el

caso de un flujo de Poiseuille (v,eg., DBatchelor,1967),

A continuacidn se introduce una pequeﬁa perturbacidn an
&stas ecuaciones, lo cual permitird determinar su estabilidad,
Bl siguiente paso serd la linealizacibdbn del sistenma al
considerar dichas perturbaciones infinitesimales y en muchos
casos se considera un flujo que varia sdlo en wuna direccidn

(flujo paralelo),

A las ecuaciones diferenciales bhsicas se les supone
soluciones representables ondulatoriamente, como seria el
considerar ondas del tipo de Tollmien—Schlichting que viajen en

una direccibn.

Otro paso comfin es el adimensionamiento de las ecuaciones
para trabajar asyl con parimetros que permitan simplificar més
el sistema al comparar entre si la importancia fisica que

tienen las variables involucradas,



El sistema que se presenta , sigue bAsicamente los pasos
matemdticos mencionados, distinguiéndose de los tratamientos
clhsicos por el tipo de transformaciones que se realizan, como

se verd detalladamente a continuacidn,

ITI.1_ Planteamiento de las LEcuaciones:

Se considera una estratificacidbn vertical de la densidad
E(z) en un fluido incompresible, con un plano horizontal
(x,y), siendo z vertical y positiva hacia arriba. £1 sistema
se encuentra en rotacibn, por lo que se incluye el pardmetro f,
Tomemos un campo de velocidades estacionario con un esfuerzo
uniforme en 1la direccibn x cuya ecuacibn serd:
U=Uo + Gz noono.conotvoono-l
Donde U; y & son constantes al igual que U, En é&ste trabajo
nos referiremos a o como el 'esfuerzo’. Con é&sto se establece

un sistema sencillo de ecuaciones de movimiento vy de

continuidad:



-(1/p)agp = 0
_(1/p)ayp= fUu-nooooz

Donde P es la presidbn y g 1la aceleracidbn gravitacional,
Introduzcamos una perturbacibn en é&ste regimen por medio de las
variables u,v,w,p,p que representan variaciones de velocidad en
los ejes (x,y,2z), en el campo de presibn y en la densidad,
respectivamente, Nbtese que tendremos un fluido representado por
cinco variables y sblo cuatro ecuaciones, por lo que seri
necesario tomar wuna quinta ecuacidbn que representari la
conservacibn de masa (permitiendo difusibn por transporte);

sin considerar la difusibn por temperatura en los fendmenos
estudiados (cuyo planteamiento se presenta en el apéndice
I).Asi, las =ecuaciones de continuidad,de Navier—-Stokes 5

novimiento y de conservacibn de masa serdn:

axu + ayv + azw = 0
d¢u + (U + u)dgu + vidgu + woz(U + u) = -dgp + fv + fvzu
atv + (U + “)axv ;2 vayv * wazv = _ayp - fu + vv1V¢o.oola.3

d¢w + (U + u)dgw + vigw + wdzw = -0zp - 6z + Vew

9¢0 + (U + u)ay8 + vay® + (w/pg)ag(p * P') =0

Donde ®=p'/p,; y Y.p,po son 1la viscosidad cinemitica, la

presibn dindmica (p/p,) y la densidad de referencia,
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respectivamente, Para 1llegar al sistema (3) se usaron los
planteamientos de (2) y la aproximacidbn de Boussinesq (v,eg.
Turner, 1973) que bhsicamente representa el considerar que una
pequena perturbacibn en la densidad, sélo afecta el término de
boyancia de un volumen de agua, Nbtese que el sistema es no
lineal, por lo que consideraremos perturbaciones
infinitesimales que 1lo linealizen y permitan tener un sistema
mis tratable.Obtendremos:
dxu + dyv + dzw = 0
Utu + Udgu + wdzU = -od4p + fv + ¥V2y
dgv + Udyv = =dyp - fu + ¥V2v Leivinineacnsad
dew + Udgw = -dzp - g8 + VV2w

9¢0 + U3z® + (w/po) Dgp = O

II.2 _Transformaciones:

Siguiendo el tratamiento de Pinet(1981), consideremos
soluciones tipo ondas dadas por la siguiente transformada, la
cual puede representar cualquier condicibn inicial ya que en el

tiempo cero es una componente de Fourier en el espacio.
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iui iu¥(e)i
»*
fvi v, (t)i
iwl = lw*(t)l BXP (i Coxtyy=[itoatlz)) ool
ipi !p*(t)g
i9i i9 (t)i

Donde @, ¥y, A son los ntmeros de onda, que se consideran reales
en generaf. Este método fué aplicado por primera vez por
Kelvin (Thomson, 1877) y recientemente por Ilarcus y Press
(1977) para tratar flujos por medio de funciones de Green; al
aplicarlo a nuestro sistema de ecuaciones (2), nos llevarh a
criterios de estabilidad pero evitando 1a ecuacidn de

Taylor-Goldstein,

La interpretac&bn bisica (Harcus y Press, 1977) de é&sta
transformada es en el sentido de que hemos hecho una expansibn
lagrangiana pero continuando en anuestro sistema euleriano,
donde estudiaremos el comportamiento de las velocidades en un
punto(amplitud de la transformada), que son las envolventes del

vector de onda al transcurrir el tiempo.

La sustitucibn de la transformada de Kelvin—-iHarcus—-Press
(6 transformada KMP) en el sistema (4), nos dari un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias con el tiempo como variable

independiente.



gn ¥ « yv' o= (A + cat) w'
Dtu* e Uoiuu* + cw* = —iap* + fv* = $kzu*
Dey™ + Today® = =dyp™ = #0° = Fede™ oi ionin s wonsh
th* # U.,:'.(lw"I = i(a + Gat)p* - Fr2w® - ge*
D8 + Uyicd = (N2 /g)w®
donde N} = - (g/po)Dyp ©F la frecuencia de DBrunt-Vaisala
considerada constante, f k* = a? + % + (A + occt)? es la

magnitud del vector de onda,

Alineémos el sistema de coordenadas con el frente

de onda

de las perturbaciones aplicando las siguientes definiciones:

G = a? + y?2
— - &
au=au +Tv ..............."7
~ * *
eV = yu = av

Lo que sustitulido en las tres primeras ecuaciones de

W = (A + cat) w'
D¢ (BR) + Ug(ialG8]) =-18%p" - Ve2(GF) - £aV - aow «.8
DelE¥) # Upial(a® =~ ¥a*(8%) + £88 - aym®

Lo anterior nos permitirid eliminar 1la presidn de

(6) serh:

nuestras

ecuaciones, empleando la ecuacidn para la componente vertical,

Nuestro sistema se reducirl a:
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. * * ® —_
Di(k2w ) + Uoiu(k‘w*) = -ga?® - Tk2(x%w ) - f(A + cat)av
3 ~o~ ~ o ~~ *
D¢ (3¥) + Ugia(a¥) = =Uk2(3V) + [f(r + cct) - yolw ....9
* *
D" + Ugiad = (N2/g)y"

Nbtese que los términos de adveccidbn media U,, pueden ser

eliminados por medio de una transformada Galileana que
fisicamente se interpreta como si nuestro sistema de referencia

se moviera con una velocidad U,,

!V:I !Vo(t)!
|w*| o Iwo(t)i EX (_iant) ....-...ooolo
e | 10, ()|

Con 1o que ¢l sistema (9) se volverd:

De(k2wo) + Vk2(k2wo) = - f(A + cat)ave - ga’9,
Dt(aVo) + vkz(avO) = [f(x + Uut) e GY]WD nc.lcll

Dt€o = (N2/g)w,

II.3_Adimensionalizacibn del Modelo:

Pinet (1981) encuentra que hay dos caminos blsicos en el
adimensionamiento del modelo, dependiendo de qué parhmetro se
use para adimensionar el tiempo, En el presente trabajo ésto

se realizarld con el esfuerzo, que posee unidades de frecuencia.
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El otro camino serla wutilizar el pardmetro f, donde las
soluciones del sistema describen ondas inerciales (ver Pinet,
ob, Gitelde Tenemos como escala de referencia de longitud a
1/%, ilientras que las velocidades se pueden escalar con g/a,.

Asi, podremos definir las siguientes cantidades adimensionales:

T = ot

S = An/d (@ # 0)

Re = o/V3az

RO = O Fuineonsvinion s sinisins ssoisn o siosemba

Jo = N;/az

1 + (S + T cos ()72

._‘
v
U}

Donde Qle, Ro, Jo son los ntmeros de Reynolds, Rossby vy
Richardson, respectivamente, ilientras que cos (d) representa
el Angulo de la perturbacibn <con el eje x., Lo anterior nos

llevar4 al sistema de ecuaciones diferenciales general:

Dg(Kiwe) + K,/Re (Kiwy) = = 1/Ro (S + © cos [#l)ve - 6,
Dgve + (K;/RG)VO = ({S + t cos [#l}/Ro - sen [Pl)we .o0o..13

Dteo = JovVo

Este sistema de ecuaciones no es lineal <c¢on respecto al
tiempo por lo que no se conoce una solucidn anallitica directa
del mismo, excepto para cuando cos (@) = 0, en que se

simplifican tédrminos y se llega a soluciones y criterios de



estabilidad, entre los que estdn resultados ya establecidos por
otros investigadores. En éste trabajo se tratar4d analitica y
numéricamente el sistema (13) pero enfocldndonos en el Ahngulo

(p) = n/2 que nos permitird comparar ambos resultados.

II.4_ Solucibn Analitica de las Ecuaciones:

Como se menciond anteriormente, tomando ? = n/2
obtendremos un sistema lineal mds sencillo; que representa
soluciones de ondas perpendiculares al flujo. Escrito

matricialmente, considerando 1la derivada (D) como un operador

lineal , tendremos:

: D + K:/Re S/Ro 1 { } K:wo }
| - 1/k* (S/Ro - 1) D + K?/Re o | | v | w0 .14
x % ’ | 4 7
I = Tyl 0 p | 1 e, |

Que tendrh soluciones no triviales cuando el determinante de

(14) sea:

D*+2K D?/Re+ (JTo /K, +[K]/Rel?+S/K Ro[S/Ro-1]) D+J,/Re = 0,,15

Suponiendo soluciones tipo EXP( -iwt):
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0?+2i0*K7 /Re~(To/K,+82/K Ro*-S/K Ro+[X)/Rel?)u-iTo/Re=0_16

Esta ecuacibn puede ser "modulada’ por los valores de los
pardmetros de Reynolds y Rossby, El considerar al ntwmereo de
2ossby finito mientras gque a Reynolds infinito (despreciando
asl la viscosidad), nos llevarid a un criterio semejante al de

Miles-Howard (v.eg. Miles, 1961). Escribamos (16) como:

mo’ -1/’{: (Io +S/RO[S/RO—1])U)Q =0.ooo-..---.l7

tal que a? = 1/82(J, + S/RolS/Ro - 11)

Tendremos tres valores como solucibn:

wo(l) = a wo(Z) & g 3 mo(s) =O -noo-lcoc---ls

Siendo las soluciones sin viscosidad de la forma:

IK:wol
| vo | = F, EXP(-iat) + F, EXP(iat) + F; ......19
I 8, |

Lstas serAn soluciones oscilatorias siempre que a sea

real(a?>0), Suponiendo gque S es real; la frecuencia serh

imaginaria sélo si

(8/Ro)*» = S/Ro + Ty € 0

-000-00100020

Igualando a <cero la ecuacibn (20), obtendremos una pardbola en

el espacio de pardmetros (S/Ro, To) Ocurriendo las
inestabilidades bajo la curva (a = imaginario positivo), cuyo
valor méximo estd en J, = 1/4, como se vé en la figura (1),

Sobre dicha curva obtendremos curvas neutras, cuya amplitud no
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variard con el tiempo (caso sin viscosidad).

Volviendo a la ecuacibn (16), se vé que es una ecuacidn de

tercer orden, cuya soluclon se puede obtener por medio de

cambios de variable(v, Spivak,1972), siendo:

i 1 :2 2
w=(-q/2+[q*/4+p?/271% )* -p/3(-q/2+[q*/4+p?/27]% )* -b/3..21
Donde q = =b3¥/27 + b*/9 - ¢cb/3 + 4

p = -b?/3 + ¢
b = 2ikl/Re
¢ = =(J,/k; + S*/K;Ro® - S/K Ro + [K)/Rel?)

e
]
|
e
(=
(-]
~
~
@

Cuya solucibn se puede ver grhficamente de la figura (2) a

la (5), y que se analiza en los resultados (caplitulo IV),



III_SIMULACIONES NUMERICAS

Se empled wuna microcomputadora IHewlett—Fackard mocelo
HP9830A para realizar las diferentes simulaciones, programando

el sistema (13) en BASIC.

Se encontrd que el mejor método numérico que se podia usar
para resolver las integraciones numéricas, tanto del sistema
general (ecuacidbn [13]1) como del caso particular con ¢ = n/2,
era el de Hamming (v.,eg. James et al., 1967); va que el
haber empleado el método de Euler en un principio ocasiond
inestabilidades numéricas en algunos casos. Por otra parte, el

método de Hamming presenta un error por paso del orden A°

¥
errores acumulativos menores que métodos como el de Runge—-Kutta
modificado, factor importante por el hecho de estar calculando
una gran cantidad de pasos. Aunque hay que sefialar que los
primeros cuatro valores de la integracibn son aproximados por
el método de Euler debido a gue son valores preestablecidos que
necesita el de Hamming para empezar a iterar. Sin embargo, se
considerd que por ser é&stos pocos valores e integrados en un

principio, no serla un error significativo para 1los <cldlculos

posteriores.

Se decidib trabajar numéricamente el sistema (13), que

es el «caso general y apartir de &1 estudiar el comportamiento

13
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en 8§ = n/2, 1lo cual nos permitird en un futuro, hacer

simulaciones con diferentes 4ngulos empleando el mismo modelo,

Este método esencialmente consiste en ajustar una
pardbola con tres <coordenadas en comhn (de las cuatro
preestablecidas), cuya Area se emplea en una ecuacibn de
prediccibn, que por medio de la regla de Simpson es reajustada
para obtener la ecuacibn de correccibn, Hasta aqui es
esencialmente el método de Milne, pero Hamming encontrd que por
medio de una ecuacidn de modificacidn se ahorra tiempo y se
eliminan la mayoria de los errores por truncamiento al irnos
acercando a la convergencia con la solucibdbn verdadera (todo 1lo

anterior se realiza para cada paso).

Para &tste método de integracibn existen dos criterios de
estabilidad numérica, habiéndose empleado
At <0‘65/|ay£| oclo.ol-llazz
Donde At es el intervalo de tiempo y J .. es el valor calculado

de la ecuacibn diferencial, En nuestro caso éste criterio fué

escrito como:

©le

At ¢ 0,65/[F(I)% + G(I)2? + H(I)?] i ies23

Siendo F(I),G(I),HU(I) las derivadas con respecto a V,, wo, 8,
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calculadas, Asil, si 4t es mayor que la razbn dada en (23), el
programa divide At el nbmero de veces necesarias para evitar la

inestabilidad numérica,



IV_RESULTADOS

Con la ecuacibn (21) podemos ver el comportamiento de w en
un espacio tridimensional (w imaginaria, S/Ro, Jo) al graficar
los parimetros que aparecen en la solucibn; a la vez podemos
hacer comparaciones con el caso sin viscosidad dado por la
ecuacibn (20). Nbtese que se puede ver en las grhficas
estercoscédpicas de la figura (4) que la parldbola se conserva

para w imaginaria igual a cero,

Debido a que tenemos una ecuacidn chbica, obtenemos tres
soluciones (figura [2]). En éste caso dos de ellas resultaron
iguales y el comportamiento de la tercera simplemente es el de
amortiguar las ondas presentes (figura [2-Cl). El efecto
inestabilizador aparece cuando w imaginaria es mayor que cero

(que producird un crecimiento exponencial).

Esto filtimo difiere del caso sin viscosidad debido a que

1/4, como se

nay una nueva zona de inestabilidad arriba de Jo
nota principalmente en la figura (5) donde se han graficado de
perfil (con el eje S/Ro hacia afuera de la hoja), 1las lineas
S/Ro constantes, cuyos valores se encuentran cercanos al
vértice de la parlbola, Hay que hacer mnotar que en ¢é&sta
ocasibn la parte westable se amortigua devido al efecto de la
viscosidad (con w imaginaria <0). Lo esencial de tstas
soluciones es determinar el lugar donde w imaginaria se vuelve

21
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positiva con respecto a Jo y tratar de establecer el efecto de
los demAs parimetros involucrados en la solucibdn, Esto se hizo
variando el nflmero de Reynolds y observando las zonas de

inestabilidad obtenidas para Richardson,

| # RICHARDSON| # REYNOLDS |

I > 0.35 i ¢ 5%X10% [
| 0.3 - 0,35 | 1X102-1X10?% |
i 0.3 | 1X104-1X10°% |
: 0.25 : ¥ 3x10° g

Un punto importante que se puede apreciar es que la curva
de v es continua al variar Reynolds, Es decir, el efecto de
cambiar Reynolds se traduce en un movimiento de la superfiTie

que forma la w imaginaria.

Mbtese también 1a zona de alto amortiguamiento que se

aprecia mejor en la grhfica (3), para Jo cercano al valor de 1,

Con respecto a las simulaciones numéricas de la ecuacidn
(13), del capitulo anterior; se procedid en primer lugar a
implementar en el programa del modelo, brdenes que comenzaran
los experimentos numéricos con valores iniciales de velocidades
u, v, w aleatorios. Ilay que hacer notar que la distribucibn de
donde surgen é&stos, es una distribucibdbn de 'caja'., DIs decir,
todos los valores entre =1X10-°% y 1X10-% tienen la misma

probabilidad de ocurrencia, El elegir valores aleatorios fué
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adecho pensando en la exzperimentacidn en laboratorio, en donde
debemos considerar que tendremos un campo con velocidades
aleatorias, en el que alguna de ellas crecerA hasta formar un i
onda observable, y por lo tanto medible, a partir de la cual se

verd el desarrollo en si del fluido,

El andlisis del comportamiento del modelo se hizo en base
a grhficas de rapidez <contra el tiempo, por considerarse que
&ste pardmetro serla mids flcil medirlo en los futuros

experimentos en canales, a través de un hot-wire por ejemplo.

En la figura (6) se muestran las grhficas obtenidas para
las ecuaciones del sistema (13) con un Angulo ¢= n/2 y tomando
a Reynolds (Re) de 3X10° como um <caso sin viscosidad.
tichardson (Ri) wvaria de 0,2 a 0.8, la inclinacibdbn vertical de
la perturbacibn (S), que representa a A/T es 1,0 y Rossby (Ro)
2,0 o Lo anterior nos sitfia a lo largo de una recta vertical
que pasa por el vértice de las parhbolas de las figuras (1) y
(2), a menos que otra cosa se indique, las grificas que se
presentan fueron realizadas a lo largo de é&sta recta por ser el

caso mis representativo.

Se volvid a correr el programa con los mismos parlimetros
pero incluyendo ahora la viscosidad a través de Re = 1X10%, 1a
figura (7) muestra los resultados obtenidos, Zn este juego de
grificas el comportamiento de (4-C) obtenido numéricamente,

comparado con ¢l predicho analiticamente, nos llevb a realizar
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una investigacibn detallada de la influencia de Reynolds
alrededor de éste comportamiento ondulatorio graficado.,

La figura (8) muestra variaciones de Reynolds de 1X10°
hasta 1X10’, c¢on Richarson (Ri) fijo em 0,33 . Nbtese que se
ha cambiado la escala horizontal para temer tiempo suficiente

de ver la instabilidad que se desarrolla en (8-C).

Por fltimo, en la figura (9) se trata de localizar la zona
inestable pero utilizando un 4ngulo @ = 0, pero como es posible

apreciar, dicha zona no es localizada.



V_ DISCUSIOMNES

El principal objetivo de éste punto es analizar la forma
que toma en la realidad el desarrollo matemdtico anterior y

cuestionar su verdadera aplicacibn,

En primer lugar seXalaré una situacidn obvia, que es .el
tener en mente que éste modelo (sin fronteras) puede ser

aplicado tanto a fendmenos ocednicos como atmosféricos, Por 1lo

gue una altermativa para probarlo flsicamente podria ser el
utilizar datos meteorolbgicos,

Veamos el efecto de considerar una frecuencia de
Brunt-VZisd13 constante; que mnos sitha en wuna termoclina

difusa., Para ver el tipo de ondas intermnas gque podemos
estudiar en é&sta zona, tomemos la ecuacidbn (16) y consideremos
despreciable el efecto de 1la viscosidad (haciendo Reynolds

tender a infinito):

w® = (To/K) + [S/K Rol[S/Ro-11)u = 0 .....,24

5i ademis tomamos f<{Kw; es decir, ondas de periodo corto por
lo que es posible despreciar 1la rotacibn terrestre, nos
quedari:

25



w* = (To/B Jus 0 sewass25
donde Kz = 1 + tan?®(¢), ya que S = A/G es la inclinacibn de

la perturbacibn,Tendremos

w? = N}/[o?(1 + tan?(&))]eerene..26

que por relaciones trigonométricis nos lleva a la ecuacibn:

w=iN0 COos (é)'-ooo0027

Relacidbn obtenida por Phillips para ondas intermas de escala
pequefa (v, Phillips, 1966; p.225), ELste tipo de fenbuenos se
presentan en termoclinas de latitudes medias, Oue sean de
escala pequela es <con respecto al wespesor de la capa de
Brunt-V&is&1% constante.Nbtese también que el valor mézimo
ocurre cuando son ondas gque viajan <con el vector de onda

horizontal,

Por otro lado, como se menciond anteriormente, el efecto
de la transformada KMP es el de fijarnos condiciones iniciales
espaciales a partir de las cuales se estudian los parlmetros en
tédrminos eulerianos, de las ondas influenciadas por el esfuerzo

del flujo.

También con la ayuda de la transformada KIHP podemos en
cierta forma fijar mnuestras <condiciones a frontera, ya que

debido a que es una transformada en el &espacio,podemos usarla
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para representar nuestro fondo por medio de sumas de ondas
(series de Fourier). Asi, en el fondo de wun canal podenos
poner una estructura senoidal transversal, que nos representarh
la perturbacibn inicial perpendicular al esfuerzo., En el caso
del océano, la forma de tomar el &ngulo de noventa grados, tal
vez podria hacerse en zonas donde se presentaran corrientes a
lo ldrgo de la costa con un oleaje perpendicular ; 6 en el
océano profundo, en regiones donde las corrientes (que pudieran
crear esfuerzos) fueran. perpendiculares a ondas intermnas, Lo
dificil y/costoso de realizar lo anterior hizo imposible el

haber usado datos ocednicos en el presente trabajo.

Sin embargo, los datos obtenidos en las investigaciones
realizadas por Eriksen (1978) 6 Korotayev y Panlateyev (1977),
podrian emplearse como base para posteriores investigaciones en
el océano. DBasicamente ellos obtienen registros de tiempo de
temperatura y corrientes que son empleados para obtener los
nttmeros de Richardson, en zonas donde se presentan ondas
internas y algunos rompimientos de las mismas. El principal
problema seria el establecer el &ngulo entre el esfuerzo y las

ondas observadas.

En el caso de tener ondas que viajen a lo largo del
esfuerzo, las inestabilidades que aparecieran en el flujo
serian del tipo de Kelvin-ilelmholtz, ocurriendo en el moémento

en que la velocidad de las partliculas fuera mayor que la
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velocidad de fase de la onda, Pero debido a que nosotros
poseemos un 4dngulo entre las perturbaciones y el flujo, no
podemos saber sin la ayuda de la experimentacibn, si las

inestabilidades que aparecen son del tipo Kelvin-Helmholtz.

Un fendmeno importante que puede ser observado en la

3 (ecuacibdbn [20]), es el comportamiento de la

solucibn para o
viscosidad, que en los dos primeros términos de 1la ecuacibn
pueden combinarse para crear inestabilidades, mientras que en
el tercero siempre tiende a amortiguar cualquier perturbaciban,
SGituacidn gque va mis de acuerdo con la forma de pensar gue se
tiene sobre el efecto de la viscosidad, Serla iﬁteresante ver
si el teorema de Squire (v. Lin, 1966) puede aplicarse a un
caso tridimensional, lo cual podria dar una nueva

interpretacibn al efecto producido por la viscosidad en el

modelo presentado.

Por filtimo selalaré dos limitaciones que presenta el
modelo: En primer lugar, Estas soluciones son vhlidas
tinicamente para los tiempos iniciales como vya se habla
mencionado, Debido a que un crecimiento exponencial,
influenciado por el esfuerzo en el fluido, producirh
inestabilidades en las perturbaciones creadas; ademds de que
las perturbaciones dejarian de ser infinitesimales, Y en
segundo lugar debido a que sdlo poseemos soluciones analliticas

cuando el flujo es perpendicular a las perturbaciones, Esto
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quiere decir que hasta ahora, la tinica forma de estudiar el
caso general en gque las perturbaciones van en cualquier
cireccibn con respecto al flujo, es por medios nunédricos o

experimentacidn en laboratorio,

Con respecto a la integracidn numérica realizada con el
método de Hamming, aunque en un principio fué Gtil debido a que
no se posela la solucidn de w3, y que nos permitia conocer los
drdenes de magnitudes de los parhmetros (principalmente de
Reynolds), al final las figuras tridimensionales del tipo de la
grdfica (5) resultaron ©brindar mis informacidbn; lo anterior
bidsicamente debido a que era diflicil determinar con exactitud
si un comportamiento estudiado crecla b6 se amortiguaba, debido

a que no son discontinuidades las zonas estudiadas y que ¢&sto

ocurrla en lapsos de tiempo relativamente largos,



VI _CONCLUSIOMES

Se ha llegado a conocer en forma completa
(analiticamente), un <caso particular (§ = n/2) de un modelo
matemdtico de estabilidad de flujos paralelos. Obteniéndose
principalmente, condiciones suficientes ¥y necesarias de

estabilidad en base a los nfmeros de Richardson y Reynolds,

Lo anterior puede ser la principal base (sin olvidar L
experimentacibn en laboratorio) para tratar el caso general
donde no se conoce la zona de inestabilidad =ni soluciones
analiticas,

El comportamiento del nftmero de Reynolds (viscosidad)
aparece en el tratamiento como un efecto natural e implicito, ¥y

sin tener que recurrir a procedimientos asintbticos,

Por medio del modelo numérico basado en el método de
ilamming para resolver ecuaciones diferenciales, se ha llegado a
los resultados analiticos a que habla llegado Pinet (1981),
para un 4ngulo ¢ = n/2. Hasta el momento la forma mlds completa
de obtener informacibn grifica de los experimentos numéricos
realizados, es a través de graficar lineas de S/2o constantes y

de rapidez contra el tiempo,

30
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No obstante lo anterior, es notoria la falta que Thace la
experimentacibn en laboratorio para corroborar los resultados
obtenidos y la posible diferencia con tratamientos como el de
iiiles (1961) e inclusive la posibilidad de haber interpretado

algin fendmeno de una manera equivocada,



VII _RECOMENDACIONES

En base a la seccibn anterior es obvio ver lo deiinitivo
gue serh la experimentacibdn en laboratorio (y su posible
confirmacibn con mediciones oceldnicas) para sefiglar con
exactitud las diferencias de ¢éste modelo con los de otros
autores, asl como su verdadera aportacibn en el estudio de los
flujos paralelos. Este experimento podrla basarse en los de
Thorpe (1968, 1971, 1973), en un canal cerrado., Aunque serlia
esencial en primer lugar, ver la forma de obtener las

condiciones impuestas por el sistema (2),

Consistirta en llenar dicho tubo de 3 cm.X 10 cm,¥ 2 nt,
(donde se podrlan hacer observaciones por dos & tres segundos)
con dos & mis capas de agua de diferente densidad (la forma més
fAcil serla con diferencias de salinidad), dejarlo reposar
horizontalmente y después inclinarlo wun <cierto 4ngulo para
producir un esfuerzo en el interior por la diferencia de
densidad, A la vez habrlia que temerlo montado en una base que
rotara para simular el parhmetro f, La forma de observar las
inestabilidades que serlan del tipo Kelvin-lielmholtz es por
medio de pintar una b varias capas de agua, mientras que las
mediciones se podrian hacer con fotograflilas (longitudes de oAda

y velocidad de particulas en suspensidn) & empleando un

hot—-wire.

32
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Considerando una ecuacibdn de conservacibn de masa donde
sblo hay transporte por difusidn, y escribiendo la densidad
como una suma de un campo medio més una perturbacibn,

tendremos:

’ l...‘.llll

Y teniendo un campo de velocidades (U,0,0):

o Py " 0 o x ’)=00.2
g kg ¥ BUUHEE & alagly T B PEIylp + p')+wd,(p * P

Como el campo de velocidades es constante en el tiempo,

podremos eliminarlo del primer término., Mientras que en el

<

segundo y tercero se eliminan debido a que se considera a ;

tinicamente como funcidbn de z.Dindonos:
atp' + (U + u)axp' + vayp' F Waz(;+ prY = B ensd

Aplicando la aproximacibn de DBoussinesq (dividiendo asi, entre

Po) 1llegaremos a la quinta ecuacibdbn de (3).

93¢0 + (U + u)ag® + vayd + (w/pglaz(p vt P') =0 ....4
t X y Palozlp
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APENDICE I1I

Lista de simbolos usados en la graficacibn,

Condiciones iniciales aleatorias (velocidad
horizontal, velocidad vertical y anomalia de

= =
[ =N.~]

THA densidad),
RA Nimero de Rossby,
RE Ntmero de Reynolds,
Ja ilbmero de Richardson,
F Angulo entre la perturbacidn y el flujo,.
MIHJ @w imaginaria,
DT Intervalo de tiempo wutilizado en la iteracibn,
1A S5 aleatoria (no se usd en las grificas presentadas).
E Representa un ntmero elevado a un cierto exponente

(por ejemplo 1X10%8),
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Figura (1)_Curva de estabilidad para el caso sin viscosidad

dado por la ecuacibn (20) en un espacio adimensional, Nbtese
que el mhximo valor de inestabilidad se alcanza en Jo = 1/4.

Sobre la parhbola se obtienen crecimientos neutros debido a la

ausencia de viscosidad , mientras que las inestabilidades

ocurren en su interior.
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Figura (2) _Soluciones grhficas en un espacio
tridimensional de la wecuacibdbn (21). Las inestabilidades

ocurren para w(Im) positiva, mientras que las negativas indican

amortiguamiento,
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Figura (3)_Dos 4ngulos diferentes de 1la superficie de

estabilidad dada por 1la ecuacibn (21),con Reynolds diferentes,
Nbtese el hundimiento para Richardson alto; indicador de

fuerte amortiguamiento, Graficado con un intervalo de Jo = 0.2
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han marcado 1las

se

donde

estereoscdpicas

_Grhficas

(4)

Figura

w(In)

tables que delinean wuna parhbola en

ZzOnas 1nes

estereoscdpicos

traveks -de dos tubos b lentes

(observhndolas a

se ven en tercera dimensibn),
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Figura (5)_Grhficas de perfil de 1ineas de S/Ro constantes
cercanas a la zona de mAxima inestabilidad; haciendo variar

Reynolds. En Re = 1X10® se obtiene el caso sin viscosidad,



N@=~K,79E-@7
VB= &.THE-B7
THa= 2.52E-B8
F= 0Of.A00d

VYV VVVVVVVVY

DT= 0.7

IH =-K.79E-11
VE= &, THE-B7
THE= 2.52E-08
F= 90.BdRd

0T= B.7

W< 7861
VB= §.74E-E7
THE= 3. S7E-28
F= 97 BQED

DT= 8.7

g -g7
VB= §.TYE-E7
THB= 3. 52608
F= 90, A0ER

" ##L0O6

0T= B.B7S

4@
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= |.BAE+@H
R@= Z.AAE+RA
RE= 3.BBE+AS
Ji= B, BEE-EI

5= |, BAE+AH
RA= 2.RHE+RE
RE= J.MEE+AS
Ji= . BAE-AI

= |.BAE+BA
Ri= 2.0@EC+RA
RE= 3.0@E4@S
Ji= Y. BEE-2|

5= | BEE+DB
RB= 2.R@C+RA
RE= 1.BOE+RS
di= 2. Bae-al

Figura (6)_Grhficas de rapidez <contra tiempo variando
Richardson y considerando un flujo sin viscosidad (Reynolds muy

alto).
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dT= B.7

DT= 0.7

T

DT= 8. 1785

"#&LOG

Nl=~S.75E-27
V= &, THE-RT
THB= 2.52E-B8
F= 50, B@da

ll?ﬂ'-i. 19E-A7

VB= &, T4E-B7
THE= 2.52E-08
f= OM. 2888

'H =8, 19E-H7

VA= B, THE-07
THR= 2.52E-38
f= 90,0400

lﬂﬂ=-5.79£—ﬂ7

VE= B.7T4E-01
THE= 2.52E-p8
F= 90, dagd
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= |, MAE+ER
RA= 2.H0E+Ad
RE= |, BAE+E2
J@= 7.B@E-AI

5= |, BAE+AR

Ré= 2, ARE+ED
RE= | BEE+E2
Ji= . @@E-A]

= |.BHE+RA
RA= 2.ARE+ER
RE= | .HBE+R2
Ji= 3.0RE-A]

5= |.BRE+BE

RB= 2, ARE+ED
RE= |, HRE+A2
Jé= |, BRE-@)

DT= B.EY37% 1ya

Figura (7)_Grhficas de rapidez contra el tiempo, observando el

efecto de la viscosidad,
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=-5.79E~-H7
Vi= B.T4E-B7
THB= Z.52c-@8
F= 0Of.2008

Bl
Wd=-5.,79E~07

Vi= B.7THE-@7

THB= 2.52E~E8

F= 50.7008

C

i
=) |

ﬂ$=-s.1sz-z7
VB= 6.74E-07

THA= 2.52E-B8

F= 50,202

I
1

B&B-‘-'-S. 19E-A7
VB= B.74E-A7

THE= 2.52E-E8

F= 0@.Rda8

Figura (8)_Rapidez

viscosidad alrededor de Re = 1X102%,
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§= |.DHE+EA
RE= 2.ARE+AH
RE= |.HBE+EZ
Jé= 3.HEE-@I
5= | BOE+AE
RB= 2. BHE+Ed
RE= |.BAE+H]
di= 3.BRE-AI
3= | . BEE+BH
RE= 2.H0E+A8
RE= | .BRE+A3
J@= 3.RRe-n|
5= |.AAE+AR
RE= Z.H0E+AR
RE= |.RAE+ES
Jé= 3.0E-2|

contra el tiempo observando el efecto de la



NB=-S.79€-87 S= |.@EE+ED
VB= B.7HE-07  RE= 2.EE+AM
THA= 2.52E-@8 RE= | BRE+A?
F= {.0@ge Jé= 7. BRE-Q]
' T ’
=-0.79E-07 5= |,DOE+ER
V= §.74E-87 RA= 2.DRE+R0
THE= 2.52E-B8 RE= |.RBE+AZ
F= 08008  Jd= 5.00E-B|
g T 1
1ﬂ}=-5.75[-ﬂ7 5= | .HBE+RR
VB= 6.74E-07 RE= 2.DRE+AR
THA= 2.52E-BE RE= |, QHEHA?
F= D.BB0R  Jg= 3.BBE-A)
d TN '
=-£.79(-07 5= |.BOE+0@
YB= 6.74E-B7 R@= 2.AAE+RE
THA= 2.52E-08 RE= |, BRE+A?
f= D.0BER  J@= |.RABE-B|
’ DT= B.25 oy
Figura (9)_Rapidez <contra el tiempo empleando un Angulo ¢ = 0,

ndbtese que la zona inestable ha desaparecido.
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DT= B.35

=

DT= B.3%

Figura (10)_Otra variacibn de

graficando rapidez contra tiempo,

NB=-5.79E-H17
VB= B.74E-E7
THR= 2.52E-78
F= 0O0.n088

'ﬂ@=-s.7ss-n1

VB= B, T4E-H7
THE= 2.52E-E8
= UOd. d8ed

'ﬂ =~8.79E-017

VB= B, T4E-B7
THE= 2.52E-@8
F= 90, Bded

14d
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5= |, dBE+DE
Ré= 2.MAE+AQ
RE= |.HBE+@]
Ji= 3.25E-@)

= |, BAE+RR

R@= 2.BRE+AD
RE= |.ARE+A2
Ja= 3.25E-@]

5= |, DRE+ER
RA= 2.ARE+AR
RE= | ABE+AY
Ji= 3.25E-@]

Reynolds en un Ahngulo ¢ = n/2,



