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RESUMEN de la tesis de Roberto Javier Guerrero Moreno presentada como
requisito parcial para la obtencién de la Licenciatura de Fisica. Ensenada, Baja

California, México, Febrero 2000.

Calculo de la Estructura Electronica de Carburos de Cromo.

Resumen aprobado por:

Este estudio consiste en describir la estructura electronica del carburo de cromo Cr,C,,
por medio de la densidad de estados y la estructura de bandas, las cuales se obtendran con
ayuda del programa CRYSTAL9S8, programa para calculos de quimica cuantica de
primeros principios. Los resultados que se obtuvieron fueron las graficas de la densidad de
estados y de la estructura de bandas, con estas se llegdé a la conclusién que el material
presenta propiedades metélicas, sin embargo este compuesto es sumamente dificil de
trabajar debido a la gran cantidad de electrones por celda unitaria del compuesto; por esta
misma razon los resultados que se obtuvieron son Unicamente, punto de partida para el
estudio del mismo; ya que se utilizd una base minima para lograr convergencia en energia.
En la revision bibliografica efectuada (Higlund, Grimball 1993, Garba, Jacobs, 1989,
Fernandez, Grimvall, 1989) no hay evidencia de estudios de este compuesto por lo cual
nuestros resultados de estructura de bandas y densidad de estados son los primeros
reportados.
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I. INTRODUCCION

I.1. Antecedentes

El trabajo de tesis que se desea desarrollar esta relacionado con el proyecto: sintesis
y caracterizacion tedrico-experimental de catalizadores para la reduccién de contam-
inantes del medio ambiente. La hidrodenitrogenacién (HDN), la hidrodesulfuracién
(HDS) 'y la hidrodeoxigenacién (HDO) son los procesos cataliticos més importantes
en la refinacién del petréleo.

Los catalizadores que comunmente se utilizan para tal proceso son los sulfuros
de Mo y/o W con promotores de Ni y/o Co. Los catalizadores sulfuro de Mo y
sulfuro de W cumplen requisitos para procesos industriales, pero para no rebasar
los limites actuales de contaminacién en otros procesos, se requiere el desarrollo de
nuevos catalizadores, mas activos y selectivos.

Recientes resultados en el campo de la catdlisis indican que parte de la activi-
dad catalitica en el proceso HDS puede deberse a la presencia de carburos metélicos,
puesto que estos compuestos también presentan una sustancial actividad en las reac-
ciones de hidrotratamiento. Los carburos metélicos son capaces de formar fragmentos
organicos durante el proceso de activacion in situ en la catélisis con sulfuros de Mo o
W; va se han realizado los primeros experimentos para intentar aclarar dicha cuestién

(Haglund, Grimball 1993; Garba, Jacobs, 1989; Fernandez, Grimvall, 1989).
En este trabajo se efectuardn los primeros calculos de la estructura electrénica de

uno de tales carburos metélicos, especificamente el carburo de cromo.




1.2. Planteamiento del Problema

Dentro del gran problema relacionado con la explicacién de la participacién de
carburos metélicos en la actividad catalitica, sabemos que el conocimiento de la es-
tructura electrénica de los compuestos que participan en un proceso catalitico, debe
facilitar Ia comprension de la actividad de cada compuesto en tales procesos.

En el presente trabajo nos limitaremos a calcular la estructura electrénica del car-
buro de cromo {CrsCs), representada ésta, por su estructura de bandas y su densidad
de estados.

E]l método de cdlculo que utlilizaremos es el de primeros principios denominado
Hartree-Fock por combinacién lineal de orbitales atémicos, en el cual las ecuaciones
son resteltas en forma autoconsistente, Finalmente los célculos son corregidos con
diferentes funcionales de la densidad para tomar en cuenta la correlacidn electronica.

Durante el resto del escrito daremos una descripcién cristalografica del carburo de
cromo que se estudid, los fundamentos tedricos para el método de calculo y una
descripcién de las herramientas utilizadas en el analisis numérico del compuesto.

Finalmente se presentaran los resultados obtenidos.




II. DESCRIPCION CRISTALOGRAFICA
El carburo de cromo, Cr3Cs, que estudiaremos es un material cristalino que tiene
estructura ortorrémbica y grupo espacial niimero 62, de acuerdo a la clasificacién de
las tablas internacionales de cristalografia (Hanh, 1989), por lo que tiene elementos
de simetria que simplifican su anélisis.
Antes de describir el compuesto presentaremos algunos conceptos cristalogréaficos
bésicos.

I1.1. Operaciones de Simetria.

Una operacién de simetria es aquella que deja a los objetos invariantes de tal
modo que se vean iguales frente a la operacién. A cada una de estas operaciones le
corresponde un elemento de simetria: estos son puntos, ineas y planos, con respecto
a los cuales se realiza dicha operacién. Los objetos se pueden clasificar en grupos de
simetria identificando a cada uno de sus elementos.

Existen cinco tipos de operaciones y cinco tipos de elementos (Atkins, 1991).
1. Identidad.

2. Rotacidn (la operacién) con respecto a un eje de simetria.

3. Reflexidén es un plano de simetria o plano especular.

4. Inversién a través del centro de simetria.

5. Rotacién impropia.

Por lo que podemos resumir a las operaciones en los tres grupos siguientes:




1. Translacién a través de los vectores de la celda de Bravais
2. Operaciones que dejan a un punto particular de la celda fijo.

3. Operaciones que pueden ser construidas por aplicaciones sucesivas de las opera-

ciones del tipo 1 y/o 2.

Para el caso de cristales la simetrfa derivada de la translacién de objetos a través

del espacio da lugar a los denominados grupos espaciales.

I1.2. Red de Bravais

Daremos dos definiciones equivalentes:

(a) Una red de Bravais es un arreglo infinito de puntos discretos con un arreglo y
orientacion que parece exactamente el mismo, por cualquier punto que sea observado.

(b) Una red (tridimensional) de Bravais consiste de todos los puntos con vectores

__}

R de posicién con la forma
o — — -—
R =nya] +nqas + n3az,

donde ay, as vy ag son cualesquier tres vectores no todos en el mismo plano, ny, ns,
y ns son nimeros enteros. Por lo que el punto Y 7,467, se alcanza al moverse una,
. . —
cantidad de pasos n; de longitud a; .
Los vectores @; que aparecen en la definicién (b) de la red de Bravais son los
llamados vectores primitivos y son los que generan o amplian la red. Cuando exami-
namos simetrias no-traslacionales, no consideramos a todo el grupo espacial de la red

de Bravais, si no sélo a esas operaciones que dejan a un punto particular fijo. Este




subgrupo de la simetria completa, de la red de Bravais, se le llama grupo puntual de
la red de Bravais.
Finalmente sélo existen 32 grupos puntuales diferentes que una celda de Bravais

puede tener. Cualquier estructura cristalina pertenece a alguno de estos 7 sistemas

cristalinos.
Num.
Sistema de Celdas Restricciones
Celdas
ay 7 ag # ag
Triclinica 1 Triclinica
a# B #y#90°
Monoclinica centrado a# B £y 90°
. 9
Monoclinica Monoclinica simple o=y =90°#£0
Ortorrémbica Simple
Ortorrémbica centrado
en &l cuerpo
i ) ay # ax # a3
Ortorrémbica 4 Ortorrdmbieca. centrado
en la base a=f=vy=90
Ortorrémbica centrado
en una cara
Tetragonal simple a) = ag = d3
oty 9
Tetragonal Tetragonal centrada o=F=v=900°
Ciibico Simple
o Chibico en el cuerpo 41 = a2 = 03
libico 3 — 3 — ~— Q0
Ciibico centrada a=f=y=90
en una cara
a1 = g = a3
i dral
Triagonal 1 Romboedra, a=f =< 120° £ 90°
ap = Qg 75 s
Hexagonal 1 Hexagonal Simple a =3 =90°
vy == 120°

Tabla 1: Los siete sistemas cristalinos con sus repectivas celdas y sus restricciones



La representacién grafica de los 7 sistemas cristalinos se muestra en la figura 1.
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Figura 1: Representacion grafica de las 14 celdas de Bravais

Los 7 sistemas cristalinos y las 14 redes de Bravais presentados anteriormente
agotan todas las posibilidades de los grupos puntuales.

A continuacién presentaremos una descripcién similar, pero con la diferencia que
ésta no se enfoca a redes de Bravais mas bien a estructuras cristalinas en general.

Consideremos la estructura obtenida al trasladar un objete arbitrario a través de
los vectores de cualquier red de Bravais, y al tratar de clasificar los grupos de simetria
de las redes obtenidas. Estas dependen tanto de la simetria del objeto, como la de

la red de Bravais. Debido a que ya no existe una restriccién en el niimero de grupos




de simetria, tenemos como resultade que la cantidad de grupos se a incrementado:
una red con una base puede tener 230 grupos de simetria diferentes, estos grupos son
conocidos como los 230 grupos espaciales.

I1.3. Celda primitiva y unitaria

La celda primitive unitaria es una region que al ser trasladada, llena completa-
mente el espacio sin ningtn traslape.

Tarnbién es posible llenar el espacio con celdas no primitivas (que se conocen
simplemente como celdas unitarias o celdas unitarias convencionales). Esta celda
generalmente se escoge més grande que la celda primitiva y debe tener una simetria
requerida.,

Siempre es posible escoger una celda primitiva con la simetria total de la red de
Bravais. Por mucho la més comun de estas opciones es la celda de Wigner-Seitz. Esta
es la region en el espacio con respecto a un punto de red, que se encuentra més cerca
a este punto que a cualquier otro punto de red. La celda de Wigner-Seitz, cuando se
traslada a través de todos los vectores de red llenars el espacio completamente y sin
traslapes, es decir, es una celda primitiva.

La celda primitiva debe contener a uno y sélo un punto de red (a menos que se
encuentre colocada de tal manera que contenga puntos sobre su superficie).

I1.4. Espacio reciproco

La informacién de los parrafos anteriores no contiene todos los datos crista-
logréaficos de una estructura cristalina, pero si los mds sobresalientes hablando en
el espacio convencional o directo. Existe otra forma de trabajar con cristales, rela-

cionada con la anterior, en lo que se denomina el espacio reciproco, que es donde se




efectuan los cilculos cristalograficos, y tal espacio juega un papel fundamental en el
estudio analitico de estructuras periddicas.

o
Considérese un conjunto de puntos R que constituyen una celda de Bravais, y a

ST s -— , . .
una onda plana, ¢!* 7. Para un k general, una onda plana no tendra la periodi-
cidad de una red de Bravais, pero para ciertas elecciones especiales de vectores si la

d = _-> 4
tendra. El conjunto de todos los vectores de onda & que describen un plano con la
- - . L} s sy '_)
periodicidad de una red de Bravais se conoce como red reciproca. Analiticamente, k

pertenece a la red reciproca de una red de Bravais, asumiendo que la relacién

—_—
se cumple para cualquier 7 y para todas los B en la red de Bravais. Factorizando

iF 7 pod izar la red rect unto d de ond
e s pO emos caracterizar la re I'eClpI'OC& COITIO uil COHlelltO e vectores de onda

._._‘_._) R
k que satisfacen

gy

ezk-r = 1. (2)

Note que en la red reciproca una celda de Bravais, se encuentra definida en base
a una red de Bravais particular. Cuando a la red de Bravais, que determina una red
reciproca dada, se le observa, con respecto a su reciproca, se le conoce comtinmente
como celda directa. Esto es, el espacio reciproco del reciproco es el espacio directo.
La celda primitiva en el espacio reciproco se denomina Wigner-Seitz. La construccién
se hace de la siguiente manera. Escoja cualquier punto en el red reciproca como un
origen, Dibuje los vectores conectando este punto con todos los otros puntos de la
red trace planos perpendiculares a cada vector en su punto medio. La figura sélida

més pequetia conteniendo el origen es {a zona de Brillouin. Donde ésta dltima y la




celda. de Weigner-Seitz son las mismas.
I1.5. Descripcidn del compuesto

El carburo de Cromo, CryCy es una estructura cristalina ortorrémbica, y pertenece
al grupo espacial G2.

Los pardmetros de red para la celda unitaria del compuesto son:

a b c a | 8| v
11.4883 | 5.5273 | 2.8286 | 90° | 90° | 90°

Tabla 2: Parametros de la celda unitaria para el CrsCy

Los tres valores a, b, y c son las longitudes de las aristas de la celda y los 1iltimos
tres corresponden a los dngulos entre cada uno de estos lados; las unidades estan
dados en Angstroms y grados, respectivamente.

Tenemos que la celda unitaria tiene un niimero irreducible de atomos igual a cinco,

donde tres de estos son de cromo y el resto de carbono, sus coordenadas espaciales

en unidades fraccionarias son:

Atomo lems.aro X v Z
atomico
1 24 0.406 | 0.030 | 0.250
2 24 -0.230 | 0.175 | 0.250
3 24 -0.070 | -0.150 | 0.250
4 6 -0.204 § 0.092 | 0.250
5 6 -0.048 | 0.228 | 0.250
Tabla 3: Coordenadas de los atomos en la celda unitaria
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Figura 2: Representacién grafica de la celda unitaria de C'ryC'y. Donde las esferas de color

claro representan dtomos de Cromo y las de color obscuro dtomos de Carbono.

La celda convencional del C'rzCy estd formada por:

Niimero de atomos por celda 40
Niimero de Capas 216
Nuiimero de Orbitales Atémicos 536
Numero de Electrones por Celda | 696
Electrones internos por Celda 464
Numero de Operadores de Simetria | 8
‘Tabla 4: Datos generales del compuesto

Las coordenadas de los 40 atomos utilizados para el estudio se presentan en la

tabla 6.




No. | Atomo I?IO'. ¢ Y yA
Atoémico
1 1 24 Cr 4,06E7! 3E2 | 25E1]
2 1 24 Cr 94E7% | -3E~? | -25E°!
3 1 24 Cr 94E7% | 47E7T | 25577
4 1 24 Cr -4.06E1 | -47ET | .285E T
5 1 24 Cr 406E1 ] 32 | 25E7!
6 1 24 Cr -9.4E2 3E 2 2.5E~1
7 1 24 Cr 9482 | -47E-T | 2551
8 1 24 Cr 406E! | 47E 1 | 2.5E7T
9 2 24 Cr 2.3E71 | 1.75E°1 | 2 5E 1
10 2 24 Cr 277 [ -1.75E71 | -o5E]
11 2 24 Cr 27871 | 3.95E~! | 2.5E71
12 2 24 Cr 2.3E° | -3.95E°1 | .2 5E71
13 2 24 Cr 23E7" | -1.75E1 | -2 5ET
14 2 24 Cr 27671 [ 1751 | 2.5E7T
15 2 24 Cr 7B | 325E71 | 25E T
16 2 24 Cr 2.3E7! | 32551 | 25E°T
17 3 24 Cr 7E7? | -15E7T | 25E71
18 3 24 Cr -43E~1 | 15E°! [ .25E7!
19 3 24 Cr 43E71 | 35E7 | 25E°1
20 3 24 Cr TE-2 3.5E7 | -25E !
21 3 24 Cr TE2 1.5E~1 | -2.5E71
22 3 24 Cr 4371 | -15E7 | 2.5E 1
23 3 24 Cr -43E1 | 35E71 | -25E1
24 3 24 Cr 7E=2 | 35E 1 T o5R-T
25 4 6 C 2.04E71 | 9.2E"? | 25E]
26 4 6 C 29681 | -0.2E72 | -25E-1
27 4 6C -2.96E7! | 4.08E°1 | 2.5F T
28 4 6 C -2.04E7! | -4.08E~! | -2.5E 1
29 4 6 C -2.04871 | 9.2E72 | 2561
30 4 6 C -2.96E71 | 99K~% | 25E7!
31 4 6 C 2.96E7! | -4.08E"1 | -2.5E 1
32 4 6 C 2.04E! | 4.08E-" | 2571
33 5 6 C 48672 | 228E71 | 2.5E 1
34 5 6 C 45951 | 228571 [ 2. 5E T
35 5 6 C 452E71 | 279k~ | 28R
36 5 6 C 48E7% | -2.72E 1 | 2.5E 7T
37 5 6 C 48E7% | 22851 | 2.5E 1
38 5 6 C 452E" | 228K~ | 2.5E 1
39 5 6 C -4.59E1 | -2.72E" | -2 5E T
40 5 6 C 48572 | 2721 | 25E7T

1T.as coordenadas se encuentran en Angstrom.
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Tabla 5: Descripcion geometrica de cada uno de los 40 dtomos de la celda

convencional.

La siguiente informacién se refiere a la celda convencional, y trata acerca del

arreglo de ésta y la cantidad de vecinos de cada dtomo en dicha celda

Atomo N |R/ANG | R/UA | Vecinos
1[Cr[1] 1.0324 [1.9510 [22] Cr
1 [ Cr[ 1] 1.2153 [2.2966 |38 ] C
1[Cr|1] 14382 | 27178 [35] C
9 ] Cr|1] 08291 | 15668 | 16| Cr
9 Cr 1] 0882 [ 16747 30| C
9| Cr| 1| 14945 | 28242 |27 C
17 Cr [ 1| 1.0324 [ 1.9510 | 6 | Cr
17| Cr | 1| 1.1055 | 2.0890 [ 24 | Cr
17 Cr [ 2] 2.0050 | 37907 [37] C
25| C | 1] 08862 | 16747 [14| Cr
25| C | 1] 14945 | 28242 [11] Cr
25| C 1] 17466 | 3.3006 |32 C
33| C [ 1] 02432 [ 0459 40| C
33| C [ 1] 12153 |2.2966 | 6 | Cr
33| C 1] 14382 [ 27178 [ 3 | Cx

Tabla 6: Arreglo de la celda convencional, y la cantidad de vecinos por 4tomo

Donde N es el niimerc de vecinos a una distancia R, ANG es la distancia en

Angstroms y UA es en unidades atémicas.
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III. FUNDAMENTOS TEORICOS

El procedimiento de Hartree-Fock es un método que se utiliza para encontrar una
solucién al problema de determinar la estructura electrénica. Fste método inicial-
mente fue propuesto por Hartree (1928), con el propésito de calcular la estructura
electronica de dtomos. La ecuacidn original no cumplia con el requisito de simetria
para electrones, asi como con la correlacién electrénica. Fn 1930 Fock propuse una
modificacion a este método, de esta manera corrigiendo el problema de simetria y
agrega un tipo de correlacién. Sin embargo este método no permitia el estudio de
moléculas, en 1960 Roothaan propone una modificacién que permite su estudio.
IIL.1. El método Autoconsistente

Tomaremos como ejemplo el dtomo de Helio para dar una explicacién detallada
de cédmo funciona el método, sin embargo es necesario aclarar que éste puede ser
generalizado facilmente para incluir compuestos con mas de dos electrones. Utilizando
la distribucién de probablididad de ambos electrones encontraremos la ecuacion de
Schrédinger para el sistema, la cual se puede ver es ciclica, es decir necesitamos
conocer su resultado para resolverla, por lo que utilizaremos el método de campo
autoconsistente para obtener un resultado.

El punto de inicio para el procedimiento Hartree-Fock (HF), para el Helio (He) es

la funcién de onda de 2 electrones, como producto de los orbitales

W(r, 7)) = O()(T7). (3)

2 Aportacién del electron independiente.
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De acuerdo con la ecuacién (3), la distribucién de probabilidad del electrén 2 es
®*(72)®(73)d7s. También podemos interpretar esta distribucién de probabilidad
cldsicamente como una densidad de carga, por lo que la energia potencial que el

electrén 1 experimenta en el punto 77, debido al electrén 2 es:

effr 2 N 1
U (7 = / ¥ (1) 0(72)—d73, (4)

donde el superindice “¢ff 7 es potencial efectivo o promedio riy es la distancia del
electrén 1 al electrén 2. Ahora definimos un operador Hamiltoniano efectivo de un
electrén
B () = 5 i -2+ U, o)
2 S
La ecuacién de Schrédinger correspondiente a este Hariltoniano efectivo indepen-

diente del tiempo y no relativista es

(30 (77) = B10(77), (6)

donde (6) es la ecuacién HF para el 4tomo de Helio.
La solucién de {6) nos proporciona la mejor funcién de onda orbital para el Helio.
Atin cuando encontramos (6) con argumentos fisicos, es posible derivar a (4) apli-

cando el principio variacional a la energia del atomo de Helio

Emﬁ dri drg & (77)8* (77) FTB(77) 8 (77). (7)

3Las unidades estan dadas en Unidades Atdmicas.
El procedimiento es similar para el electrén 2.
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Si en (7) sustituimos a

A

& 1 2 I 2 2 z
H=—§i-4Vi-2 -5+

LE S r12’
tenemos
E=Il+12+J12: (8)
donde
— TP 1 2 Z ®
L= [ drje* (7)) |- i -2 | @ (7)) )
2 Tj
Y
1
Jm::f/d?{dﬁ’@*(ﬂ’)@*(ﬂ’)r—dﬁ@(ﬁ)q’(?ﬁz) (10)
12

La integral ./;; es llamada la integral de Coulumb. La ecuacién (6) se puede
obtener al minimizar E con respecto a ®, ya que HY/ | en la ecuacién (6) tiene

simetr{a esférica, obtenemos
@ (F) = R() Y/ (0,4). (11)

R(r) es la funcién radial a ser determinada y ¥;™ (6, ¢) es el arménico esférico. Si

substituimos (11) en {6) tenemos

{ 1 d (2d)_£+M+Ufff(rl) R(r)=ER(r). (12)

2k dry e 1 2rf
Al parecer tenemos una ecuacién diferencial ordinaria por resolver. Pero, recordemos
aque UST/ (v} depende de ®(73), o R (ry) por lo que debemos conocer la solucién de
(12) antes de resolverla. La maneta de resolver ecuaciones del tipo (12) es mediante el
denominado método de campo autoconsistente. Este consiste en proponer una ®(7)
para evaluar U7/ (r,) en (4) y utilizarlo para resolver (12) y obtener un nuevo &(77),

que se utiliza como inicio para evaluar Uff ! (r1) y repetir el procedimiento.
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Este proceso ciclico se continda hasta que ®(7;) utilizado como entrada y el
®(ri41) obtenido se encuentran lo suficientemente cerca, o son autoconsistentes.

Los orbitales obtenidos son los orbitales de Hartree-Fock.

El método que utiliza en sus célculos de Hartree-Fock, combinaciones lineales de
los orbitales de Slater® fue desarrollado por el profesor C. Roothaan, de la Universidad
de Chicago. El procedimiento de Hartree- Fock- Roothaan se utiliza ampliamente para
calcular orbitales moleculares. Mas adelante se discutira acerca de este método.

Es interesante examinar el significado fisico del eigenvalor € en la ecuacién (6). La
cantidad e es la llamada energfa del orbital. Si multiplicamos a (6) del lado izquierdo

por ¢* (r1) e integramos, obtendremos
[ drte (@) B ()9 () = e (13)

Utilizando la ecuacién (5) para H&// y las definiciones en las ecuaciones (9) y (10),

resulta

&1 =Il+.]12. (14)

Primero notemos que la energia total del dtomo de helio no es la suma de las

energias de sus orbitales, ya que
51‘|‘€2 == (11+J12)+(12‘|'J12) %EﬁII+IQ+J12.
Si comparamos (14) y (8), podemos ver que,

£1 :EWIQ (15)

4Los orbitales Slater tienen Ia siguiente forma

Snim (Ta 6: ‘75) = anrnMIeﬁCT)/lm (6: ‘:b)

donde N,; es una constante de normalizacién y ¥, son los armdnicos esféricos. El parametro ¢
se toma arbitrariamente.
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Pero de acuerdo con la ecuacién (9), I es la energia del ion de helio, calculado con

el orbital de helio de Hartree-Fock ¢ (r). Por lo tanto (15) nos sugiere que la energia.

del orbital £; es una aproximacién a la energia de ionizacién (IE) del d4tomo de helio

0 que

IE 2 —g4 (teorema de Koopman)

La ecnacién (16) se conoce como el teorema de Koopman.

IIL2. Aportacién de Roothaan.

(16)

El Hamiltoniano no relativista e independiente del tiempo para adtomos con 2N-

clectrones es

L\E.q._\
Mz
SIN
Mz
Bt

Y la funcién de onda es

V(1,2,...,2N) = S

| pa@N) . pyalen) |

La energia se da por
E= fd‘f-?do-l---dfrz—fvdam\y* (1,2,..,2N) H¥ (1,2, ...,2N)

(19) puede ser escrita como

(17)

(18)

(19)

(20)
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donde
b = [ame @) (-5vi-2) 6, o)
Ji = /f dmma:(mqs;(r—;)Tiuqm('ff)@(ﬁ), (22)
Ky = [ arare (7)) 6 (@) 4 (7). 3

Las integrales J;; se llaman integrales de Coulomb y las Kj; se les conoce como

integrales de intercambio.

. » — . v . s . .
Los orbitales espaciales ¢; {7 ) son determinados aplicando el principio variacional

a la ecuacién (19) con lo que obtenemos

—~

Figy = Eig, t=1,..N, (24)

Fesel operador de Fock y es

ﬁ%=ﬁ+2(2Ai"Ai): (25)

donde
-~ 1 Z
i = _iv? - ;;1 (26)
Ry — — —s =y L —
S (7)) i (1) = ¢i(?‘1)/d7“2¢j(7“2);1;¢j(7’2), (27)
R i) = 60(7) [ ame () =i (7). (28)

Recordemos que la ecuacién de Hartree-Fock para Helio no contiene el término

de intercambio K, porque el estado base del Helio es un sistema de dos electrones
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con ¢; = ¢;. El operador Fock en la ecuacién (24) depende de todos los orbitales
y no puede ser evaluada a través de (25) a (28) hasta que todos los orbitales sean
conocidos. Por lo tanto (8) representa un conjunto de N ecuaciones acopladas. Estas
ecuaciones pueden ser resueltas numéricamente por el método autoconsistente, en
donde asumimos un conjunto inicial de orbitales ¢; (7;) para despues calcular un
conjunto inicial de operadores de Fock. Utilizando estos operadores, podemos resolver
ahora la ecuacién (24) para encontrar el nuevo conjunto de orbitales. Estos seran
utilizados para calcular un nuevo conjunto de operadores de Fock, que a su vez serdn
utilizados para calcular un nuevo grupo de orbitales. Este procedimiento ciclico se
continia hasta que los orbitales de un ciclo sean esencialmente los mismos a los del
siguiente ciclo o, i.e., hasta que sean autoconsistentes.

Los orbitales autoconsistentes obtenidos de la ecuacién (24) son los orbitales de
Hartree-Fock. Las ecuaciones (24} son resueltas en la préctica al expresar a ¢; como
una combinacion lineal de los orbitales Slater y tratando tanto a los coeficientes en la
expansién como a los parametros exponenciales en estos orbitales como pardmetros
variacionales. Este método fue introducido por primera vez por Roothaan y es Hlamado

el método Hartree-Fock-Roothaan.

I11.3. Conjuto Base Minimo

Para presentar este tema tomaremos como ejemplo al Cobre {Cu}, ya que este nos
presenta un caso mdas general que con el que nos encontramos trabajando, y de esta
forma podremos entender la eleccién del conjunto base minimo.

En la aproximacion restringida de Hartree-Fock, la configuracién electrénica del
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estado basal del dtomo de Cu (nimero atdmico 29) es:
Cu®® — 15725*2p°35%23p%3d1%45!, (29)

(1s) es la llamada capa-K, la capa-L es (2s, 2p), (3s,3p, 3d} es la capa-M, los (nl)
individuales se les conoce como subcapas. En este ejemplo existen siete subcapas. ¥n
el método de Hartree-Fock restringido, una funcién radial sencilla R, (r) se asigna a
cada subcapa. Para el Cu, Ry, {r), Ras (r}, Ras (7}, Ras (r), Rop (r), Rap (r), Raa (7)
son las siete funciones radiales, y se obtienen por métodos niimericos.

En el método SCF analftico éstas se aproximan utilizando combinaciones lineales

de las funciones base apropiadas, las cuales pueden ser denotadas como [s; (r), s2 (v},

...... s Sus(T) pL (), Da{T)y o vy D (1) di (), da (7)), oo ., dpga (7))

Ms

Rps(r) = Z Chsi 8: (1), (n=1, 2, 3, 4}, (30)

Mp

Rpp(r) = Z Chpi i (1), (n=2,3), (31)

Md
Rag(r) = > Chag di(r). (32)

=1
Estos desarrollos pueden ser tan exactas como las funciones radiales que se obtu-
vieron numéricamente, si las funciones base y la longitud de los expansiones M, M,

M, se escogen apropiadamente.
En el presente ejemplo los valores minimos M, M, My son 4, 2, 1 respectivamente.
Por lo menos siete funciones radiales son necesarias para desarrollar analiticamente
a los 7 orbitales 4tomicos radiales, los cuales son linealmente independientes y mutu-

amente ortogonales. En general, si existen N subcapas, existen N funciones radiales
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R, (r) distintas y para desarrollarlos analiticamente por lo menos se necesitan N fun-
ciones base. El conjunto con el menor nimero de las funciones base se le conoce
como conjunto base minimo. En nuestro ejemplo, el conjunto base minimo puede ser
escrito como {s1 (1), sz (v}, s3(r), sa{r); p1 (r), p2 (r); di (r)}. Nétese que la forma
real de estas funciones no se encuentra especificada.

Tedricamente debe existir una forma funcional optima de s, (7}, 82 (r), ..., d1 {r).
Intentamos encontrarla al expresarlos en combinacion lineales de funciones primiti-
vas conocidas y sencillas, Para este proposito introducimos las funciones del tipo

Gausseano u orbitales del tipo Gausseano (GTQ) como son conocidos normalmente

gs{egm) o e"‘"z, (33)
gpfayr) re_‘”z, (34)
galogr) ?‘26"0""2, (35)

y las expresiones para s; (r), s2 (), ...,

Ksi

8 (T) = Z d-‘)‘i,k 9s (asz’,k; ’l") ) (?' =1, 2, 3, 4) ) (36)
k=1
Ksi

r: (7') == Z dpi,k gp (api,k;r) y (7' = 11 2) ) (37)
k=1
Kat

dl ('T‘) huthd Z ddl,k [0 (adt,k§ ’f‘) . (38)
k=1

Aqui, Ky {dsir} {asir}, ... son los parametros de variacién.

Si ponemos s; (r) de (36) en el desarrollo de los orbitales dtomicos Ry, (r) en (30),

obtendremos

Ry (1) :Z sy dg; (7)), (39)
=1
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esto es una combinacion de las funciones Gausseanas primitivas tipo s. El mimero de
terminos K4 + Ko+ K3+ K4, puede hacerse lo suficientemente grande para que los
orbitales atémicos de Hartree-Fock R, (r) puedan ser representados tan exactamente
como sea deseado, con una eleccién prudente del conjunto primitivo de la funcién
{gs (a;7)} v el coeficiente de expansién optimo {a,s;}. Y, estos Ry, (r), Ras(7),
Ras (1), Ras (r), analiticos son las mejor formas funcionales de s;(r), s2 (1), s3(7),
s4 (). Esto quiere decir que, el conjunto de los orbitales atomicos de Hartree-Fock es
el mejor conjunto base minimo de un atomo.

II1.4. Teorema de Bloch

El teorema de Bloch trata acerca de funciones de onda en un sistema periddico.

Tenemos que:

- —

P (?’ + "ﬁ’i) = et b ¥ Eigh (77) (40)

—_—
donde B; = mjy @1+ nn @ o+ Nz @y los n;; son enteros y los @’; son 3 vectores
coplanares.
h"_) . 13 r A . 0 .

El vector k caracteriza una eigenfuncién particular, y determina el eigenvalor
para todas las translaciones.

Podemos encontrar distribuciones de electrones que no son periddicas. Atn cuando
la. densidad de carga en un cristal es periddica, ya que se repite exactamente en cada
celda unitaria, la funcién de onda por lo general no se multiplica por un factor de

"““““‘) ""—) .2’ 3
fase (la fase de Bloch, exp[i k& * R;]) en translacién. Por lo que podemos definir una

nueva funcién en términos de la funcidn de onda que es completamente periddica, por
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lo que tenemos
U(?,?-{-fi) = U(?,?’)
donde la funcién U (?, _7"""’) se conoce como la funcién de celda periddica.

IT1.5. Estructura de Bandas

El teorema de Bloch introduce un vector de onda ?, el cual termina jugando
el mismo papel fundamental en el problema general de movimiento en un potencial
periddico, que el vector de onda del electrén libre en la teorfa de Sommerfeld. Note
que cuando el vector de onda del electrén libre es simplemente P’ /R, donde P es
el momento electrénico. Esto es claro en bases generales, ya que el Hamiltoniano no
tiene invariancia translacional completa en presencia de un potencial no constante,
y por lo tanto sus eigenestados no serdan eigenestados simultaneos del operador de
momento. Esta conclusién se confirma por el hecho de que el operador de momento

P = (h/i) ?7?, cuando actua sobre i, nos da:

h

h 7 7 7
;V’l[)nk = ;E) (Etk . ?Unk (__7:.))) Zh“k_)'f,bnk + 81k : fGUnk (?) (41)

La cual no es, en general, solo en tiempos constantes t,,,; es decir, 1, no €s un
eigenestado del momento.
. b . —)

Sin embargo, en muchas maneras b k es una extension natural de p’ al caso de un
potencial periédico. Se conoce como el momento cristalino del electrén, para enfatizar
esta similaridad, pero no debemos dejarnos llevar por el nombre y pensar que 7 & es
un momento porque no lo es. Un entendimiento intuitivo de la significancia dindmica

_) Id . - .
del vector de onda k sélo puede ser adquirida cuando consideramos la respuesta de los

electrones de Bloch a campos electromagnéticos externos. Sélo entonces el parecido



24

de P’/ aparece.
— N
El vector de onda k& que aparece en el teorema de Bloch siempre puede ser con-
finado a la primera zona de Brillouin (o a cualquier otra celda primitiva conveniente
de la red reciproca).
. -'-)I -
Esto se debe a que cualquier k&’ que no se encuentre en la primera zona de

Brillouin puede escribirse como:

— —
k'=k + K, (42)
._._> ’ H »
donde %k es un vector de la red reciproca y K se encuentra en la primera zona.
iR : : 7 s
Ya que ' ® t = 1 para cualquier vector de la red reciproca, k'’ cumple con la ecuacién

N
(40}, por lo tanto también se cumplird para & .
—
El indice n aparece en el teorema de Bloch debido a que para una & dada existen
muchas soluciones a la ecuacién de Schrédinger.

Busquemos soluciones a la ecuacién de onda que tienen la forma (40).

el

w(?) mezk*

=
T

w (7)), (43)

_
donde k se encuentra fijo y u tiene la periodicidad de la red reciproca. Sustituyendo
esto en la ecuacién de Schrodinger, encontramos que « se determina por el problema

de eigenvalores

B 1> — 2 —
con la condicién de frontera u (7) = uy, (?’ + ﬁ) .

Debido a que la condicién de frontera es periédica, podemos considerar a (44) como

un problema de eigenvalores hermitianos restringido a una celda primitiva sencilla
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del cristal. Debido que el problema de eigenvalores se observa en un volumen finito
fijo, esperamos en términos generales encontrar una familia infinita de soluciones con
eigenvalores espaciados discretamente, que referimos con el indice n.
Note que en términos del problema de eigenvalores, especificado en las dos iltimas
3 _% I I L]
ecuaciones, el vector de onda k& aparece sélo como un parametro en el hamiltoniano
re _) ) .
M. Por lo tanto cada uno de los estados de energias para & dado, varia continua-
I} _> . Ly »
mente como varia k. De esta manera llegamos a la descripcion de los niveles de un
electron en un potencial periddico en términos de una familia de funciones continuas
—
en & ( k )
’ . * o . .
Atn cuando un conjunto completo de estados puede ser descrito con & restringido
a una celda primitiva sencilla. Debido que el conjunto de todas las funciones de onda
. I H )
y niveles de energia para dos valores de k, los cuales difieren por un vector de red
reciproco deben ser idénticos, podemos asignar los indices n a los niveles de tal manera
) . . « 2 . _)
que para una 7 dada los eigenestados y eigenvalores sean funciones periddicas de &

en la red reciproca:

U, 7w (T) =¥, (7)), (1)
£

Eﬂ.,?—i—}? = n,_k"

Esto nos lleva a la descripcién de los estados de energia de un electrdn en un po-

. YT 2 . e . . P -
tencial periédico, en términos de una familia de funciones continuas £ - 6 (En ( k )) ,
cada uno con la periodicidad de la red reciproca. La informacién contenida en estas

funciones se conoce como la estructura de bandas del sélido,

—
Para cada n, el conjunto de estados electrénicos especificados por e, ( k ), es
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....._.9
Hamada banda de energia. Notese que debido a que cada ¢, ( k ) es periddica y
ﬁ
continua en k&, tendra los Hmites superior e inferior, de tal manera que todos los
estados £, ( k ) se encuentren en la banda de energia encontrada entre estos limites.
I11.6. Densidad de Estados
Es comin que se tengan que calcular cantidades que sean sumas con peso sobre

niveles electrénicos con diversas propiedades. Estas propiedades son de la forma®:

Q=2 Q. (%}, (46)
nk

__ﬁ
donde por cada n 1a suma es sobre todas las & permitidas dandole niveles fisicamente
. * . _‘)
distintos, es decir, todos los & de la forma:
g =
= i
que se encuentran en una celda primitiva sencilla.
_)
En el limite de un cristal grande, los valores permitidos de & (47) se encuentran
muy cerca, y la suma puede ser remplazada con una integral. Ya que el volumen de
- :
un espacio-k por k permitido tiene el mismo valor con en el caso del electrén libre.
Encontramos que:
q~vlgnm—“22/ (), (49
donde la integral es sobre la celda primitiva.

— — —
Como es comun @y, ( k ) depende den y k s6lo a traves de la energia g, ( k ),

luego en una analogfa al caso del electrdn libre, podemos definir la densidad de estados

5El factor 2 es debido a que cada nivel especificado por n y % puedan acomodar dos electrones

de espin opuesto. Asumimos que €, (?) no depende en el espin del electrdn s. Si no tendriamos

que reemplazar el factor de 2 por una suma sobre s.
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por unidad de volumen (o densidad de estados para simplificar) g (¢) de tal manera

que g tiene la siguiente forma:

¢= j deg(e)Qe). (49)

Comparando (48) con (49) encontramos que

g(&) =) gale), (50)

donde gy, (£), la densidad de estados en la banda n-ésima, se encuentra dada por:

gn (€) = f ga (e Cen (?)) , (51)

donde la integral es sobre la celda primitiva,.
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IV. PROGRAMA CRYSTAL

Dada la composicién quimica y la estructura cristalina de un sistema periédico,
el objetivo de los métodos de primeros principios es calcular sus propiedades fisicas
y quimicas tan preciso como sea posible, dentro de un costo de tiempo computa-
cional razonable. Haciendo uso de unas cuantas constantes fisicas y sin pardmetros
ajustables.

El programa CRYSTAL permite el calculo de funciones de onda y propiedades
de sistemas cristalinos, con la aproximacién de la combinacién lineal de orbitales
atoémicos de Hartree-Fock.

Fl cédigo fue creado inicialmente por el grupo de quimica tedrica de la Universidad
de Torino al final de los afios 70s y lo han ido mejorando permanentemente hasta la
fecha.

Este programa realiza calculos ab initio de la energfa del estacio base, funciones de
onda electrénicas y propiedades de sistemas periddicos. La aproximacion fundamental
es el desarrollo de la funcién de onda de una particula simple como una combinacién
lineal de orbitales atémicos centrada en los dtomos (LCAQO) basada en las funciones
Gausseanas (GTT).

LCAO en el presente caso quiere decir que cada orbital cristalino (el equivalente
del orbital molecular) es una combinacién lineal de las funciones Bloch definidas en

términos de funciones locales (de aqui en adelante Hamados orbitales atémicos, AOs).

Las funciones locales son en si combinaciones de funciones Gaussianas (GTF)

cuyos exponentes y coeficientes se encuentran definidos por los datos de entrada.
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Pueden utilizarse los orbitales tipo s, p (en el orden z, y, 2) y d (en el orden
22° — x* — y?, w2z, yz, 2% — ¢?, zy) de GTF. También se tienen disponibles orbitales
sp (orbitales s y p compartiendo el mismo conjunto de exponentes). El uso de estos
orbitales nos puede ahorrar mucho tiempo de CPU.

El programa puede automdticamente manejar cualquier simetria espacial: se en-
cuentran disponibles 230 grupos espaciales, 80 grupos planares, 99 grupos lineales y
45 grupos puntuales.

IV.1. Subprogramas de CRYSTAL

CRYSTAL es un conjunto de tres programas denominados: integrals, SCF, y
properties.

Integrals.

Contiene la rutina de entrada (geometria, conjunto base, pardmetros computa-
cionales); generando la red infinita, ejecuta andlisis de simetria y la seleccién de in-
teracciones no despreciables; evalia las integrales bielectrénicas y monoelectrénicas.

La salida de esta primera parte consiste en informacion general del sistema, indices
de simetria, e integrales.

SCF.

Est4 dedicado a cdlculos de autconsistencia (ver en la figura 4 ); los cuatro pasos
@, B, 7, § son ejecutadas en cada ciclo: en «, la matriz de densidad del espacio directo
se combina con las integrales (guardadas en el disco) para dar la matriz Fock; en 3
se obtiene la transformada de Fourier de la matriz de Fock; en « la matriz F'(k), se
diagonaliza; finalmente en § los eigenvalores se usan para determinar la superficie de

Fermi y los eigenvectores para calcular la matriz de densidad de la red directa.



30

Properties.

Se calculan las propiedades del éstado base, partiendo de la convergencia obtenida
anteriormente.

Se puede utilizar un conjunto base para describir todos los electrones del sistema
y también es posible sélo para los electrones de valencia, cuando se utilizan sendopo-
tenciales para describir los electrones internos,

La estructura del codigo del programa sigue detalladamente la teoria. En la figura
4, las caracteristicas peculiares del método Hartree-Fock se pueden observar.
IV.2. Costo del céilculo de la funcién de onda

El costo computacional de los cédlculos depende de muchos factores, algunos de
ellos puede ser controlados ajustando los pardmetros computacionales de acuerdo a la
precisién requerida en los resultados al ntmero de integrales que serén exactamente

evaluadas y va depender de los siguientes parametros:

e Numero de funciones base en la celda unitaria.

En un conjunto base, el ntimero de integrales de 2 electrones a ser evaluadas,
depende casi linealmente del tamafio de la celda, mientras que el nlimero de integrales

monoelectrénicas tienen una dependencia cuadrética.

» Simetria del sistema.

En sistemas de alta simetria sélo una fraccién pequena de integrales se evaluan,

las demaés son generadas por transformaciones de simetria

e Exponentes de Gaussianas de valencia.
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Los criterios de seleccidn de las integrales a ser calculadas estd basado en el traslape

de los exponentes de las gaussianas. Se recomienda evitar funciones muy difusas,

¢ Tipos de funciones base.

Los orbitales d emplean mayor tiempo de computadora que los orbitales s y p;

capas sp ocupan menos tiempo de computadora que individualmente s y p.




Definicidn de geomelria
Definicidn de simetria translacional
Cdleulos de informacion simétrica

!

Especificacién del conjunto base

'

Clasificacion de seleccion

Computacién de integrales de uno y dos electrones

i

o) Reconstruccidn del conjunto base

9) Cdlculos de la

Energia de Fermi

reconstruccién de
PT

PT PT
_>
f SCF *
C(k)
(k) <+ 7 Py

v) Diagonalizacidn de F{k)

) Transformada
de Fourier PT

L

Propiedades

Figura 3: Diagrama de flujo del programa CRYSTAL
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V. RESULTADOS

En este capitulo presentaremos los resultados obtenidos durante el desarrollo de
esta tesis la interpretacién de los mismos, asi como algunos problemas que se presen-
taron en el desarrollo de la misma. Debemos recordar que este trabajo es una primera
aproximacion para tratar de explicar el comportamiento electrénico del carburo de
cromo, C'r3(Csy, y esperamos que sea una base para futuras investigaciones.

Como se mencioné anteriormente, la herramienta principal para el célculo de
estructuras electrénicas, es el programa CRYSTAL en cualquiera de sus versiones.
La version utilizada para el desarrollo de esta tesis fue CRYSTALIS, que en realidad
difiere muy poco de la versién anterior. Lo mds importante es que hace célculos
de primeros principios, utiliza el método de campo autoconsistente para resolver las
ecuaciones.

Es importante mencionar que los parametros iniciales son los datos que se presen-
tan en la tabla 3.

V.1. CrsCy

Antes de proceder con la interpretacién debemos observar las tres figuras, sigu-
ientes, donde las dos primeras son las grificas de estructura de bandas y densidad de
estados, respectivamente, del compuesto C'r3Ch, éstas representan los resultados, v la
tltima es la primera zona de Brillouin del mencionado cristal en que se indican los
puntos caracteristicos, (I, X, S y R), que son los puntos extremos de las lineas de

méxima simetria en dicha zona, a lo largo de las cuales se calculan las bandas.




Figura 4: Estructura del Cristal ortorrémbico Cr3;Cy.
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Figura 5: Densidad de estado (DOS) del Cr;C.
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Figura 6: Primera Zona de Brillouin para el CryCs.

Observemos la figura 4, como se habia mencionado representa la estructura de
bandas de Cr3Cy en la primera zona de Brillonin. En el eje horizontal esté repre-
sentada la posicién a lo largo de las lineas de méxima simetria, y en el eje vertical
tenemos a la energia, que se encuentra dada en unidades atémicas (w.a.)8. Las lineas
de méxima simetria, definidas por los puntos especiales (T, X, S, R}, limitan la minima
regién dentro de la primera zona de Brillouin, necesaria para generar toda la zona
mediante las operaciones de simetria correspondientes.

En el intervalo de energfa de -1.2 a -0.8 tenemos un conjunto de bandas, que son
béasicamente la contribucién de los orbitales p y d del cromo, esto lo podemos observar
en el mismo intervalo, en la Figura 4, al comparar estas grdficas debe quedar claro
que en la Figura 5 la energia se encuentra en el eje de las abscisas, y en el vertical
tenemos la intensidad, esta grifica representa la densidad de estados (DOS) del Cr3C,.

Regresando a la comparacion; en la Figura 5 tenemos pues, que la contribucién a la

61. u.a. es equivalente a 27.21 eV
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densidad total en el intervalo -1.2 a -0.8 se encuentra dada por los orbitales p y d del
cromo. Inmediatamente después de estas bandas podemos observar en ambas graficas
una ausencia de bandas (“gap”) posteriormente tenemos otro conjunto de bandas y
después otro “gap”, en este intervalo (-0.8 a -0.6), al observar las contribuciones
de los orbitales en la figura 5, podemos ver que esta parte es una participacién de
orbitales p v d del cromo y de orbitales s y p del carbono, pero, teniendo cuidado
con las proporciones, se puede ver que la mayor contribucién se encuentra dada por
los orbitales p del carbono. Inmediatamente después de este segundo “gap” tenemos
un conjunto mucho mayor de bandas, en el intervalo -0.4 a 0.6, y si observamos en la
figura 5. podemos ver que contribuyen los orbitales s y p del carbono y los d y p del
cromo, pero los que contribuyen mas a esta densidad de estados total son los orbitales
d del cromo y el orbital p del carbono por lo que podemos decir que esta densidad
de estados representa una hibridacién del tipo pd. Oftro detalle importante es que
la energfa, de Fermi (Ey), se localiza entrelas bandas dato que se puede observar en
ambas graficas, esto nos indica que el compuesto tendrd un comportamiento metélico,

ya que entre las bandas de conduccion y de valencia no se presenta ninguna separacion.
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VI. CONCLUSIONES.

El propdsito de este trabajo fue describir la estructura electrénica del CrsCy uti-
lizando estructura de bandas y densidad de estados. Propésito que se cumplié, ya que
al analizar las graficas de densidad de estados (figura 4) y de estructura de bandas
(figura 5) del compuesto, podemos concluir que el material presenta comportamiento
metédlico pues como se observa en la figura 5 la energfa de Fermi caracteristica de
un compuesto metdlico, estd en el interior de las bandas, indicando la ausencia de
separacion entre las bandas de conduccién y de valencia. Podemos observar también,
una hibradacion de orbitales p y d (figura 4), como esquema dominante para la
configuracién electronica de los electrones de conduccién caracteristica tipica para
compuestos com metales de transicién. Consideramos que este trabajo es un buen
inicio para el estudio de los carburos de metales con orbitales 3d, ya que son suma-
mente dificiles de estudiar debido al gran numero de electrones por celda. Esto no
es algo trivial, como se puede ver en las referencias siguientes (Hzglund, Grimball
1993; Garba, Jacobs, 1989; Ferndndez, Grimvall, 1989); se requiere de un gran poder
computo necesario para poder realizar los célculos con métodos de primeros princip-
ios. En éstas mismas referencias se puede observar que la mayoria de los resultados
obtenidos para este tipo de materiales fueron extrapolados del estudio de compuestos
mas sencillos.

Es necesario recordar que nuestros resultados fueron hechos con un conjunto base
mfnimo, pero asi mismo es importante mencionar que son las primeros calculos re-
portados de bandas y densidad de estados para este compuesto hasta donde se puede

saber por la bisqueda bibliogréfica realizada. También es importante aclarar que
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esta drea de investigacidndebe seguir trabajando, y solamente ayudara el continuo
adelanto en la programacién y métodos numéricos, asi como el mejoramiento de los

equipos de cémputo,
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