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RESUMEN de la tesis que como requisito parcial para la obtencién de la Licenciatura
en Fisica presenta Sinuhé Alejandro Pérez Paydn. Ensenada, Baja California, México., Junio
de 2006.

ESTUDIO DE LA ENTROPIA DE AGUJEROS NEGROS

Resumen aprobado por:

==

Dr. Ofar Miguel Sabido Moreno

Director de Tesis

Se presenta un estudio de la Entropfa de Agujeros Negros mediante tres formalismos
diferentes. Primeramente se vio el formalismo usado por Hawking, después se estudié la
Entropia de Agujeros Negros mediante el uso del ensemble canénico, por iiltimo, se calculd
estd propiedad termodindmica con el uso de las integrales de trayectoria de Feynman. Para
el primero de estos formalismos se muestra que la Entropia es directamente proporcional
al drea del agujero (Entropfa de Hawking-Bekenstein). Con los dos dltimos métodos se
obtienen el término calculado con el primer formalismo mds una correccién logaritmica,
cuyo argumento es el término de Hawking-Bekenstein.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

En los primeros treinta afios del siglo pasado surgieron dos teorfas que cambiaron radical-
mente la visién que el hombre tenfa de la fisica y de la propia realidad: la teorfa General de
la Relatividad (1915) y la Mecénica Cudntica (aproximadamente 1926). Albert Einstein fue
responsable de la primera, y desempefié un papel fundamental en el desarroiio de la segunda.
La mayoria de los fisicos pronto admitieron tanto la Relatividad Especial como la Mecénica
Cué.ptica, porque describian fenémenos que podian ser observados directamente. Por otro
lado, 1a.ReIatividad General fue en gran parte ignorada porque mateméticamente resultaba
demasiado compleja, no era susceptible a comprobacién en el laboratorio y se trataba de
una teorfa en verdad cldsica que no parecia compatible con la Meca’.pica Cuéntica. De ese

modo la Relatividad General permanecié en el limbo por casi cincuenta afios.

El gran desarrollo de las observaciones astronémicas iniciado a principios de la década de
los setenta suscité una renovacién del interés por la teorfa clésica de la Relatividad General
y& que muchos de los nuevos fenémenos descubiertos, como quésares, pilsares y fuentes
compactas de rayos X, indicaban la existencia de campos gravitatorios muy intensos que

solo cabia describir por medio de la Relatividad General.

Al principio de la década de los setenta Bekenstein (Bekenstein, 1973, 1974a,b) propuso
1




la cnantizacién de los Agujeros Negros, sugirié que la temperatura del objeto es proporcional
a la gravedad superficial y més aiin, que la entropfa es proporcional al 4rea del horizonte
de eventos. Propuso que el drea de un Agujero Negro no extremo (carga eléctrica diferente
a su masa) juega el papel de un invariante adiabdtico y concluye que el drea del horizonte
deberia tener un espectro discreto con eigenvalores uniformemente espaciados.

Otro resultado de la época fute el descubrimiento de las leyes mecénicas (Barden et al.,
1973} en el marco de la Relatividad General, las cuales gobiernan a los Agujeros Negros no
extremos. Estas leyes son muy similares a las leyes de la termodindmica, esta similitud no era
bien entendida hasta que Hawking (Hawking, 1975; Gibbons y Hawking, 1977) descubrié
que los Agujeros Negros se evaporan y que su radiacién es la de un CUCIPO 1Negro con
temperatura proporcional a la gra,védad superficial.

Estos sorprendentes resultados de hace tres décadas apuntan hacia una relacién més pro-
funda entre la Relatividad General, la Mecinica Cuéntica y las propiedades termodindmicas
de los Agujeros Negros. Los célculos semicldsicos de Hawking dieron una interpretacion de

la relacién entre la. Mecénica, Clésica de los Agujeros Negros y su termodindmica, la cual

lleva a entender el incremento de la entropia.




Capitulo 2

RELATIVIDAD GENERAL

2.1 Relatividad Especial

Frecuentemente se dice que Ja Relatividad Especial (RE) es una teoria 4-dimensional: tres

dimensiones espaciales y una temporal, a diferencia de la Relatividad Galileana (Mecénica.

Newtoniana (MN)), donde se consideraban tres dimensiones espaciales y una pardmetro

temporal. Sin embargo no existfa ninguna razén de considerar estos aspectos aparte de una

sola teoria de espacio-tiempo cuatrodimensional.
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F1aUuRA 1.- Los ejes primados estdn rotados respecto de los no primados.

Consideremos un plano 2-dimensional. Tipicamente es conveniente etiquetar los puntos

en dicho plano introduciendo coordenadas, por ejemplo, definiendo una base ortogonal dada
3




por ¥ e y y proyectar cada punto sobre estos ejes de la manera usual. Sin embargo, es claro
que la mayoria de los aspectos geométricos del plano, son independientes de nuestra eleccién
de una base. Un ejemplo sencillo es el de considerar la distancia entre dos puntos, la cual
estd dada por

= (Az)® + (L), (1)

en un sistema de coordenadas cartesiano, definido por los ejes o’ y %/, que estdn rotados

con respecto a los originales (ver figura 1), la férmula para la distancia se ve inalterada
s = (A7) + (DY), (2)

por lo tanto decixﬁos que la distancia es un invariante bajo tal cambio de coordenadas.
Aunque usamos dos nimeros distintos para etiquetar cada punto, los nimeros no son la
escencia de la geometria, ya que podemos rotar ejes y dejar la distancia invariante. En la
MN no existe la nocién de rotar el espacio y el tiempo en si mismos, sino la nocién de un
tiempo absoluto tiene como consecuencia coordenadas independientes.

Sin embargo este no es el caso de la RE. Consideremos las coordenadas (f,z,y, 2) en
el "espacio-tiempo”, las coordenadas espaciales (z, ¥, z) conforman un sistema carfesiano,
construido por ejemplo soldando varillas rigidas que se intersectan en angulos rectos, que
se mueve Iibrgmente sin acelerarse. La coordenada tgmporal se define por un conjunto de
relojes que no se mueven respecto a las coordenadas espaciales (ya que este es un experi-
mento pensado, podemos imaginar que las varillas son infinitamente largas, y que hay un
reloj en cada punto del espacio). Los relojes estdn sincronizados de la siguiente manera; si

uno viaja de un punto a otro en el espacio en linea recta a velocidad constante, la diferencia




de tiempo entre los relojes al final del viaje es el mismo, si uno hubiese hecho el mismo
viaje, a la misma velocidad, en la direccién contraria. Entonces el sistema de coordenadas

construido es un marco inercial.

Un evento es definido como un punto en el espacic a un tiempo, caracterizado por

(t, 2,9, z), donde el intervalo entre dos eventos estd dado por
s? = (e A1) - (Dz)? - (Ly)? — (A2)? (3)

donde c¢ es un factor de conversion entre el espacio y el tiempo, con unidades de velocidad.

Si ponemos una marco de referencia (¢, 2, v/, 2’) repitiendo el procedimiento anterior. pero
b) 1 bl b

permitiendo un cambio en las posiciones, d4ngulos y velocidad entre las coordenadas nuevas

y las coordenadas viejas, el intervalo se mantiene invariante
§* = (e At - (AT) — (Ay)? - (A, (4)

como veremos mas adelante, la transformacién de coordenadas que hemos definido impli-

citamente lo que hace es rotar el espacio y el tiempo en si mismos.

Denotemos las coordendas del espacio-tiempo por un superfndice que varia de 0 a 3,
= (xo,ml,mz, 553) , (5)

donde 2° = ¢, 2! = 2, 2% = y, *® = z y donde por simplicidad hemos tomado ¢ = 1.

Podemos escribir el intervalo de espacio-tiempo en una forma mas compacta, introduciendo




una matriz se 4x4, como

( 1 0 0 0
0 -1 0 0
Tap = ) (6)
0 0 -1 0
0O 0 0 -1

por lo que el intervalo de espacio-tiempo toma la forma
§* = npAztAz?, (7

donde se ha usado la convencién de suma de Einstein, en la cual fndices repetidos que
aparecen arriba (superindices) y abajo (subindices) son sumados.

Ahora podemos considerar transformacioﬁes de coordenadas en el espacio-tiempo. ;Qué
clase de transformaciones dejan al intervalo de espacio-tiempo invariante? Una son las
traslaciones de la forma

2% — 2% = g% 4 dz®, (8)
las traslaciones dejan las diferencias Az® igual (sin cambio), por lo que no es de sorprenderse
de que no haya cambio en el intervalo. La otra clase de transformaciones ]ineales_ es la de

multiplicar a 2 por una matriz (independiente del espacio-tiempo)
2% = A 2, (9)
0 en notacién matricial convencional
2’ = A=, (10)

donde bajo estas transformaciones la diferencia Az® si sufre cambios, por lo que debemos de

multiplicar por la matriz A. Ahora nos hacemos la misma pregunta: ;Qué clase de matrices




me dejan invariante el intervalo? Lo que queremos es que el intervalo sea invariante bajo

estas transformaciones, entonces

s* = (Az)Tn(Az) = (Az')Tn (Az') = (Ax)TATpA (Ag), (11)
y por lo tanta
7= AT7A, (12)
o
Tab = Mg A nerar (13)

entonces buscamos matrices AS tales que las componentes de las matriz My Sean las mismas
que las de 71,,. Las matrices que satisfacen la ecuacién anterior son conocidas como las
transformaciones de Lorentz, y el conjunto de est4s forman un grupo bajo multiplicaidén de
matrices, conocido como el grupo de Lorentz, Las transformaciones de Lorentz se clasifican
en diferentes categorfas. Primero, hay rotaciones convencionales, tales como las rotaciones
en el plano z — y

1 0 0 0

0 cosf sin@ 0
b= ) (14)

0 —sinf cosé 0

0 o 01)

el dngulo de rotacién 6 es una variable perfodica, con periodo 2. También existen los

boosts, los cuales se pueden pensar como rotaciones entre el espacio-tiermpo y las direcciones




del tiempo. Un ejemplo es

coshn —sinhy 0 0O

, —sinhn coshd O O
A} = ' (15)

o 0 10

0 0 01)

donde el pardmetro de boost ¢, a diferencia del 4ngulo de rotacidn, estd definido de —oo a

oo, Explicitamente podemos escribir las Transformaciones de Lorentz como
t' = Bt — vz /c?), z' = Bz — vt), y =y, 2/ =2z, (16)

donde = (1—v%—¢?)~1/2, Una herramienta muy 1til es el diagrama de espacio-tiempo, el
cual se construye con ejes iniciales £ y « en dngulos rectos y suprimiendo los ejes y y z. De
acuerdo a (15), bajo un boost en el plano 2 — ¢ el eje 2’ (¢ == 0) est4 dado por ¢t = ztann,
mientras que el eje ¢’ (z' = 0) estd dado por ¢ = x/tann. Podemos ver que los ejes del
espacio y el tiempo estdn rotados, pero se cortan en lugar de permanecer ortogonales, en
el sentido euclideano tradicional. También resulta interesante considerar las trayectorias de
viaje con velocidad ¢ = 1. Estas, estdn dadas en €l sistema de coordenadas original z = +.
En el nuevo sistema, las trayectorias definidas por ' = =t' son las mismas que iasrdeﬁnidas
por z = =t; las cuales son son invariantes bajo transformaciones de Lorentz. Sabemos que
ésta es la velocidad de la luz, por lo que hemos encontrado que ¢ es la misma en cualquier
marco de referencia. A un conjunto de puntos, los cuales todos estdn conectados a un sélo
evento por lineas rectas que se mueven a la velocidad de la luz se le llama cono de luz;
¥ todo este conjunto es invariante bajo transformaciones de Lorentz. Los conos de luz se

dividen en futuro y pasado; el conjunto de puntos que estdn dentro del futuro y el pasado




del como de luz de un punto p se le llaman timelike, los que estan fuera del cono de luz se
llaman spacelike y aquellos ques estan sobre el cono de luz se les llama lightlike o nulos (ver

figura 2).
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FIGURA 2.- Cono de luz donde se muestran los vectores tipo-tiempo, tipo-espacio y tipo
hiz & vectores nulos.

2.2 Principio de Equivalencia

La una de las fallas que tiene la teorfa cldsica de la gravedad de Newton, es que no es
invariante ante transformaciones de Lorentz. Esto condujo a Einstein a reformular la teoria
de la gravitacién de Newton por algo més complicado, 1 razén de esto, es que de acuerdo
a la RE, la masa es s6lo otra forma de energfa.

La pregunta que surge es la siguiente: ;;Cémo encontramos una mejor teoria?. Einsiein
atacé este problema pensando en tres temas relacionados:

1) El Principio de Equivalencia de la RE.

2) La relacién entre masa inercial y masa gravitacional.
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3) RE y aceleraciones.

Considerando el primer tema, recordemos que la RE postula que hay marcos de refer-
encia inerciales preferenciales, por ejemplo, aquellos que viajan a velocidad constante unos
de otros. Pasando al segundo tema, de acuerdo a la mecénica clisica de Newton, hay dos
conceptos independientes de masa: masa inercial m;, la cual es a causa a la resistencia a la
aceleracién, y la masa gravitacional my. Un hecho empirico importante es que la masa iner-
cial de un cuerpo es igual a la masa gravitacional. Einstein sorprendido ante estos hechos,
concluyo gue la igualdad entre la masa inercial y la gravitacional sugerfa una relacién mds
estrecha entre la inercia y la gravedad, es decir, los efectos de la gravedad ¥ la aceleracién
localmente son indistinguibles. Einstein sostuvo esto mediante unos experimentos pensados,

que también se conocen como los experimentos del elevador.

Consideremos a una persona en una caja sellada (elevador) en algtn lado del espacio
exterior. En Ja ausencia de fuerzas, est4 persona flotard. De igual manera, si suelta dos ro-
cas, éstas flotaran libremente junto con él (ver figura 1). Ahora, supongamos que un agente
externo acelera la caja hacia arriba con aceleracién constante (ver Figura 2). Entonces, la
persona serd empujada hacia abajo del elevador con una fuerza constante y también verd
que las rocas caen hacia el piso. Ahora consiederemos que la caja estd imersa en un caImpo
gravitacional constante. De nuevo serd empujado a la parte baja del elevador con una fuerza
constante e igualmente caeran hacia el piso las rocas. Sin poder hacer un experimento den-
tro del elevador, ;puede la persona decir si lo que esd experimentando es debido al campo
gravitacional o debido a que un agente externo lo estd acelerando hacia a.rriba? Claramente,

los efectos de la gravedad y de la aceleracién son indistinguibles localmente. Consideremos
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I'IGURA 3.- Un experimentador y dos piedras fiotando libremente en algiin lugar del espacio,
esto es, en ausencia de fuerzas.

7

A4
\J

FIGURA 4.- Aceleracién constante hacia arriba simula el efecto de un campo gravitacional:
el experimentador y las piedras caen hacia el fondo de la caja.

ahora que alguien corta el cable del elevador (figura 4). Entonces el elevador caers libre-

mente hacia abajo, como en la figura 1, la persona y las rocas flotardn como cuando no hay
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FIGURA 5.- El efecto de un campo gravitacional constante es indistinguible para el experi-
mentador de aquel a aceleracién constante

gravedad. Esto quiere decir que localmente, el efecto de la gravedad puede ser eliminada
por un marco de referencia que cae libremente. En las situaciones mencionadas se ha enfa-
tizado en los conceptos de aceleracién constante y en localmente. Para ver el significado de
esto consideremos a nuestro experimentador en su elevador en el campo gravitacional de la
Tierra. Este campo gravitacional no es constante pero s es esféricamente simétrico. Por lo
tanto las rocas se acercardn mutuamnete conforme van cayendo hacia el piso del elevador,
en la direccion del centro del campo gravitacional. De este modo, si alguien corta el cable,
y €l elevador estd en caida libre (figura), la persona flotars asi como las rocas, pero nuestro
experimentador notard que las rocas se estdn acercando una hacia otra. por alguna razén,
entonces llegard a la conclusién de que existe alguna fuerza responsable por eso. Por lo que,

en un campo gravitacional que no es constante, los efectos de la gravedad no se pueden
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FIGURA 6.- La caida libre en un campo gravitacional tiene el mismo efecto como si no
hubiera campo gravitacional.

eliminar por el hecho de ir en un sistema de referencia en caida libre. Esto sélo es posible

localmente, a escalas donde el campo gravitacional es esencialmente constante.

Einstein formalizé los resultados de estos experimentos pensados en lo que se conoce

como el Principio de Equivalencia:

Para cada punto en el espacio-tiempo en presencia de un campo gravitacional arbitrario
es posible escoger un sistema de coordenadas localmente inercial tal que, dentro de una regicn
suficientemente pequeria alrededor de un punto, las leyes de la fisica tienen la misme forma

que en los sistemas de coordenadas cartesianos no acelerados en ausencia de grovitacion.
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F1GURA 7.- El experimentador y las piedras en un campo gravitacional no uniforme, las
piedras se acercaran una o otra mientras caen al fondo del elevador.

2.3 Geodésicas

Podemos aprender los efectos de la gravitacién transformando las leyes de la fisica (las
ecuaciones de movimiento) de un sistema inercial de coordenadas cartesiano a otro sistema
de coordenadas (acelerado, curvilineo). Veamos lo anterior para el movieminto de una

particula libre masiva, descrita en un sistema de coordenadas inercial 2% por

2

d
725 =0, 17

donde 7 es el tiempo propio, y esta definido de la siguiente manera

dz'T == ﬂafb.rdil?!adﬂ'},b. (18)
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—

FIGURA 8.- El experimentador y las piedras caiendo en un campo gravitacional no uniforme.
El experimentador flota junto con las piedras las cuales se acercan entre si, indicando la
presencia del alguna fuerza.

Primero, el tiempo propio no puede depender de las coordenadas utilizadas para deseribir

el movimiento de la particula, entonces

dzT' == na:bfda:'“dsc'b (19)
dzr' dz’
= abwmdﬂi d&:b. (20)

Podemos notar que en las nuevas coordenadas, el tiempo propioc y la distancia ya no son

medidas por la métrica de Minkowski, sino por
d*r = gupdzida®, (21)

donde €l el tensor métrico lo definimos como

ox'e amfb

Jab =Taby o 55" (22}




i6

Como la expresién (21) estd en términos de un sistema de coordenadas cualquiera podemos
prescindir de las primas ya que los indices son mudos.
Volviendo a la ecuacién de movimiento, sabemos que por la regla de la cadena podemos

escribir

d Oz’ dx®

7" )= 23

donde 82'*/8z® es una matriz invertible en cada punto. Derivando una vez mss encontramos

e . B’ d?z®  9%x'* dab dz°

") = 5w B T adae ar 4 (24)
0z [d¥ze Oz B0 f.ifi dz¢ (25)
~ 9z% | d¥r ' 8’0 BzPHzc dr dr |

Ya que la matriz que aparece afuera de los parentesis cuadrados es invertible, en términos
de las coordenadas z%, la ecuacion de movimiento se convierte en

d?z® + Oz® J%gle d_:c"’ da®
d?r Oz’ Oxbdxe dr dr

(26)

A esta ecuacién se le cono ce como la ecuacién geodésica. Podemos reescribir la ecuacién
anterior de manera mds compacta

d2z® " dxb dz°

2 g dr (27)

donde

o Oz 8%’
be ™ Byta gzbage’

(28)
a I'g, se le conoce como simbolos de Christoffel. De Ja ecuacién de la geodésica vemos que los
simbolos de Christoffel pueden ser expresados en términos del tensor métrico ¥ sus primeras

derivadas

1 A
I = gg“d(gdb,c + Gdep — Ghe,d) (29)
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aqui g°* es la métrica inversa, esto es, g®3gg, = of.

En base a esto uno puede reconocer que la métrica juega el papel similar al del potencial
gravitacional. Dada una métrica se pueden calcular los simbolos de Christoffel sin tener
que deferminar en que sistema coordenado se estd. Esto identifica al tensor métrico como

una variable dindmica fundamental en la gravitacion,

2.4 La Métrica y Transformacién de Coordenadas

En la seccién anterior vimos que el movimiento de una particula libre eri el espacio de
Minkowski, en coordenadas curvilineas, es descrito en términos de una métrica modificada,
gab, ¥ un término de fuerza I'f, representando una pseudo fuerza” sobre la particula.
Del principio de equivalencia de Einstein se sigue que una descrpeién apropiada de un
acampo gravitacional real debe ser en términos del tensor métrico g.p(z) (y sus simbolos
de Christoffel asociados) y sélo se puede relacionar localmente con la métrica de Minkowski
mediante una transformacién de coordenadas. Entonces nuestro punto de partida es equipar
el espacio-tiempo con una métrica g.s(z).

A un espacio-tiempo equipado con un tensor métrico gab s¢ le llama espacio-tiempo

métrico. La métrica tiene la informacién de como medir distacias mediante
ds® = gapdzdz®. (30)

Tales distancias no deben depender del sistema de coordenadas que se est4 usando. Por lo

tanto, cambiando de las coordenadas z® a las coordenadas z' ¢(z®) y exigiendo que

gapdz®da® = goydz'*dz®, (31)
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encontramos que bajo una transformacién de coordenadas la métrica se transforma de
acuerdo a

Ax® Pxb
Ga'yy = Qab*éz:—,; 5"

(32}
Objetos que se transforman de est4 manera bajo una transformacién de coordenadas se le
conoce como tensores.

Un punto que podemos notar acerca del comportamiento de est4 transformacién es que

si el tensor métrico tiene un eigenvalor positivo y tres negativos, entonces esto serd cietrto

para cualquier sistema de coordenadas (en general los eigenvalores serdn diferentes).

2.5 Simbolos de Christoffel, Geodésicas y Transformacién de Coorde-

nadas

Sabiendo como se transforma la métrica bajo una transformacién de coordenadas, podemos
determinar como se transforman los simbolos de Christoffel. Un céleulo directo nos da

o 0'x®0z° 8z, 8z 5%

o 8z 9a® e e T gl Hzbre (83)
Asf, I'}, no es un tensor. Un célculo no tan tedioso nos da
dZ,yra " d'y’b dyic B 3y!a A2z . drt d_a:‘i (34)
d?r “dr dr  8z° | d&r bedr dr|”

Sabemos que haciendo una transformacién de un sistema inercial de coordenadas z° a uno
z'*, obtenemos (25). De igual manera, transformando de 2% a uno ¥"*, encontraremos (25)
con la 2's reemplazadas por las y/s. Igualando estas dos expresiones llegamos a (34) notando

que

Byfa ayla amia

dxe  Hz'a Jpo’ (35)
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En cualquier caso, mientras dy"/0z* sca una matriz invertible, podemos ver que la ecuacién
de la geodésdica es vélida en un sistema de coordenadas (y), si y solo si es vilida en otro

sistema de coordenadas (z).

2.6 El Método Variacioonal para Geodésicas

Haciendo una transformacién de coordenadas arbitrarias, para la ecuacién de un recta,
obtuvimos la ecuacién para la geodésica. Es de esperarse que, en general, una, geodésica
extremize el tiempo propio o (distancia propia) entre dos puntos en el espacio-tiempo. La

aceidn es simplemente

P
S = dr, (36)
Py
con
dr? = ggdz®da®. (37)

En orden de hacer la variacién, es Gtil introducir un pardmetro auxiliar s de modo que

dz® dzb

= (gab - — )2, (38)
entonces
fd'r— / dr/ds)ds = f(gabdid—xi)lﬂds. (39)
Donde estamos variando las trayectorias
1) — 2%(1) + 62°(7) (40)

dejando los extremos fijos, y denotaremos las derivadas de 7 por 2%(). Haciendo la variacién

encontramos que

_ dz® dz® . _; /2 dz® dx® dz® dz®
[ = g [ G s b G+ 2 1)
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1 d by 2 b c] a
2 f [ds (Zgabfﬂ ) Ba(gbc)a: ©C| oz - (42)
1 )
= /QQab:'ib + 23%3¢ [E(acgba + fea — Bagbc)] Sz (43)
= degab [.’:f?a' =+ chﬂ'&’b.’i‘c] . (44) :

El factor de 2 en la primera igualdad es debido a la simetria de la métrica, la segunda
igualdad se sigue de la integracién por partes y la tercera renombramos los indices y usando
la simetrfa de los indices #%%°, y el resultado sale de poner los simbolos de Christoffel en

términos de la métrica.

2.7 El Limite Newtoniano

Vimos que la métrica gqp juega el papel de potencial para la fuerza gravitacional. Queremos
encontrar la relacién de estos potenciales con los de Newton. Para esto consideremos una
particula moviéndose lenfamente en un campo gravitacional débil y estacionario.

Dividimos las coordenadas de la siguiente manera 2 = (f,2¢). Usando el hecho de
que da*fd7 < dt/dr (lento), gapo = 0 (estacionario), gap = Ngp + hab |hap] < 1 (débil), la
ecuacién de la geodésica se reduce a

d?zt 1
-2'55“ = Ehﬂg,i. (45)

La condicién de moviemiento lento implica que la ecuacién de la geodésica se puede ser

aproximadamente

2o + T8t2 = 0. . (46)
El hecho de que sea estacionaria nos dice que

1 1 .
oo = —§9ab3bgoo = —59‘”3:'900- (47)
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De la condicién de campo débil obtenernos
a 1 ai
Too = — 51" dshoo, (48)

por lo que
Il ) 1
Pgo = O, 0 = “'Eaih[)o. (49)
Entonces la ecuacién de la geodésica se divide en
i =0 (50)
o= Eaihoo. (51)
La primera de estas ecuaciones sélo nos dice que ¢ es constante, podemos usar esto en la

segunda ecuacién para convertir las derivadas respecto de 7 en derivadas respecto de la

coordenada temporal . Por lo tanto obtenemos (45). Comparando la ecuacién anterior con

dZwi

W = —¢,1’1 (52)
donde ¢ es el potencial Newtoniano, esto es,

GM
¢=—-—— (53)
T
lo cual nos conduce a hgg = —2¢ (la constante de integracién se fija, exigiendo que la métrica
sea la métrica plana en el infinito) 6
goo = —(1 + 2¢). (54)

Poniendo las unidades apropiadas (un factor de ¢?), encontramos que ¢ ~ 10-9 en la
superticie de la Tierra, 1076 en la superficie del Sol, por lo que la distorsién de la geometria
del espacio-tiempo producida por la gravedad es realmente pequeila. (lo que justifica las

aproximaciones).
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2.8 Principio de Covariancia General

Ya vimos que el principio de equivalencia de Einstein establece que las leyes de la fisica
deben de ser tales que, en un marco inercial se reducen a las leyes de la RE. Esto lo podemos
implementar transformando las leyes de la RE a un sistema arbitrario de coordenadas y
declarando que estds son vélidas para cualquier sistema de coordenadas.

Reemplazaremos el principio de equivalencia de Einstein por el principio de covariancia
general:

Una ecuacién es vélida en un campo gravitacional arbitrario si

1) La ecuacién es vilide en ausencia de gravedad, esto es, gqp = Nap =T =0y

2) La ecuacién es generalmente covariante, es decir, preserva su forma bajo una trans-

formacion general de coordenadas.

2.9 Ecuaciones de Campo de Einstein

2.9.1 Forma Euristica

Para, tener una idea de como serfan las ecuaciones de campo de Einstein, empezamos con
una analogia, una comparacién entre las ecuaciones de desviacén (geodésicas) en la teorfa

Newtoniana y en la Relatividad General.

Recordemos que en la teoria de Newton tenfamos que

d26zt

Ki = 884(x), (56)
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mientras que en la Relatividad General teniamos

D

B;Em“ = Kgémd _ (57)
K¢ = R bt (58)

La ecuacién de campo de Newton es
TrK = A¢ = 4nGp, (659)

donde A = V2, Mientras que en la Relatividad General tenemos
TrK = Rga®il. (60)

Esto sugiere de alguna forma que en las ecuaciones de campo de la Relatividad General,
A¢ deberia ser reemplazado por el tensor de Ricci Rgp.

Podemos notar, al menos aproximadamente, que la estructura, tensorial de esta identifi-
cacién es compatible con la relacién entre ¢ y ggg en el limite Newtoniano, entre la relacién p
y la componente 0 0 del tensor energfa momento {(Too), y el hecho de que para velocidades
pequefias Ropi%i? ~ Ry,

Ciertamente, recordemos que el campo estdtico débil producido por una densidad de
masa no relativista es

goo = —(1 + 2¢). (61)
Ademds, para materia no relativista tenemos
Too = p, (62)

asf, podemos escribir las ecuaciones de campo de Newton como

Agog = ‘*SWGTOO. (63)
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Lo anterior sugiere que las ecuaciones de campo débil para un tensor de energia momento

general puede tomar la forma

Ep = —87G T, (64)

donde Eqgp es construido de la métrica, de sus primeras y segundas derivadas. Pero por
el principio de equivalencia de Einstein, si ésta ecuacién es vélida paraL campos débiles,
entonces las ecuaciones que gobiernan los campos gravitacionales de intensidad arbitraria
también deben ser de esta forma, con E, un tensor construido de la métrica, sus primeras

y segundas derivadas,

2.9.2 Un Enfoque mis Sistemdtico

Veamos que es lo que sabemos acerca de Ey
1. E,; es un tensor
2. Egp tiene las dimensiones de una segunda derivada.
3. Egp es simétrico ya que T lo es.
4. Debido a que T, es una cantidad covariante que se conserva, se tiene que cumplir lo

mismo para Fg,

Vol =0 = V,E% =0, (65)
5. Finalmente, para un campo débil estacionario y materia no relativista encontramos
Foo = Agoo. (66)

Resulta que estas condiciones (1)-(5) determinan a Fg de forma tnica. Primeramente, (1)
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v (2) nos dicen que E,; tiene que ser una combinacién lineal

donde Ry, es el tensor de Ricci y R es el escalar de curvatura. Con lo anterior la condicién
(3) se satisface autométicamente.

Para implementar (4), hacemos uso de (255) y de (256) y nos gueda

2V°Rg, = V3R, (68)

Por lo tanto
VeE,, = (g + b) V,R. (69)
Por lo tanto requerimos 6 que V3R = 0 6 que a = —2b. La primera posibilidad se descarta

(no es consistente), esto lo podemos ver calculando la traza de (64)
Ef = (a+4b)R = —8nGT2, (70}

De este modo R es proporcional a T2, y ya que la cantidad no necesariamente tiene que ser
constante para una configuracién arbitraria de materia, la conclusién a la que se llega es

@ = —2b. Asi, encontramos que
1
Eap = a(Rap — 590 R) = aGap, (71)

donde Ggp es el tensor de Einstein. Ahora podemos usar la, condicién (5) para determinar
la. constante a.
De las consideraciones hechas anteriormente, hemos determinado que las que las ecua-

ciones de campo deben de ser de la forma

aG oy = —8nGTy, (72)




26

donde a es una constante ain por determinar. Si consideramos el limite de campo débil de
esta ecuacién. Lo que necesitamos encontrar es que Ggp sea proporcional a Agoo, ¥ usando
la condicién (5) podemos fijar el valor de . Las manipulaciones que baremos son andlogas a
las que hicimos en el caso Newtoniano, la principal diferencia es que ahora estamos lidiando
con segundas derivadas de la métrica en lugar de las primeras derivadas (que entran en la
ecuacién geodésica).

Para un sistema no relativista tenemos que ]T,J] & Tpo y por lo tanto |Gy < Goo.
Entonces_conclujmos que

1
Ty < Too = Rij ~ 59 R. (73)
Para un campo débil tenemos que ggp ~ 7,4, ¥ en partfcular,
R~ ™Ry, = R} — Ro, (74)

que junto con (73), se transforma en

R~ SR~ Roo, (75)
é
R ~ 2Rgp. (76)

En el limite de campo débil, Ryy est4 dado por
Roo = Ry = 1™ Riggo. (77)

Ademsés, en este limite sdlo la parte lineal (segundas derivadas) de Rgpeq va a contribuir, y
no los términos en las primeras derivadas. De este modo podemos usar la expresién (245)

(notando que sélo contribuyen los dos priemeros términos, ya que las I's son cero), ademds,
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en el caso estdtico podemos ignorar todas las derivadas respecto al tiempo, por lo que nos

queda que

1
By = ~5900,ik»

por lo tanto

1
Roo = —5Ag00-
Asi, poniendo todo junto, obtenemos

1
Ep=aGyp = a (R{m - -2-9003)

= a (Roo - %WOOR)
~ a(R-3R)
= a(Roo + Roo)

= a(Agoo).

(78)

(79)

(80)
(81)
(82)
(83)

(84)

Con la forma funcional correcta de Egg y compardndola con la condicién (5) podemos

determinar que @ = —1 y por lo tanto Eg, = —Ggp.

Finalmente tenemos las ecuaciones de campo de Einstein para una campo gravitacional

con una configuracién de materia-energfa decrita por el tensor de energia-momento Tob

1
Rap — ﬁgabR = 8nGTy.

(85)

Otra manera usual de escribir las ecuaciones de Einstein es calculando la traza de (85), o

que nos da

R~ 2R = 87GT?,

(86)
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sustituyendo en (85) obtenemos
Rop = 8rG(Typ — %gachc). (87)
En particular, en el vacid Ty = 0, por lo que las ecuaciones de Einstein son
Rgp = 0. (88)

Una métrica del espacio-tiempo que satisface estd ecuacién se dice que es Ricci-plana. No
debemos dejarnos impresionar por la simpleza de (88), debide a que en vacio las ecuaciones
de Einstein constituyen un conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales acopladas, cuya
solucién requiere del planteamiento de varias suposiciones acerca de la simetria de la métrica

lo que permite que las ecuaciones se simplifiquen y podamos llegar a una solucién analitica.




Capitulo 3

AGUJEROS NEGROS

3.1 Solucién de Schwarzschild

Ahora resolveremos las ecuaciones de Einstein en el vacio (D’Inverno, 1992), en el caso
més simple: el caso con simetrfa esférica. Debido a que el objeto de nuestro interés es
la métrica, estamos interesados en métricas que tengan dichas simétrias. Intuitivamente,
estéricamente simétrico significa que existe un punto privilegiado llamado origen O, tal que
el sistema es invariante ante rotaciones espaciales respecto a O. Entonces, si fijamos el
tiempo y consideramos un punto P a una distancia a de O, las rotaciones espaciales en P
nos dardn una 2-esfera centrada en O. Podemos entonces introducir una coordenada axial
¢ y una coordenada azimutal @ sobre la esfera de la manera usual. Trazando una lfnes
perpendicular de P al plano ecuatorial {z = 0) en @, entonces ¢ es el dngulo que hace oQ
con el eje positivo 2 y @ es el dngulo de OP con el eje positivo z. Todos los puntos en la

2-esfera serdn cubiertos por los rangos coordenados
08w, — << (89)
Atin més, el elemento de linea de una 2-esfera es

ds® = a%(d6? + sin® §dg?). (90)
29
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Es entonces natural asumir que en cuatro dimensiones podemos aumentar  y ¢ con una,
coordenada tipo-tiempo ¢ y alglin pardmetro tipo radial r, con lo que el elemento de lfnea
se reduce a la forma anterior sobre una 2-esfera con ¢ = cte y r = cte. La simétria
esférica requiere que el elemento de lfnea no varie cuando 8 y ¢ lo hacen, por lo que 8 y ¢
s6lo aparecen en el elemento de linea en la forma (d6? -+ sin? 8d¢$?). Podemos notar que la
métrica no puede tener términos cruzados por que debe de ser invariante bajo las reflexiones

0 - ¢ =n~6,y¢— ¢ = ~¢ Nuestro ansatz, es entonces, que existe un sistema de

coordenadas

(ma) = (3;01 3313552:33) = (t: 7,8, ¢)1 (91)

en el cual el elemento de linea tiene la forma,
ds® = Adt* — 2Bdtdr — Cdr® — D(d0? + sin? d¢?), (92)
donde A, B,C'y D son funciones ain no determinadas de ¢ y r, es decir
A= Alt, 1), B = B(t,r), C =C(t,71), D = D(i,r). (93)
Si introducimos una nueva coordenada radial, que tiene la siguiente transformacion
r— = D%, (94)
entonces, el elemento de linea se convierte en
ds® = A'(t,r)dt® — 2B'(t,r")didr' — C'(t,r")dr'® — D'(t, r')(d6? + Siﬁz dg?). (95)

Consideremos la diferencial

A'(t,rYdt — B'(t,r")dr. (96)
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Usando la teoria de las ecuaciones diferenciales, sabemos que podemos multiplicar a esta

ecuacién por un factor integrante, digamos I = I{t,7'), con lo cual se convierte en una

diferencial exacta. Usando este resultado para definir una nueva coordenada temporal t/

requiriendo que

de’ = I(t, ") [A'(¢,r"}dt — B'(t,r")dr'].
Elevando al cuadrado obtenemos
dt? = I*(A"dt — 24'B'dtdr' + B'dr'?),

entonces

Aldt — 2B'dtdy’ = AT 242 — AR,

y el elemento de linea se convierte en

ds? = A 2qy2 — (c' - A’"lB’Z) dr'? — r"2(d6? + sin® d¢?).

Defintendo dos nuevas variables v ¥ A como

AI—II—.‘Z =e"

C'— A7'B% = ¢
¥ quitando las primadas, finalmente obtenemos la forma
ds® = e’dt* — e*dr? — r2(d6® + sin? d¢?),

donde

v=u(tr), A=Al

(97)

(98)

(99)

(100)

(101)

(102)

(103)

(104)
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3.2 La Solucidn de Schwarzschild

Para determinar les funciones desconocidas v y A, usamos las ecuaciones de campo de

Einstein en el vacio. La métrica covariante es
Gap = diag (e", —er, —r2, —7? Sinz) (105)
como la métrica es diagonal, su formal contravariante eg
g®® = diag (e"’, —e A 72, wr"zsin_z) . (106)

Si denotamos las derivadas de £ y v por un punto y una prima respectivamente, entonces,

las componentes diferentes de cero del tensor mixto de Einstein son

Gy =e? (é - l), (107)

G} = —e M1 = —e* o, (108)
/
1 afv 1 1
G1 = —e (? + ;—2‘ + 'r_2)’ (109)
1 >\ M ! 2 1 . )\'2 )\
G2=G§-—_§e"‘(£§-+?—%—z2——v")—l--é—e"" »-A+7—7V - (110)

Las contracciones de Bianchi revelan que la dltima ecuacién es cero si las primeras tres son

cero. Por lo tanto hay tres ecuaciones independientes a resolver,

N 1
el AR al—
e (T | 7‘2) -;—’r2 0 (111)
(v Ay 1
e (r +r2) 3 = 0 (112)
(113)

A= 0 (114)
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Sumando las dos primeras, obtenemos

N+ =0 (115)

integrando nos queda

A+ v = h(t), (116)

donde # es una funcién arbitraria de integracién. Aqui, A es una funcién sélo de r por (114),

y entonces {111) es una simple ecuacién diferencial ordinaria, que escribimos como

e —re N =1 (117)
6 equivalentemente
4
(re ) =1, | (118)
integrando obtenemos
re” =r+ cte. (119)

Escogiendo que la constante de integracién sea —2m, obtenemos

et = (1 - 27”‘) _1. | (120)

En este punto, la métrica se ha reducido a

-1
Jap = ding [eh(t) (1 - 3;733) , (1 - sz) , 72, —r? sin? HJ : (121)

Lo ltimo que tenemos que hacer es eliminar A(%). Esto lo hacemos haciendo una transfor-

macién de coordenada. temporal ¢, esto es, t — t' , donde ' se determina por la relacién

t .
¢ = f RLOFN (122)
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donde ¢ es una constante arbitraria. La tnica componente de la métrica que cambia es

o= (1-22). (123)

Omitiendo las primas, hemos mostrado que siempre es posible encontrar un sistema de
coordenadas en el cual la solucién esféricamente simétrica de las ecuaciones de campo en el

vacfo es

-1
ds? = (1 — 27’“) dt? — (1 — 3?) dr? — r?(d6? + sin® dg?). (124)

Este es el elemento de linea de Schwarzschild. Podemos notar en el limite m — 0 reco-
bramos el espacio de Minkowski, lo que se deberfa de esperar. También notamos que la
métrica se vuelve progresivamente Mikownskiana si r — co. El hecho de que la métrica de
Schwarzschild no sea sélo una buena solucidn, sino la tinica solucién esféricamente simétrica
en el vacio, se le conoce como el Teorema de Birkhoff. Es interesante hacer notar, que el
resultado es una métrica estética, sin decir nada acerca de la fuente, sélo fue necesario con-
siderar la simetria esférica.. Especificamente, no demandamos que la fuente fuera estdtica;
podria ser una estrella colapséndose, siempre y cuando el colapso fuése simétrico. Por lo
tanto, un proceso como la explosién de una supernova, que es bdsicamente esférica, es-
perarfamos que no generard mucha radiacién gravitacional (en comparacién con la cantidad
energia expulsada por otros medios). Podemos resumir las propiedades de la métrica de
Schwarzschild de la siguiente forma

1) es esféricamente simétrica;

2) es estacionaria;

3) es estélica ¢ es simétrica en el tiempo e invariante bajo traslaciones temporales;
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4) es asintGticamente plana;

5) tiene masa geométrica m = GMc?.

3.3 Fisica de Agujeros Negros

3.3.1 Singularidades

Un problema asociado a las coordenadas, es el hecho de que en general un sistema de coor-
denadas sélo cubre una porcién del espacio. Por ejemplo las coordenadas de Schwarzschild
no cubren los ejes & = (0,7), por que el elemento de linea se vuelve degenerado ahf y la
métrica deja de ser de rango 4. Est4 degeneracidn se puede remover introduciendo coorde-

nadas cartesianas (x,y, 2), donde
z = rsinfcos g, y = rsin @ sin ¢, z=rcosd. (125}

A estos puntos se les conoce como singularidades de coordenadas, por lo que reflejan defi-
ciencias en el sistema de coordenadas que se est4 usando y por lo tanto se pueden remover.
Hay otros valores de las coordenadas para Vlos cuales, la solucién de Schwarzschild es de-
generada, es decir, parar = 2m y r = 0. A el valor de r = 2m se le conoce como el radio
de Schwarzschild. Dijimos que v = 2m es una singularidad removible, esto se puede ver

mediante la construceién de un escalar de Riemann (el invariante de Kretschmann)
Rapea R4 = 48m2r~8 (126)

el cual es finito en ¥ = 2m. Ya que es un escalar, su valor es el mismo en cualquier

sistema. Por otro lado, en r = 0 este invariante se indetermina. La singularidad en el
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origen es irremovible y se le conoce como singularidad real, intrinseca, de curvatura, fisica

o escencial.

3.4 Diagramas de Espacio y de Espacio-Tiempo

La técnica que usaremos pars interpretar la solucién, es la de investigar la estructura local
del cono de luz futuro. Un cono de luz local se define como el lugar geométrico de los puntos

% 4 dz®, en la vecindad de x%, para el cual
Gapdz®dab = 0.

La estructura del cono de huz pone restricciones en las posibles historias de un observador,
ya que un observador que se mueve en una linea de mundo tipo-tiempo, cuya direccién en
cualquier punto estd sobre el cono de luz future en ese punto. En un diagrama puramente
espacial, nos interesaremos en varios puntos del espacio, sobre dos intervalos de tiempo
sucesivos, digamos t1 y ¢3. Al tiempo ) se emite un pulso de luz en cada punto, el diagrama
espacial nos dice donde se encuentran los frentes de onda de los pulsos de luz al tiempo ts.
La luz emitida de cada punto, formars un frente de onda esférico centrado en el punto. Si
hay simetrias presentes, es suficiente en considerar que pasa si suprimimos una dimensién
espacial, en este caso en lugar de esferas tendrfamos circulos (ver Figura 7). Ahora, en
un diagrama de espacio-tiempo, lo ql;le nos interesan son las historias de los pulsos de
luz. Supongamos que tomamos fotos de los frentes de onda en un punto P a los instantes
t1,%2,13, etc. La idea de un diagrama de espacio-tiempo, es comparar estas fotos en el
tiempo. Ya que esto involucra una foto cuatro-dimensional, suprimimos una coordenada

espacial y dibujamos el eje temporal verticalmente. Para ser especificos tomemos z = 0,
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por lo que los frentes de onda serdn ahora circulos, que estardn en el cono de luz futuro y

pasarédn a traves de P (ver figura 8).

FIGURA 9.- La primera figura (izquierda) es un diegrama espacial del espacio-tiempo de
Minkowski, la segunda (derecha) es un diagrama de espacial, con una dimensién suprimida

P
~

FIGURA 10.- En figura de la izquierda se muestra un diagrama de espacio-tiempo con una

dimensién suprimida, en la figura de la derecha se muestra el diagrama espacio-tiempo con
dos dimensiones suprimidas.
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3.5 Diagramas de Espacio-Tiempo en Coordenadas de Schwarzschild

Primero consideremos la clase de geodésicas nulas radiales definidas, requiriendo que
ds®=0=¢=0.
Usando el principio variacional, tenemos que

2K = gupdr®dz® = a
-1
= (1—2—m)dt2~u (1—2—"”) dr? =0
r r

-1
= (1—2—m)£2—(1-2—m) i =0, (127)
r T

donde el punto denota derivada con respecto a un pardmetro u, a lo largo de una geodésica
nula. De la ecuacién anterior recordamos que si « es un pardmetro affn, entonces la forma

1til para una geodésica es

oK d (o)
fze dul\dz,/

La ecuacién de Euler-Lagrange correspondiente a a = () es

d 2m\ .

—{1-=2) i) =

du [( T )t} 0
que integrando nos da

(1 - -2-?) t =k, (128)

donde k& es una constante. Que sustituyendo en (127) encontramos

F = +k, (129)




39
de donde se sigue que r es un pardmetro afin. En lugar de buscar 1a ecuaciones pars métricas
de estas curvas, busquemos directamente la ecuacién en la forma t = ¢(r). Entonces

dt  dtfdu i

dr  drjdu 7’
que se puede encontrar de (128) y de (129). Tomando la parte positiva de (129), obtenemos

a _r
dr  r—2m’

(130)

que, integrando nos da

t=r+2mln|r — 2m| + cte. (131)

En la regién 1, por (130},

dr
r>2m = EE>O’

por lo que 7 crece si ¢ crece. Similarmente, con signo negativo nos da las geodésicas nulas
radiales salientes

t=—(r+2mln|r — 2m| + cte). (132)

Notamos que, bajo la transformacién de ¢ — —t, las geodésicas entrantes y salientes se
intercambian, como es de esperarse. Ahora, podemos usar estas congruencias para dibu-
jar el diagrama, de espacio-tiempo de la solucién de Schwarzschild en las coordenadas de
Schwarzschild con dos dimensiones suprimidas.

El diagrama de espacio-tiempo se dibuja para una 6 y una ¢ fija. Como el diagrama de
espacio-tiempo es el mismo para 8 y ¢, podemos pensar a cada punto (¢,7) diagrama como
una 2-esfera de drea 4wr2. Notamos que, mientras, 7 — oo, las geodésica nulas hacen un

angulo de 45° con los ejes coordenados tal como en el espacio plano en unidades relativistas,
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Grédécicas nulas enlrantes

Singolarided . _____3

.nb'gg_ﬁ Gendsams sulas

A,

Py

Ficura 11.- Solucién de Schwarzschild en coordenadas de Schwarzschild, con dos dimen-
siones suprimidas.

lo que es de esperarse ya que la solucién es asintéticamente plana. Los conos de luz locales
se inclinan en la regién II (0 < r < 27), ya que ¢ y r invierten su caracter. Por ejemplo, la
linea £ = cte es una linea tipo-tiempo en la regidn II por lo que debe de estdr sobre el cono
de luz local. Un observador en la regién II no puede quedarse en reposo, esto es, a un valor
constante de 7, pero es forzado a moverse hacia la singularidad intrinsecs en + = 0. Este
diagrama sugiere que un observador en la regién I, moviéndose desde el origen le tomaria
un tiempo infinito para alcanzar el radio de Schwarzschild, r = 2m. De igual manera se

sugiere lo mismo para un rayo de luz entrante.
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3.6 Una Particula que cae Radialmente

Consideremos la trayectoria de una particula entrante. La particula se movers sobre una

geodésica tipo-tiernpo, dada por las ecuaciones

(1 - -zf'i) t =k, (133)

-1
(1 - sz) 2 (1 - 27'”") 2 =1, (134)

donde el punto denota diferenciacidn respecto a 7, el tiempo propio a lo largo de la linea
de mundo de la particula. Diferentes opciones de la constante k, corresponden a diferentes
condiciones iniciales. Escogamos k = 1 que corresponde a una particula soltada en el
infinito con velocidad inicial cero, por lo que, para r muy grande, tenemos que £ ~ 1, esto

es, asintéticamente ¢ ~ 7. Entonces (133) y (134) nos dan

( d*r)2 _r
dt) — 2m’
Tomando la raiz negativa e integrando encontramos que

T —T0 = —2 (?"% —-’I‘%) (135)
* T 3@mp \° ’

donde la particula estd en o a un tiempo propio 7¢. El resultado anterior resulta sorpren-
dente, ya que coincide con el caso cldsico. No ocurre un comportamiento singular en el
radio de Schwarzschild, y la particula cae continuamente hasta r = 0 en un tiempo propio
finito. Si en lugar de esto, describimos el movimiento en términos de las coordenadas de

Schwarzschild ¢, entonces

S CORCEO I o

3 &
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Integrado obtenemos
1
[r% + (2m)%] [7'3 - (2m)%]

[r§ + (m)%] [r# — (2m)?]

2 1
t—tg=— (rg — 3+ 6mrr — ﬁmroz) +2mn (137)

Para situaciones donde rg y 7 son mucho mayor que 2m, los resultados (135) y (137) son

aproximadamente los mismos, como debe de esperarse. Sin embargo, si r esta muy cerca

de 2m, encontramos que
T —2m = (rg — 2m) e~ {t-to)/2m

de donde se ve claramente que

t—mo = r—2m—0

por lo que r = 2m es aproximado pero nunca excede a este valor, La coordenada f es

=+ Coordenada de
tempot

EESSAL

FiGURA 12.- Particula que cae radialmente en tiempos $ y el tiempo propio.

til y tiene significado ffsico asintSticamente para r muy grande, ya que corresponde al
tiempo propio medido por un observador en reposo que se encuentra muy lejos del origen.

Desde el punto de vista de tal observador, el tiempo que le toma a uns. particula de prueba
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llegar a r = 2m es infinito. Sin embargo, desde el punto de vista de la particula, si llega a
r=2myar=0en un tiempo propio finito. Claramente, la coordenada de Schwarzschild

es inapropiada para describir este movimiento.

3.7 Coordenadas de Eddington-Finkelstein

La idea es la siguiente: hacemos un cambio a unas coordenadas nuevas de tiempo, en las
cuales las geodésicas radiales nulas se vuelvan lineas rectas. De (131) se sigue que el cambio

apropiado esta dado por

t—t=t+2mn(r — 2m)} (138)
para r > 2m, por lo que en el nuevo sistema de coordenadas (Z,, 8, ¢) (132) se convierte en
t=—r+cle,

que es una linea recta haciendo un dngulo de 45% con €l eje r. Derivando (138), obtenemos

2m
T - 2m

dt = dt + dr,

¥, sustituyéndolo en el elemento de linea de Schwarzschild, encontramos la forma de Eddington-

Finkelstein

-1
ds? = (1 - g?) dt? — 4det_dr — (1 - "2Tm) dr? — r2(d6? -+ sin? d¢?). (139)

Esta solucién es reguiér en 7 = 2m; y de hecho lo es para todo el rango 0 < r < 2. Asi, en
algin sentido, la transformacién (16.19) extiende el rango de la coordenada de 2m < 7 < 0o
a0 <r < 00. Uno puede objetar que la transformacién de coordenadas (138) no puede ser

uasada en 7 = 2m ya que es singular en ese punto. Sin embargo, (138) es sdlo un artificio
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¥ Coordenades Buenas

Coordenadas Buenas

H

"M’““WM-‘V'V—\-<‘-=»‘ﬁw'w~.‘.f,¢w....-—} —

FicURA 13.- Extensién andlitica de la solucién de Schwarzschild.

conveniente para obtener la ecuacién (124) a partir de la ecuacién (139). Nuestro punto
de partida son los elementos de linea (124) y (139), dadas estas soluciones, nos hacemos la
pregunta, ;Cual es el rango de coordenadas més grande para el cual la solucién es regular?
La respuesta es, el parche de 2m < r < oo (junto con —00 < t < 00,0 < 6 < 7w y
—m < ¢ < 7, aparte del el problema usual con las coordenadas en en el eje @ = 0,7) y el
parche 0 < 7 < co para (139) (ver Figura 11}. En la regién de traslape (2m < r < o),
las dos soluciones estdn relacionadas por {138), por lo tanto deben de representar la misma
solucién en esta regién. Podemos notar que la solucién en las coordenadas de Eddington-
Finkelstein ya no es simetrica en el tiempo. Podemos obtener una solucién de inversién en

el tiempo introduciendo una coordenada de tiempo diferente

t— " =t-2min(r — 2m),
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la cual endereza las geodésicas nulas radiales salientes. Podemos escribir (139) en una forma.

mds simple introduciendo una coordenada nula
v=t+7r
a la cual se le llama pardmetro avanzado de tiempo. El elemento de linea resultante es
2 2my , o 20902 1 win? 742
ds®={1- - dv® — 2dvdr — r*(df” + sin® d¢*). (140)

Es fécil mostrar que las geodésicas nulas entrantes estdn dadas por v = cte. El diagrama de
espacio-tiempo para la solucién de Schwarzschild en coordenadas de Eddington-Finkelstein

estd dado por la fig(16.10, ponerla). Los conos de luz se abren a conos de 45° cuando

Singuerdad

FIGURA 14.- Solucién de Schwarzschild en coordenadas avanzadas Eddington-Finkelstein.

r — o0. La orilla del lado izquierdo de todos los conos de luz estdn a -45° del eje r. La

orilla del lado derecho empieza al 45° del ¢je 7 en infinito y se inclinan cuando 7 disminuye,
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volviéndose verticales en r = 2m, e inclinddose hacia adentro para r < 2m. Ndétese que en
r = 2m fotones salientes se quedan donde estdn. La fig (16.10) muestra correctamente lo

que le pasa a una particula que cae radialmente.
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FIGURA 15.- Solucién de Schwarzschild en coordenadas retardadas Eddington-Finkelstein.




Capitulo 4

ENTROPIA DE AGUJEROS NECROS

4.1 Entropia de Hawking

Un resultado importante sobre los agujeros negros (Misner et al., 1973), es que el 4rea
superficial del horizonte, exhibe una tendencia a aumentar cuando éste sufre alguna trans-
formacién . Hawking dio una demostracion general de que el drea superficial de un agujero
negro no puede disminuir en ningun proceso (Hawking, 1971). Para un sistema de varios
agujeros negros el teorema de Hawking implica que el 4rea de cada agujero no puede dis-
minuir. Ademsés, cuando dos agujeros chocan y se funden, el drea del agujero resultante no
puede ser menor que la suma de las dreas iniciales. Es claro entonces que los cambios de
un agujero negro, generalmente toman lugar en la direccién de incremento del drea. Por
otro lado sabemos que la segunda ley de la termodindmica establece que los cambios en un
sistema termodinémico cerrado, toman lugar en la direccién de incremento de la entropia.

Por lo que es posible pensar que cxiste una relacién entre la entropia y el rea de un agujero.

Queremos encontrar el andlogo de la expresién termodindmica
dE =TdS — PdV. (141)

Considerando un agujero negro de masa M, carga @ y momento angular J, su drea estd
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dada por

A=dn(r} +e%) = 2Mry — @3,
donde
. L
a = H,
re =M — (M — Q? - a®)1/2,

derivando (142) y resolviendo para dM obtenemos

2
dE = ~<_dA + QdJ + ©dO,
&G
donde
o dn(ric® — GM)
= v ,
47 J
= —:.
MA
47{'QT‘+
b = —T,
A
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(142)

(143)

(144)

(145)

(146)
(147)

(148)

En (145) tenemos la expresién andloga para agujeros negros de la expresién termodindmica,

(141): los términos QdL y ®dQ) representan el trabajo hecho sobre el agujero por un agente

externo que incrementa el el momento angular y la carga por dL y d@, respectivamente.

Por lo tanto §2dL + ®dQ es el andlogo de —PdV, que es e! trabajo hecho sobre un sistema

termodindmico. El término A en (145) se parece a la entropia § en (141), como ya hemos

notado: para cualquier cambio del agujero negro dA > 0, mientras que para un sistema

termodindmico cerrado implica que dS > 0.
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4.1.1 La Segunda Ley

La conexidn entre la entropia y la informacién es bien conocida (Shannon y Weaver, 1949;
Tribus y Mclrving, 1971). La entropia de un sistema mide la incertidumbre o la falta de

informacién que unc tiene acerca de la configuracién interna del sistema.

Cuando un agujero negro se forma por un colapso gravitacional, llega a una estado cuasi-
estacionario muy ripidamente, caracterizado sélo por tres pardmetros: su masa M, su carga
€} y su momento angular J. A esto se le conoce como el teorema de no-pelo, entendiendose
por "pelo” cualquier pardmetro necesario para describirlo que no sea la masa, carga y
momento angular. Por lo que un agujero negro de masa, carga y momento angular dado,
puede tener un nimero muy grande de configuraciones internas, lo que refleja las diferentes
configuraciones posibles que pudo tener el cuerpo colapsado. Si no se tomaran en cuenta
efectos cudnticos, el nimero de configuraciones serfa infinito, ya que podriamos formar un
agujero negro a partir de un nimero muy grande de pequefias particulas. Sin embrago,
Bekenstein (Bekenstein, 1973) sugirié que las longitudes de onda (de Compton) de es estas
particulas pudieran estar restringidas a que fueran menores que el radio del agujero negro
y por lo tanto el nimero posible de configuraciones internas pudiera ser finito, aunque muy

grande.

Sea odMdQd®J el mimero configuraciones internas o el nimero de estados cusnticos
que el agujero negro tiene entre los rangos M, M +dM, @, @ +dQ y momento angular d*J.
Por el teorema de "no pelo” no tenemos informacién acerca del estado interno del agujero,

por lo que todas estas configuraciones son igualmente probables. De esta menera la entropfa
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S5, del agujero negro es

Sp==Y pilnp; =Io. (149)

También podemos expresar la entropia en términos de el niimero inicial de posibles estados
que dan lugar a la formacién de un agujero negro, con los rangos arriba mencionados.

Sea {| @;)} una base completa ortonormal de estados iniciales y sea f;Vd®PdMdQd3J
la probabilidad de que el estado inicial de lugar solo a un agujero negro. Entonces ¢; =
5 (Z f)_l es la probabitidad de que el .agujero negro dado salga de el estado inicial | ;).
Entonces la entropia queda como 8, = _Z‘?i Ing.

La entropia debe ser funcién solo de M, J y @ con las siguientes propiedades:

(1) La entopia'siempre crece cuando radiacién o materia entra en el agujero negro.

(2) Cuando dos agujeros negros colisionan y se fusionan, la entropfa del agujero negro
final tiene que ser mayor que la suma de los dos agujeros iniciales.

Dada la entropia de un sistema en términos de la energia E, podemos definir la tem-
peratura como T™1 = A§/8E. Entonces la temperatura de un agujero negro esta dada
por

Tl = (g—g) o (150)
Consideremos la situacién en la que un aguero negro este rodeado por una radiacién de
cuerpo negro a una temperatura 7Tp,. La radiaciém de cuerpo negro se toma sobre todas
las posibles especies de particulas en equilibrio térmico con un potencial quimico cero. Para,
cualquier T habrd una razén de acrecién de estd radiacién, sobre el agujero negro. Si
I > T, se sigue de la definicién de la temperatura que el decremento de S, causado por

la acrecién de la radiacién, es menor que el incremento de S;. Asi, la segunda ley para
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agujeros negros se mantiene, la cual establece que Sy, + Sp nunca decrece con el tiempo

(donde Sy, es la entropfa de la materia y radiacién afuera del agujero negro). Sin embargo,

8i Ton < T}, la acrecidn viola la ley. Solo hay dos caminos con los cuales la consistencia

se mantiene: O T}, es identicamente cero, o los agujeros negros emiten radiacién térmica

con una temperatura finita diferente de cero. El primer caso es el que se mantiene en

la teorfa clésica, donde los agujeros negros solo pueden absorber pero no pueden emitir

nada. Por lo contrario, el hecho de que los agujeros negros emitan radiacién cudntica con

una temperatura T}, = k/27 nos permite provar la segunda ley de la termodindmica para

agujeros negros y por consiguiente establecer que la entropfa de un agujero negro es finita.

El resultado cudntico de que la temperatura es x/2n nos permite integrar la ecuacién

(145) para obtener

Tc?
all = ZEA +C,

comparando con (141) podemos concluir que

Sp = EA’
i tomamos a ¢ = 1,G = 1, nos queda que
-
4.2 Ensemble Candnico
Sabemos que la temperatura (de Hawking)
B}

kpTh = 8wrMc?’

(151)

(152)




52

(donde E% = /cSh/G es la energia de Planck) que emite un agujero negro es proporcional
a la costante de Planck &, i.e un efecto cudntico, por lo que es necesario una teoria cudntica
para poder enternder mejor las propiedades gravitacionales de un agujero negro. A pesar de
la falta de una teoria cudntica de la gravedad convincente, se han hecho varios intentos para
identificar los niveles de energia de un agujero negro de Schwarzschild aislado. Bekenstein
fue el primero en usar los argumentos de cuantizacién tipo Bohr-Sommerfeld y sugirio un

espectro

En=0\aEp, n=12,.. (153)

donde ¢ es una constante adimensional de orden 1 (que depende del modelo). Tomando
la relacién para el espectro como cierta, queremos saber cuales son las implicaciones ter-
modindmicas para un agujero negro, visto desde el punto de vista de un ensamble candnico.
Asumiendo que las degeneraciones d,, de los niveles de energia sean g", la funcién de
particién para el sistema es
o0
Z(t,x) = Ze“te_ﬁm =1+4+¢eZ(t,z)t=lng, == pPoEp, (154)
n=0
donde Z es la funcién de particién correspondientes a las suposicioneé de Bekenstein y
Mukhanov. La serie de arriba converge para t < 0 (Jg| < 1) y converge para t = 0
(g = 1),z > 0, de acuerdo con el criterio integral de Mcclaurin-Cauchy. Para t > 0 la serie
es divergente, pero la funcién Z(t, 2} la podemos definir como sigue.

La serie obedece la ecuacién de calor

&"Z =Z, (155)
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con las condiciones de frontera

Z(t— —o0,z) = 1,Z(t=0,z)= ie_‘/ﬁ‘“ = ¢(x) (156)
=0
Zte—o0) = 1, Z(tA0,z=0)=1"— =(t). (157)

Para la serie ¢(x) tenemos que los limites inferiores y superiores

o0 1 1 o 2
T — = —x < _ < —\/ljﬂ: — .
]1 dve 2 ( =+ _3:2) et <Plx)—1< fo dre ) (158)

Observando el comportamiento de e™v™® entre n = k2 y n = (k+ 12 (k+1)2—k% =2k +1

unio puede afinar estos limites:

= ~kz T __ 2 - -z
(g Dke~k ) —e"T = (—(1 mper 1) e (159)

< Plr)—1< g 2ke kT = u%"’:;)i (160)

En cuanto a la fisica del sistema estamos interesados en la funcién de particién para t > 0.
A primera vista uno puede considerar resolver la ecuacién para ¢t > 0,z > 0 con los valores

iniciales arriba mencionados de una manera estandar:
o0 ’ i .
Z(t,7) = /0 WKtz —y) — K(t,z+y)+ fo drR(t —7,2), (161)

donde K es el "heat kernel”

T

1 .2
K(tx) = T v (162)
¥ K es esencialmente su derivada respecto de x,

K(t,z) = 5—-—\2?—38_“2/“ = —20,K(t, z). (163)

Este acercamiento no parece funcionar, ya que las funciones ¢ y 1 no son lo suficientemente

“decentes”: 7 es singular en 1/t para t — 0 y ¢ se comporta como 2/z? para x — 0. Una
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extension a un plano complejo g de la funcién Z(2, z), definida por la serie { 154) se puede

definir usando la siguiente relacién

O
N o DL e (164)

|z £ dr sz jany- * B —nr
= Tz b —3z¢ =/ )"'T=/0 drK({r,z)e ™,

que convierte a la serie (154) en una serie geométrica la cual se puede sumar bajo la integral

para i < 0,z > O

_ T o0 —a?y2/4 1
Z(t=Ing,z) = \/77./0 dve T (165)

X 2 d‘T —312/(47‘) 1
- _2‘/7?[) e — (166)
e—:r,'z/(éllnu} 1

* [Ta 167
=k aen
Notamos que la relacién (166) también se puede escribir como
o0 i .
Zta)= [ R(ramt—r) = [ ark -7, (168)
0 —00
donde ¥ =t — 7. Observamos que
x [ 2,2
el dpe=%v /4 1
W fo ve
obtenemos
i RUUEN Rl B e~1/v"
Z-1 = GZ(t,:]’:)—E ./0 dve™ =" W (169)

et f drK(r,z)e""n{t — 7).
0

Las integrales convergen para todos los valores de g # 1, # 0. Para g > 1{t > 0) (real)
se debe tomar el valor principal de las integrales. Las representaciones integrales (165)-

(167) para Z(t,x) son soluciones de la ecuacién de calor para todo ¢ # 0, esto se puede ver
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reemplazando la derivada de 1/1 — e(*~7) respecto de £ en la ecuecién (165) por la derivada
(negativa) respecto de 7 e integrando. Podemos notar que Z_(t,:c) no es solucién de la

ecuacién de calor (155), solo e* Z(t,z) lo es.

Como
Z(t,Az) = % fo ~ dve““’%z/"l—_-eﬁ, A>0, (170)
vemos que
lim %(t, Aa) = ﬁ Jim 2(t,)a) =1, (171)

en acuerdo con las ecuaciones (157), pero ahora para t > 0.

Para Z(t, z) se obtiene

: 1, -
lim Z(2, ) = T fm Z(t,)a) = e Az (172)

Las expresiones (165)-(167) o (169) se pueden usar para extender la funcién Z(t = Ing, z)
o Z(t,z) al planos complejos g 6 ¢.
De acuerdo con las ecuacién (167) Z(g, x) tiene un corte ramal en el plano complejo g

a lo largo del eje real de 1 a 00. La discontinuidad de Z a lo largo del corte esta dado por
lir(1)1+{Z(g + i€} — Z(g — ie)] = 2miK (1, z), (173)
£—+

¥ Z(g,z) es una funcién analitica de g exepto en este corte.

Si nos acercamos al corte a lo largo del eje real pero por arriba, el limite
lim [Z(g + ie,z),9 > 1,
e—0t

ya 0o es una funcién real-valuada de g ya que tiene una parte imaginaria diferentes de cero
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Z;(t, z). Entonces, el valor principal de la integral, para la parte real Z,.(t,z) es
o0 -~
Z(t,x) = v.p.f drK{(r,z)n{t — ), (174)
0
y para la parte imaginaria Z;

Zi(t,z) = nK(t, 1) = ‘/_$ e /(40), (175)

4.2.1 Termodinamica

En la termodindmica de agujeros negros uno de los regimenes de interés es el del compor-
tamiento del sistema para § grandes (bajas temperaturas), ya que el invel?so de la temper-
atura de Hawking 8y = 1/(kpTy) es muy grande para agujeros negros macroscépicos.

De acuerdo con la ecuacién (172} la parte real Z, de la funcién de particién Z (t,x)
se comporta como exp{—a) para x grandes, por lo tanto la energia interna asociada U =
—81InZ,. /08 es justo Ep, ie. el nivel de enrgia més bajo posible. La razén principal de no
usar la parte real Z, es que se vuelve negativa para z pequefia cuando ¢ > 0,

Ahora, si tomamos la parte imaginaria Z;, ecuacién (175}, como la funcién de particién
para calcular las propiedades termodindmicas tenemos que la energfa inetrna es

_nzZ)  9Z;/08
o8 — zZ

U=E= = Mc?, (176)

que la identificamos con la energia total en reposo Mc? del agujero negro y obtenemos

2E%

p— = = Mc. (177)

Resolviendo para f§ y descartando la rafz negativa nos queda

Mc?t 202E% vz
p= o?ES, {1 + (1 + M , (178)
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para Mc? > Ep nos conduce a

g = (179)

2 Mc? G’ZE?;.
02E}°5 2tM2ch |’

Para 02 = t/m obtenemos la temperatura de Hawking S, mds un término pequefic de

correccién de orden (E%/ (M2c)) By.

Ahora, la energfa promedio al cuadrado esta dada por

., PZ;0’BY  8%0°E2 [« 3\ L.,
B =57 & z —\i@ =) (180)

con lo cual podemos calcular las fluctiaciones medias cuadradas

2 112
s _ g2 _OEkp 1
B -F T (181)

Podemos notar que para £ > 0 el lado derecho es negativo, lo cual corresponde a un calor
especifico negativo.

Si definimos el mimero de niveles promedio N por

1 8%2Z;

N=_—="t 182
Zi Az ( 8 )
obtenemos
o z? 3 E? Mc?
N=|——-——1= 2 . 183
(4t 2t o?F% " o2E} (183)
De esté manera, para N muy grandes
2
z=o0Epf = 24VN = M (184)
cEp
Finalmente para la entropfa tenemos
S .
— =InZ; + U, (185)
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con la cual obtenemos

s x? 3 NZ3
2 -z _: vz 1
. 4t+lnx 21nt+ln(26) (186)

usando la relacién (184) e ignorando términos de orden O(1), nos queda

s .
2 o N4 187
. t +2nN (187)
t A 1 (4
= oo Tl 1
mo?a T2 (z%,)’ (188)

donde A = 4wR2 = 16nG2M2/c! es el 4rea del horizonte, R, es el radio de Schwarzschild y
lﬁ = Gh/c® es la distancia de Planck al cuadrado.
Para 02 = t/dn el término que predomina de S/kp es el de el Bekenstein-Hawking

A/dlp.

4.3 Integrales de Trayectoria de Feynman

La formulacién de Feynman de la mecdnica cusntica basada en las integrales de trayectoria

se puede establecer de la siguiente manera,
(@rty | @iyt = [ D@)et e (189)

La interpretacién de la ecuacién anterior es la siguiente: si queremos saber la amplitud
cuéntica de que una particula puntual con posicién «; a un tiempo ¢; llegue a una posicién
Zy a un tiempo fs, debemos sumar sobre todas las posibles trayectorias que conectan a
estos puntos con un factor de peso que viene dado por la accién cldsica para cada camino.

Para tener una visién més clara de este método consideremos el experimento de la doble
rendija. A un tiempo un electrén pega sobre una pantalla, por lo que no hay manera de

decir por cual de las rendijas pasé el electrén. Si repetimos el experimento una y otra
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vez, veremos que aparece un patron de interferencia de dos ondas, correspondientes a cada
una de las rendijas. Por lo que debemos sumar las amplitudes de estas dos ondas, que
corresponden a dos caminos diferentes del electrén. Si ponemos maés rendijas tendremos
més caminos, cada uno de los cuales contribuye con una amplitud. Por lo que es claro que
existen muchos caminos que contribuyen a la amplitud final del electrén Que se propaga
hacia la pantalla.

Generalizando este experimento pensado, podemos concluir que la amplitud de una
particula moviéndose de un punto x; a otro punto z; consiste de varias componentes, cada
una de las cuales corresponde & un camino en particular que conecta a estos puntos. Uno
de estos caminos es la trayectoria cldsica. Sin embargo existen otros caminos que no son

posibles clisicamente, pero que contribuyen a la amplitud cudntica.
El Propagador
Una cantidad importante para estudiar la evolucién de un estado cudntico es
K(xg, trimgty) = (2t | 24, ), (190)

la cual se conoce como el propagador. En ésta cantidad estd toda la informacién de cémo

la funcién se propaga en el tiempo, debido a que

Plzs, ty) (xg,te 1Y) = f(iﬂf,tf | i, tiydowi (@i, 8 | ¥)

= fK(mf,tf; mi,ti)(m,-,t,; | Widz,. (191)

En otras palabras, es la funcién de Green para la ecuacién de Schrédinger.

El propagador también se puede escribir usando eigenenergfas y eingenestados (si el
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Hamiltonianno no depende del tiempo),
K(ﬂ’)f,tf; mi,ti) _ (mf l e—z‘H(t_f—tc)/h E 351') _ Z(mf ' n)e—iEn(t;—t.-)fh(n I 331;)

= e B Ay g () | (192)

Funcién de Particién

Las integrales de trayectoria son de gran utilidad en la mecénica estadistica para calcu-
lar funciones de particion. Empezando por la definicién convencional de una funcién de
patrticién

Z =) e Fhn (193)
T

donde § = 1/kpT, la podemos reescribir haciendo uso de las relaciones de completez para

los eigenestados de energia y los eigenestados de momento.

2z = Ynle |n)= [dY (n|a)a|e ¥ |n)
jd&:Z(m e H | p\n | 2) = fda:(a: e PH | 2). (194)

BH es el mismo que etHt/h excepto que (la continuacién andlitica) ¢t —

El operador e~
it = —ihfB. Por lo tanto la funcién de particién se puede escribir como una integral de
trayectoria para todos los caminos cerrados, i.e. trayectorias con los mismos puntos de
inicio y puntos finales, sobre un intervalo de tiempo —ifg.

Por otro lado, para poder aplicar el formalismo de Feynman ocupamos una ecuacion

tipo Schroginger. Esta ecuacién la podemos obtener de Makela y Repo (Obregén et al.,

2001; Makela y Repo, 1998), para Q = 0 obtenemos

@ia—s~1i (as-(%‘ll(a)) = (a - QGM) U(a)}, (195)

cf da c?
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donde a y P2 = ﬁ%a_scii ( sa‘%@(a)) son coordenadas de fase obtenidas de las coor-
denadas del espacio fase m y Py, por medio de transformaciones candnicas apropiadas y
m= M(t,r) y pm(t) = [, drPu(l,r). La variable m la podemos definir como la masa A
del agujero cuando las ecuaciones de Einstein se satisfacen (Obregén et al., 2001; Makela y
Repo, 1998), s es un factor de ordenamiento. En particular, si escogemos s = 2 e identifi-

camos R = 2—%‘2“—4, se obtiene

S \da?2 ' ada

REG ( @ (24 ) V(a) = (a-— Ro)U(a). (196)

Haciendo la transformacién
P(a) = ~U(a); z=a-— R, (197)

donde la variable & describe los grados de libertad de un agujero negro de Schwarzschild,
e introduciendo las constantes apropiadas y considerando el hecho de que la energfa de
excitacién asociada a la variable a no es positiva, la ecuacién cudntica (196) se transforma

en
1 &2 E
(_ﬁlngpz@ + 21’; 2) Viz)= E sV (), (198)

donde E,Mc? es la energia del agujero negro y b = (GR/c®) y E, = (c°h/G) son la
distancia y la energfa de Planck respectivamente. Debido a que (198) es un oscilador lineal

cudntico, los niveles de energia son

B by = (n+3) B (199)

lo cual concuerda con la propuesta de Bekenstein (Bekenstein, 1973, 1974a,b).
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Ahora, para una particula en un potencial V() la funcién de particién tiene la siguiente

forma (Feynman y Hibbs, 1965)

Z = fD:c('r) exp —%;(ﬁd'r (% (%)2 + V(:B)) . (200}
0

Por otro lado existen fenémenos importantes en la mecdnica estadistica donde la aprox-
imacién clésica ya no es vdlida. Cuando esto ocurre es necesario incluir términos en el
potencial, que resulta del movimiento a lo largo de la trayectoria.

Si hacemos un desarollo alrededor de la posicién promedio, dada por
S d 201
5= [ aryar, (201)

la cual se define para cualquier camino en particular. Se puede caracterizar cada camino
por su posicién promedio, y llevar a cabo la inetgracién sobre todas estas posiciones. De

esta manera la funcién de particién aproximada es (Feynman y Hibbs, 1965)

2
Lopproz = 1{;1?";;1;-[ (exp {—ﬁ [V(:ﬁ) + %V"(E)] }) dz, (202)

vilida a primer orden en V”. Podemos poner Zappror de una forma méds compacta en

términos de un potencial aproximado

fmkT [ _ ) g
Zapﬂf‘o:l: = er AU )diﬂ, (203)

donde
2 2
-\ Tt 2 ﬂh
Ulz) = 5 (a: + 12m)’ (204)
lo que nos conduce & la funcién de particién
1 (Bhuy®
Zoappron = ———e” B8, (205)

BR*w
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Ahora hacemos uso de este resultado para calcular las propiedades termodindmica de

interds. Para lograr esto, hacemos el cambio # — —if, entonces la funcién de particién nos

queda
. (BRw)?
Z;;pr'o:r: - —ﬁ—;’;e 24, (206)
Para la energia interna tenemos que
L3

op
que deberfa ser la energfa interna gravitacional del agujero negro. Esto nos conduce a que
la energla es
B} o 2
=3 - Mcf-1=0, (208)
8w
la solucién positiva de esta ecuacién para el caso Ep < Mc? nos conduce a

S 3 1o S

la cual es la temperatura de Hawking 3y = —71';, més una pequefia correcién, que results
ser la misma que se obtuvo en (179).

Para calcular la entropia hacemos otra vez el cambio 8 — —if3, obteniendo

S -
Im(ﬁ) = [ln (Ingmox) -~ ﬁE] )
que en términos de la funcién de particién queda de la forma

in(§) = [ona) - 22,

y sustituyendo (205) obtenemos

5\ A 1 (Ep\?] 1 A 1 [ Ep \? 1
(z)—@[”s—ﬂ(m)JW‘“(ZP;[”%(W) T~ 1.
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En términos de la relacién de Bekenstein-Hawking SBHE = 4 ¢ ignorando términos de
BTy =

orden mayor, obtenemos la correccién logaritmica, que se obtuvo en (188)

S _ Spw 1. (Spnm
= +2ln(—k ) (210)




Capitulo 5

CONCLUSIONES

Este trabajo puede dividirse en dos partes. En la primera se estudian los principios fisicos
y las herramientas matemédticas necesarias para desarrollar la Teoria General de la Rela-
tividad. Destacando el papel fundamental que juega el célculo tensorial en dicha teorfa
Una vez establecido el aparato matematicoel cual junto con los principios de equivalencia

y covariancia general dan lugar a las ecuaciones de campo de Einstein.

El ejemplo resuleto en detalle corresponde a una métrica con simetria esférica. Esta
solucién es conocida como la solucién de Schwarzschild. Dicha solucién da la geometria
del espacio tiempo, generada por un objeto esféricamente simétrico. Cabe mencionar que
predice la existencia de objetos cuya velocidad de escape es mayor que la de la luz, los

cuales son conocido como Agujeros Negros.

_ La segunda parte de este trabajo se enfoca en el estudio de una de las propiedades
desconsertantes la Entropfa de Agujeros Negros. El estudio se abordé mediante tres for-
malismos: Entropia de Hawking utilizando un tratamiento puramente clésico, Entropia
mediante el uso del Ensemble canénico y Entropfa con el uso de Integrales de Trayectoria

de Feynman, este ltimo utilizando una descripcién cudntica del fenémeno.

Mediante el estudio cldsico se establece la famosa férmula de la entropia S = Afdm y
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la temperatura T' = x/2r dichos resultados son contradictorios al hecho que los agujeros
negros no pueden radiar, ya que la velocidad de escape es mayor que la de la luz. Esta
aparente contradicion indica que se necesita un tratamiento cudntico pars estudiar dicho
fenémeno.

Los dos formalismos gue se utilizén al final, conticnen ingredientes cudnticos en su formu-
lacién, lo que permite explicar la temperatura y la entropia de los agnjeros negros. Lo mss
sobresaliente al utilizar la mecénica estadistica es que simplemente proponiendo un espectro
de energia de la forma E, = 04/nFE,, encontramos que las propiedadés termodindmicas de
un agujero negro de Schwarzschild est’an asociadas con la parte imaginaria de la funcién
de particidn.

Finalmente por medio del formalismo de las integrales de trayectoria aplicado a agujeros
negros, se obtienen las propiedades del agujero negro de Schwarzschild. Con este enfoque
la entropia asociada del agujerc negro esta dada por % = §%‘i + % In (%ﬁ) Este resultado
nos da la entropia de Hawking-Bekenstein m4s una corrrecién logarftmica cuyo argumento
es la entropia de Hawking-Bekenstein.

Es importante notar que dicha correccién ha sido obtenida por otros autores usando
formulaciones de gravedad cuéntica. Este tltimo formalismo (integrales de trayectoria)
permite estudiar de manera directa otro tipo de agujeros negros, los cuales son predichos

dentro de la teorfa de la Relatividad General.




APENDICE I: TENSORES

Transformacién de Tensores
Para construir ecuaciones generalmente covariantes, necesitamos objetos que‘se trans-
formen de una manera simple ante una transformacién de coordenadas. El ejemplo
primordial de tales objetos son los fensores (I’Inverno, 1992).

Veamos como se transforma un vector contravariante o tensor contravariante de
rango 1, el cual lo escribimos como X® en el sistema coordenado z® y se transforma

bajo una transformacién de coordenadas como

' aa:'“

Xe= WX", (211)

para un tensor covariante, X, tenemos que

ox?
Xo= Azl

(212)

Un tensor contravariante de orden 2, denotado por X, se transforma de acuerdo a

‘o fb
_ Ox 9"

X' = 213
Oz Hzd”~ (213)
mientras que para un tensor covariante de orden 2 tenemos que
] 32:“ B:Ed
Xab = 5 7a 5K ab- (214)

Si tenemos un tensor mixto, esto es, un tensor con indices contravariantes ¥y covari-

antes, por ejemplo 1 contravariante y dos covariantes, la regla de transformacién nos
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dice que se debe de transformar de acuerdo a

o Oz 0z¢ Bzl

= B ot (219)

En general, si tenemos un tensor con p indices contravariantes y ¢ covariantes se

transforma,

Tla,l...ap . 8-'3,&] 627’% 333b1 ambq 01...tp
Broby T fpart Hpap Gpfs T by T b1

(2186)
Ya establecida la regla de transformacién de los tensores, veamos otras de las opera-

ciones fundamentales de estos objetos. Se puede deducir directamente de las leyes de

transformacién que la suma de dos tensores es un tensor (del mismo tipo), esto es
Xie =Yoo + Zg, (217)

la misma regla se aplica para las restas y la multiplicacién por un escalar. En general
Xab # Xba. Un tensor covariante se dice ser simétrico si Xq = X3, , en este caso se
tiene %n(n + 1} componentes independientes. Un tensor se dice que es antisimétrico
si Xap = —Xpe €l cual tiene in(n — 1) componentes independientes. Cualquier tensor
se puede escribie como la suma de una parte simétrica y una antisimétrica.

Podemos multiplicar dos tensores de tipo (p1,¢1) ¥ (p2, ¢2) ¥ obtener un tensor de
tipo (p1 + p2, 1 + g2) esto es

Xied = Yo' Zea (218)

en particular un tensor de tipo (p,¢) cuando se multiplica por un campo escalar ¢,
sigue siendo un tensor de tipo (p,¢). Dado un tensor mixto de tipo (p,q) podemos

formar un tensor de tipo (p — 1,¢ — 1), mediante un proceso de contraccién, el cual
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consiste en ignalar un superindice con un subindice, por ejemplo

X;'cd contraccién sobre & Y b chd = Yod, (219)

este tensor de tipo (1,3) se convirtié en un tensor de tipo (0,2). Notesé también que

podemos contraer un tensor multiplicandolo por la delta de Kronecker (83),
oot = 0o X e (220)
También podemos usar g, v g°* para subir y bajar indices, definiendo

T = gl (221)

T =T (222)

Derivada de un tensor
Los tensores se transforman de manera simple bajo una transformacién general de
coordenadas, por lo que parecen ser los objetos correctos para construir ecuaciones
que satisfagan el principio general de covariancia.

Sin embargo las leyes de la fisica vienen dadas por ecuaciones diferenciales, por
lo que necesitamos saber como derivar tensores. El problema que surge es que la
derivada de un tensor no mapea tensores en tensores, es decir, la derivada de un
tensor no es un tensor.

Sabemos que un tensor estd dado por X'® = %—i;X b entonces si derivamos a X'

respecto de z'® tenemos

7 oo
dx'e Hgb

axn X% (223)
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ozt 8 8z , ,
= e dad B ) (224)
s dx'e Ozt
= st e X, (225)
dz'c Oz dz'e gzidx

Podemos ver que si el primer término de el lado izquierdo estuviera solo, esto seria
la tranéformacién usual para un tensor de tipo (1,1). Sin embargo la presencia del
segundo término no deja que &,X" se transforme como un tensor.

Derivada Covariante
Acabamos de ver que la derivada de un tensor no es un tensor, entonces la ecuacién
z¢ = 0 tampoco tenia forma covariante, lo que sugiere que el problema de la derivada
de un tensor la podemos solucionar de alguna manera introduciendo los simbolos de
Christoffel.

Sea z'* un sistema de coordenadas inercial. En un sistema inercial podemos usar
la derivada parcial 8;V'®. Definimos la derivada covariante, V,V* en cualquier otro

sistema de coordenadas z° exigiendo que se transforme como un tensor (1,1), esto es

) fc
_ 0z° Oz 1

V.V = B Ge e (226)
Haciendo un poco de dlgebra encontramos que
V.V =48,X%+ TV (227)
donde I'§, es
g (229

Adoptamos a (227) como la definicién de la derivada covariante en un espacio-tiempo

con una métrica general.
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~Un hecho importante es que la derivada covariante se reduce a la derivada. parcial
ordinaria en un sistema de coordenadas localmente inercial.
Estas son algunas de las propiedades mds importantes de la derivada covariante

1. Lienalidad: Para dos nimeros relaes a y b y dos tensores 4% B tenemos
Ve(aY® + bZ%) = aV Y* + bV Z° (229)
2. Satisface la regla del producto de derivadas (regla de Leibniz)
V(Y Za) =YV oa) + (VY™ Zpa (230)
3. Conmuta con la contraccién, por ejemplo
HV T =V.TIs (231)
4.La métrica es covariantemente constante
Vegar =0 (232)

5. Las derivadas covariantes conmutan con los escalares: Estd es una propiedad bien
conocida de las derivadas parciales ordinarias, pero también lo es para las segundas
derivadas covariantes de un escalar y es una consecuencia de la simetria de los sfmbolos
de Christoffel (de los dos indices de abajo), que también es conocida como la propiedad
de no torsién de las derivadas covariantes.
Principio de Acoplamiento Minimo

El hecho de que la derivada covariante, V., mapee tensores en tensores y se reduzca
a la derivada parcial ordinaria en un sistema localmente inercial sugiere el siguiente
algoritmo para obtener los efectos de la gravitacion en sistemas fisicos y asf obtener

ecuaciones que satisfagan el principio de covariancia general.
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1) Escribir las ecuaciones de la RE (invariantes ante una transformacién de Lorentz).

2) Siempre que aparezca la métrica de Minkowski 7,, reemplazarla por gqs.

3) Siempre que aparezca una derivada parcial 8,, reemplazarla por la derivada
covariante V.

Por construccién, estas ecuaciones son tensoriales (generalmente covariantes) y
validas en la ausencia de gravedad, por lo tanto satisfacen el principio de covariancia
general,

Diferenciacién Covariante a lo largo de una Curva
Hasta ahora, hemos definido la derivada covariante para tensores definidos en cualquier
parte del espacio. Frecuentemente, uno se encuentra con tensores que solo estin
definidos sobre curvas. En estd seccidén veremos como definir la derivada covariante
a lo largo de una curva. Consideremos una curva z(7) (donde 7 puede ser (no
necesariamente) el tiempo propio) y el campo vectorial tangente X(z(r)) = #2(7).

y ,
Definimos la derivada coavariante D /D7 a lo largo de una curva como

D o Y ¢ ]
57 = XVa = 8(r)V.. (233)

Por ejiemplo, para un vector tenemos

Dye

o = #0X"+if AT (234)
d
= Vit Ie Ve, (235)

Para que esto tenga sentido, V* tiene que estar definida sobre la curva y no necesari-
amente sobre fodo el espacio.
Transporte Paralelo

Primero notemos que en una métrica general (curva) en el espacio-tiempo no tiene



73

sentido preguntarnos si dos puntos z e y son paralelos entre si. Sin embargo, dada una
métrica y una curva que conecta a estos puntos, podemos compararlos arrastrando a
uno sobre la curva hacia el otro usando la derivada covariante.

Decimos entonces que un tensor T es transportado paralelamente a lo largo de
la curva z(7) si

DTy
S = 0. (236)

De estd definicién surgen algunas consecuencias inmediatas:

1) En un sistema localmente inercial, est4 condicién se reduce a ZL =0, se debe
al hecho de que los tensores no cambian a lo largo de la curva.

2) Tomando a T' como €l vector tangente X°(z(7)) = 2°(7) a la curva misma, la

condicion para el transporte paralelo se convierte en

DX®
Dr

=0« # 4+ Teab° =0, (237)

esto es, la ecuacién de la geodesica. Por lo tanto las geodésicas son curvas tales que
sus vectores tangentes no cambian a lo largo de la curva.

3} Ya que la métrica es covariantemente constante, en particular, es transportada
paralelamente a lo largo de cualquier curva. Por lo tanto, si V? es transportado
paralelamente, también serd constante la longitud de la métrica a lo largo de la
curva.

El Tensor de Curvatura de Riemann
Uno de los conceptos més importantes en la Relatividad General es el de describir la
curvatura en términos de los tensores, aqui es donde entra el tensor de curvatura de

Riemann. Entre otras cosas, finalmente vamos a poder decidir, si una métrica es la
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métrica de Minkowski (plana) disfrazada o es una métrica genuina del espacio curvo.

También podemos llegar a las ecuaciones de Einstein, es decir, a las ecuaciones de

campo para el campo gravitacional.

Recordemos que las ecuaciones que describen el comportamiento de particulas y

campos en un campo gravitacional involucran la métrica y los simbolos de Christoffel.

Por lo que las ecuaciones para el campo gravitacional deben ser ecuaciones diferen-

ciales generalmente covariantes (tensoriales) de la métrica.

Técnicamente la. manera més directa de introducir el tensor de curvatura Riemann

es mediante el conmutador de las derivadas covariantes. Para cualquier tensor 72

definimos su conmutador como

VeVdly = VoV I,
vamos a trabajar el conmutador de X, recordando que

VeX® = 8. X* +TLXY,
como vimos, la ecuacién anterior es un tensor (1,1) y sabemos que

VeI = 0.T8 + T8I + ... —~Te T 4 L,
evaluando V4V . X?® tenemos que
VaVeX® = 94(8.X" + T X"} + T2 (0. X® + T§,X%) — T5,(0. X% -+ TE X?),

Ahora, para V.V X?® obtenemos una expresion similar

VeVaX® = 8 (85X * + Ty X %) + 8,(8;X° 4+ T8, XP) — T8 (8.X° + TEX?),

(238)

(239)

(240)

(241)

(242)
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restando estas ultimas dos ecuaciones, y asumiendo que

8,0.X = 8.0,X°, (243)

obtenemos
VaVeX® — V VX = RE X+ (T, — ) VeX®, (244)
donde R}, se define como
Rpq = 05y — Oaly, + Tigle. — Ti Loy (245)

Como s6lo estamos interesados en conexiones sin torsién, el Gltimo término de (244)

es cero, usando Xgp = %(Xab — Xpa) (la parte antisimétrica del tensor X,;) nos queda
a 1 a b
VeVgX©® = ERbch . (246)

Ya que la parte izquierda de (2'46) es un tensor, se sigue que R, es un tensor de tipo
(1,3). A este tensor se le llama el Tensor de Riemann,

El tensor de Curvatura o tensor de Riemann-Christoffel, es definido mediante
(245). Por lo que R{,; depende de la métrica y de sus primeras y segundas derivadas.
Se sigue inmediatamente de la definicién, que es antisimétrico en el dltimo par de
indices

bet = —Flpge- (247)
El hecho de que los simbolos de Christoffel sean simétricos nos conduce a la identidad
Rgcd 4~ Rgbc + Rgdb = 0 (248)

Contrayendo el primer indice con la métrica, podemos establecer, que el tensor con-

traido es simétrico bajo el intercambio de el primer y el 1iltimo par de indices, esto
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es

Raed = Redab- o (249)

Combinando estd ecuacién con {247), notamos que el tensor contraido es antisimétrico

en sus primeros pares de Indices
Raped = = Rpacd, (250)
agrupando todas las simetrias, podemos ver que el tensor contraido satisface

Raved = — Riged = —Rapde = Redob- (251)

Estés simetrias reducen considerablemente el nimero de componentes independi-
entes, de hecho, en n dimensiones, el numero se reduce de n* a s5n(n?—1). Se puede
mostrar, que el tensor de curvatura satisface un conjunto de identidades diferenciales

llamadas las identidades de Biachi:
VoRaeve + VeRbea + Vo Rdeca = 0. (252)

Usando el tensor de curvatura podemos definir otros tensores de gran importancia.

El tensor de Ricci se define por la contraccién
Rap = RSy = 9° Ruuchs (253)

por lo que el tensor es simétrico de acuerdo a (249}). Una contraccién sobre el tensor

de Ricci, define el escalar de curvatura
R=g"Ry. (254)

Estos dos tensores sirven para definir el tensor de Einstein

1
Gos = Ros = 50 (255)
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el cual es simetrico. y por (252), el tensor de Einstein satisface la identidad de

contraccion de Bianchi

VGt = 0. (256)

Ecuacién de Desviacién Geodésica
Sabemos que una particula que se mueve bajo la influencia de un campo gravitacional

estd gobernada por la ecuacién

d*zt -
o faz‘?(&"), (257)
donde ¢ es el potencial. Ahora consideremos dos particulas cercanas una de la otra,

una en z*(t) y la otra en z(t) + 6z%(t). La otra particula obedecer4 la ecuacién

2( i i
g—%&) = —d'¢(a* + 527). (258)

De estds ultimas dos ecuaciones podemos deducir uns ecuacién para dz’

d26x

= —8'8;¢(z) 82", (259)

es la contraparte de estd ecuacién lo gue andamos buscando en el contexto de la
Relatividad General. El punto de partida es la ecuacién geodésica para x° y para su

vecina z% + dz°,
d*z® ‘(2 )da:b dz¢
oy T g

=0, (260)

2
E;{;(m“ +6z*) + T (e + (52:)———(m + 69:”) (:n + 8z = 0. (261)

La resta de las dos ecuaciones, a primer orden en §z%, nos da una ecuacién para dz®

m—(ém“)—l—ZI‘ (m)———(:cb)—&c 4+ a,re (m)dxd%wb—;_—wc 0. (262)
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Esta ecuacidn no se ve de forma covariante. En lugar de poner la ecuacién en términos

de d/dr, es mejor ponerla en términos del operador covariante /D7, con

D dz
5.0a° d—a + T, (263)

Calculando (D/D7)%52°, reemplazando 2% que aparece en la expresién —I'¢ a:”wc (de-
bido a que z° satisface la ecuacién de la geodésica) y usando (262), encontramos la

ecuacién de desviacién geodésica

D
5087 = Ryt iz, (264)
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