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ESPARCIMIENTO ELECTROMAGNETICO POR UNA ESFERA
DE RADIO ARBITRARIO

Resumen aprobado por:

Ay

DR. CLAUDIO ISMAEL VALENCIA YAVES

Director de tesis

Resumen.

En este trabajo se calculan los coeficientes de extincion y de esparcimiento por
una esfera de radio arbitrario, utilizando las bases matemaéticas de la teoria de
Mie y aproximacion dipolar (AD). Se reprodujeron curvas para la eficiencia de
extincion producida por el agua, las cuales se encuentran en el libro Absorption
and Scattering of Light by Small Particles de Bohren-Huffman, pag. 105. Se
calcula el esparcimiento para distinto tipo de materiales, como la Ag y el
H50. Se comparan los resultados del formalismo general para radios arbitrarios

respecto del formalismo aproximado que utiliza la AD.



CAPITULO 1

INTRODUCCION Y ANTECEDENTES

El esparcimiento ondas electromagnéticas conlleva una gran cantidad de
efectos en la materia y son los responsables en gran medida de la apariencia
visual que tienen los objetos.

Los distintos enfoques utilizados para analizar este fenémeno dependen de
distintos factores, entre ellos la longitud de onda de la radiacion incidente
y el tamano del objeto responsable de este esparcimiento. Para el caso
de pequenos objetos (tales como atomos, moléculas, etc), una descripcion
general puede darse en términos de pequenos dipolos oscilantes, los cuales
reaccionan cuando sobre ellos incide luz. Por otro lado, cuando la longitud
de onda es relativamente pequena en comparacion con el tamano del blanco,
es necesaria una descripeion mas rigurosa, lo cual en algunos casos suele ser
muy complicada, debido a que las soluciones para las ecuaciones de Maxwell
dependientes del tiempo s6lo se conocen para ciertas geometrias simples tales
como la esfera o el cilindro.

El problema del esparcimiento electromagnético por objetos pequenos, al igual
que una amplia gama de problemas de la fisica radica en la soluciéon de
ecuaciones diferenciales y la imposicion de ciertas condiciones de frontera. Los
antecedentes mas antiguos y precisos que se conocen sobre el esparcimiento
electromagnético por una esfera datan desde 1908 y 1909, en donde Mie
[8] ¥ Debye [9] realizan un calculo de los campos esparcidos. Usualmente
en esta clase de problemas sélo es posible obtener una soluciéon numérica,
aunque hoy en dia debido a la alta capacidad de procesamiento de las
computadoras, la complejidad de la descripciéon de estos fendémenos se ha

reducido significativamente. Los métodos rigurosos para resolver el problema



de esparcimiento electromagnético estan basados en las ecuaciones de Maxwell
y sus condiciones de frontera. Planteamientos basicos, rigurosos y generales
sobre la interaccién de la radiacion electromagnética con la materia pueden
encontrarse en [1, 2, 3|, enfoques més aplicados a particulas o a sistemas de
particulas estén muy bien tratados en las referencias [4, 5, 6, 7]. En particular,
el presente trabajo estd basado en el formalismo que presentan Bohren and
Huffman [7] el cual se presenta en el capitulo 4 de este libro, donde estudian
aspectos interesantes del esparcimiento electromagnético por una csfera. Cabe
destacar que en este caso sc pueden obtener soluciones analiticas del problema.
El objetivo de este trabajo es desarrollar un formalismo matemético para
obtener los coeficientes de esparcimiento y extincion provocados por particulas
esféricas de radios arbitrarios. Posteriormente se calcularan los porcentajes de
potencia esparcida para particulas de diferentes materiales. A continuaciéon se
muestra la distrubucién de los capitulos de esta tesis:

En el Capitulo 2 se presenta la teoria de Mie, la cual describe la interaccion
de una onda plana con una particula de geometria esférica. Con los célculos
tedricos se obtienen las eficiencias esparcidas y de extincion. En el Capitulo
3 se da la solucion del problema utilizando la aproximaciéon dipolar, valida
para tamano de particulas muy pequenias en comparacién con la longitud de
onda incidente. En el Capitulo 4 se ilustra la teoria de los Capitulos anteriores
mediante la fraccion de potencia esparcida para distintos tamanos de esfera y
diferentes materiales. Finalmente, cn el Capitulo 5, se destacan y analizan los

resultados mas relevantes del trabajo.



CAPITULO 2

TEORIA DE MIE

La teorfa de Mie describe la interaccion de una onda plana con una particula
de geometria esférica. Después de resolver la ecuacion de onda en coordenadas
esféricas se expresan los campos eléctrico y magnético en series infinitas que
tienen asociados los polinomios de Legendre y las funciones esféricas de Bessel.
A partir de esas expresiones e imponiendo las condiciones de frontera se

obtienen los coeficientes de extinsion y esparcimiento.

2.1. Ecuacion de Helmholtz

Desde el punto de vista clasico todo fenémeno electromagnético puede
describirse mediante las ecuaciones de Maxwell. Cuando se trabaja en regiones
libres de fuentes, medios lincales, isotropos y homogéncos (LIH), y cuando
los campos tienen dependencia armoénica en el tiempo, de dichas ecuaciones

podemos escribir:

V2E(r) + (?)QG/LE(I‘) =0, (2.1)
V2H(r) + (?)QE#H@) —0, (2.2)

donde E es el campo eléctrico, H es el campo magnético, A la longitud de
onda de los campos y ¢ la velocidad de propagacion de la luz en el vacio. La
caracteristica de los medios materiales esté representada por la permitividad
eléctrica ¢ y la permeabilidad magnetica p. Las ecuaciones 2.1 y 2.2 (ecuaciones

de Helmholtz) escritas en el Sistema Internacional de unidades (SI), el cual sera
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utilizado en toda la extension del trabajo.

2.1.1. Solucion general en coordenadas esféricas

Sea M un vector que sc define de la siguiente manera

M=V x (c¥), (2.3)

donde ¢ es un vector constante que se elige de acuerdo a la geometria del objeto

y ¥ una funcién escalar. Poniendo M en 2.1 0 2.2 tenemos (ver Apéndice A):

VM + kM = V x [¢(V*U + E*0))], (2.4)

donde k? = (2 /\)?ep. Por lo tanto M va a satisfacer la ecuacion vectorial de

Helmholtz si ¥ satisface la ecuaciéon escalar de Helmholtz:

V20 + E*0 = 0. (2.5)

Dado que M también puede escribirse como M = -¢ x VW, se verifica que M

es perpendicular a c¢. A partir de M construimos otro vector:

M
k
donde
V-N =0, (2.7)
V2N + k2N =0, (2.8)
V x N = kM. (2.9)

Por lo tanto N y M tienen las propiedades requeridas de los campos
electromagnéticos: satisfacen la ecuacion de Helmholtz, su divergencia es cero,
el rotacional de N es proporcional a M y el rotor de M es proporcional a N.

Entonces el problema de encontrar las soluciones para las ecuaciones de los
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campos se reduce a encontrar las soluciones de la ecuacién 2.5. Por la simetria
esférica del problema se elige a ¢ como el radio vector r, con esta eleccion
tenemos que

M=V x (r¥). (2.10)

La ecuacion 2.5 en coordenadas esféricas es

10(_.23\1:) 1 8( 0‘If) L OV oy _0 (211)

il %l IR Ny (" N lodiatl T O N il
Zor\ or T Zsnfog\"" r2sinf d¢?

a0
Proponiendo separacion de variables W(r, 6, ¢) = R(r)O(0)®(¢) se tiene que

92
((;—(;) +m?® =0, (2.12)
1 0. ,00 m?
sinﬁ%(smow> g [n.(n Rl= sin?n9] e=0 213
)]
g(,z%) e [k2'1‘2 —n(n+ 1)] R=0. (2.14)

La Eec. 2.12 tiene dos tipos de soluciones, las pares:
o, = cosme (2.15)

y las impares:

O, = sinmao. (2.16)

Las soluciones de (2.13) son las funciones de Legendre de primera especie:

0(0) = P™(cosb) (2.17)

Haciendo p=Fkry Z = R,/p cn 2.13

8(0Z

pa—p pd_/)) + [/)2 —(n+ 1)2] Z=0 (2.18)

2
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Las soluciones de 2.18 son las funciones esféricas de Bessel j,(p),yn(p) (ver
figuras 2.1 y 2.2) , o bien las funciones esféricas de Hankel, que se construyen

como una combinacion lineal de las de Bessel:

R (p) = jn(p) + iyn(p), (2.19)

]Lg)([)) = jn(p) - 7".7/11(/))' (2.20)

Si Z, cs cualquiera de las cuatro funciones esféricas de Bessel, entonces la

solucién para la ecuacion de onda escalar es

Ve = cosmop Py (cos 0) Z,, (kr), (2.21)

Uomn = sinm@ P (cos 0) Z, (kr). (2.22)

Figura 2.1 Funciones de Bessel esféricas para los érdenes n— 0, 1, 2 y 3.

2.1.2. Vectores Armonicos esféricos

Los vectores armonicos esféricos generados por Wemn ¥ Womn son
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Figura 2.2 Funciones de Bessel modificadas esféricas para 6rdenes n= 0, 1, 2 y 3.

Mepn = V X (1Wpn), (2.23)
Momn = V X (r o), (2.24)
Ny = ¥ Mein, (2.25)
2
(2.26)

b

N . v X M()”lﬂ
omn — k

los cuales, se expresan explicitamente como:

lP"l
ﬂzn(/))em (2.27)

n
" sin moP)"(cos0)z,(p)eg — cos mop—= 7
a

Mt’mn =i——
’ sin @
P (cos @

050) ()esr (2.28)

L cos moP) (cos0)z,(p)es — sin m(j)d 7

7
ann = ==
sinf
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zn(/))

Nemn = cosmen(n + 1)P)"(cos 6)e,

dPy (cosf) 1 d
do P (lp

P™(cosf) 1
— Zn , 2.2
sin pdp [/) n(p)les (2.29)

+ cosme —[pzn(p)]es

—m sinmao

Nomn = z,,/()p ) sinmgn(n + 1) P (cosf)e,
dP;"(cosb) 1 d

+ sinme &0 — [/)z,, p)leq
P (cosf) 1 d .
+mcosm¢>Wpd [pzn(p)|es. (2.30)

Por lo tanto ya tenemos construida la base de vectores en coordenadas esféricas
que se utilizaran en la paréxima seccion para expresar el desarrollo de una onda

plana en armonicos esféricos.

2.2. Desarrollo de una onda plana en armonicos esféricos

En la Fig.2.3 se representa el campo eléctrico incidente E; mediante una onda

plana polarizada en é,, propagandose en la direccion z:
B = E itkcosO »
i = Foe éy. (2.31)

Dada la geometria del problema es conveniente escribir el campo incidente en

una base de armoénicos esféricos,

oo o
Ei = Z Z (BCNUIME”HI + B()ITHIMOTIIH + Aen‘mNem.n _'_ AD"UINO"H]-)' (232)

m=0 n=m

En esta parte vamos a dar un resumen de un procedimiento por demads extenso
que finalmente nos conduce a la Ec. 2.43. Detalles mas puntuales en el caso de
la esfera pueden encontrarse en |7, 3]; por otro lado, detalles més técnicos desde

el punto de vista matemético que involucran propiedades de los polinomios de
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inc

Figura 2.3 Campo incidente polarizado en @ con el vector de propagacion en z incide sobre una

esfera de radio a.

Legendre pueden ser revisados en [13, 14, 15, 16]. Las ecuaciones 2.27-2.28
y las relaciones de ortogonalidad que satisfacen las funciones cosme¢ y sin ¢,

permiten establecer relaciones de ortogonalidad para los vectores armonicos,

2 T
/ / Mem’n’ 4 ann. sin 9d9d¢ = 0. (233)
0 0

De manera similar los pares (Nomn, Nemn),(Momns Nomn) ¥ (Memn, Nemn) son
ortogonales. Utilizando la Ec. 2.13 se puede demostrar la siguiente relacion
para los polinomios de Legendre:

T d le. d pm
e Pm n le n >d9 = PmPIm 7r, 234
7”‘/0 ( n da + n (19 n-n |0 ( )

la cual se anula para todo n y n’. Con este resultado se puede ver que los pares

(Memns Nomn) ¥ (Nemn, Momy) son también ortogonales. Estas relaciones de
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ortogonalidad nos permiten expresar los coeficientes By, como:

_f;)% f()ﬂ- E; - My, sin 0d0do

Bomn = )
2 .
o Jo [Momn|?sin 8dfde

(2.35)

Similares ecuaciones a esta tltima se obtienen para los coeficientes Bomn, Aemn

y Agmn. Teniendo en cuenta que:
&, = sin 6 cos g€, + cos  cos P&y — sin pey (2.36)

y las Ecs. 2.27-2.30 se puede demostrar que Beyp, = Agmn = 0 para todo m y n.
Utilizando relaciones de ortogonalidad de los polinomios de Legendre se puede
demostrar que los coeficientes que quedan desaparecen a menos que m=1, por

lo tanto nos queda para el campo incidente la siguiente expresion,

o0

Ei = Z(Boln,Moin =+ AelnMcln)- (237)

n=1
Ahora debemos encontrar el valor de Boi, ¥ Aein, para csto observamos de

(2.13), que los polinomios de Legendre de grado n satisfacen

d dp, ;
d—()(Sin QW) = —n(n + 1)P,siné. (2.38)
El numerador de 2.35 contiene una integral del tipo
/7T i(sin OP)ereobdph (2.39)
L " ' '
Considerando la representacion integral de las funciones esféricas de Bessel:
*—Mn ™
julp) = 7’2 / ¢SO P sin fdf (2.40)
0
se puede demostrar que:
2n+1
Boln =1"E ik (241)

0 7, a\°
n(n+1)
Aunque con un procedimicnto bastante més trabajoso, los coeficientes Aeyy, se

obticnen en forma similar, quedando,

2n+1

AP n = '—.Eo.n—_-
! et n(n+1)

(2.42)
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Entonces el desarrollo del campo incidente en armonicos esféricos se expresa

como,

n+1 (1)
= (M,,,, —iN 2.43
z; n n-+ 1 oln 2 f’ln) ( )

donde el superindice (1) se le asigna al vector arménico esférico donde la

. . . o (1
dependencia radial de las funciones generadoras son especificadas por ],(1 ),

2.3. Los campos internos y esparcidos

De acuerdo a la ley de Faraday y la Ec. 2.43 podemos obtener el campo

magnético incidente:

(o]

277 +1
H" - _—E Z " 'Il }_1 Ms'ln =+ Ng)n) (244)

Es conveniente expresar los campos electromagnéticos esparcidos (E;,H;) y los
del interior de la esfera (E;,H;) en vectores arménicos esféricos. La componente
paralcla de los campos electromagnéticos (ver fig.2.4) debe ser continua en
la superficie de la esfera, esta condicion se expresa matematicamente de la

siguiente manera,

(E;+E;—E|)xeé,=H;+H;,—H;) xé.=0 (2.45)

Las condicion de frontera 2.45 y el desarrollo de los campos incidentes dictan

la forma de los campos esparcidos ¢ interiores de la csfera:

E, = Z Ep(c,M® —id, NGy, (2.46)
n=1
Z En(d,M8Y) +ic, N, (2.47)
n=1
Z 7(1"N§:i)n - b"MSi)n)’ (248)

=1
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Figura 2.4 Representacion de la componente paralela del campo incidente sobre la superficie de

la esfera.

o o]

H,

oln eln

k .
= 2N B, (i6,ND 4 a,M®), (2.49)
Wit n=1
donde E, = (2n + 1)/n(n + 1) y g s la permeabilidad de la esfera.
El superindice (3) se le asigna al vector esférico arménico para el cual la

lependencia radial de las funciones generadoras son especificadas por 1’
dependencla racial de las unclones generacdoras son especilicacdas por /iy .

2.3.1. Coeficientes de esparcimiento

Para realizar los calculos de esparcimiento o absorciéon necesitamos obtener
las expresiones de los coeficientes @y, bn, ¢, y dyn. Las ecuaciones requeridas
para hallar estos coeficientes se obtienen de la continuidad de los campos en

la frontera:
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Eig + Esg = Eno,
Eis + Esp = Eng,
Hig + Hsg = Hio,
Hig + Hsp = Hig. (2.50)

Realizando un poco de dlgebra se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

Jn(ma)e, + hay(x)bn = jn(z),
pmagn(ma))'ca + pafahl) (@) b = mlz ()],

ey (ma)dy, + phay(e)an, = Win (),

[m:vjn(m:v)] dn + m[zh(D(z)) an = mlzja(2)], (2.51)

donde la prima indica la diferenciacion respecto al argumento entre paréntesis,
2rNa k N

z=ka= \ ym = 73— = ]\1 N, y N son los indices de refraccion de la

particula y del medio respectivamente. Resolviendo el sistema de ecuaciones

se obtienen las siguientes expresiones para los coeficientes a,,, by, ¢p ¥ di:

i, = /’l}n( )[lh" (l)] —,ulh (7)[7']11( )] (2 52)

! 1 jn(me) [xhn 1)]' - ,u/l z)[nn]n me) ]
I (1)

d — pimin(a [Lh 1)] ,ulmh (a )[U,, )] (2.53)
pm?2j, (ma) [@ i (1)] ,LL]L )(a )[7711_]7,(777L)]
g e Teon (B N1E e T

0 = Jm ]n(m:z,)[l]l,, (x )] ,ul],,( )[mm]n(rb)] , (2.54)
/L'm?j,,(m:v)[:L'hsl)(.7:)] — g fih )(z )[7711']',,(717,.7;)]

b — :“'l.jn("lm) [’l'.]n('l‘)] - }Lj,,(.’l?) [777’51:‘7.71,(77'1'1:)]/ (9 7)5)

5 1 ! 1 s /
1 jn(ma) [:ch,(l )(:L)] — uhiP () [‘m.ﬂ:]n(mx)]
Si tomamos una n tal que la longitud de onda A o el radio a producen
denominadores muy pequeiios, el modo a, por ejemplo, serd dominante,

cumpliéndose la relacion
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[n:lzsll)(:n)]’ _pa[maga(ma)) .

= 2.56
WD) pmZja(ma) )

Analogamente tendremos para cl coeficiente by,
[Ihf,l)(n:)]’ _ /,Ll[7'llil,‘j,1(77'l,:ll)]l. (2.57)

/l%l ) (.77) B /l'ljn (777"1“)
Las longitudes de onda (o frecuencias) que satisfacen las Ecs. 2.56 y 2.57 se

denominan longitudes de onda (o frecuencias) naturales de la esfera.

2.3.2. Seccidén transversal

El campo esparcido para un haz de luz incidente arbitrario y polarizado, sc
obtiene por la simetria de la particula. Por ejemplo, los campos esparcidos de

ignal amplitud incidente x-polarizada e y-polarizada en el plano son

E.(¢; 2 — polarizada) = Ey(¢ + g; y — polarizada).

Si tenemos los coeficientes de esparcimiento a, y b, se pueden determinar
todas las cantidades medibles asociadas con el esparcimiento y absorcion, tal

como la eficiencia esparcida.

2.3.3. Coeficientes de esparcimiento y de extinciéon

El contenido energético de la onda electromagnética incidente se distribuye
en energia esparcida y absorbida. Desde el punto de vista matematico es
conveniente trabajar con el vector de Poyting para poder acercar el modelo
fisico que se plantea a situaciones de interés experimental. Por ejemplo el vector
de Poynting S en cualquier punto de un medio que rodea a la particula [7] se

puede escribir como la suma de tres términos

1
S= §R6{E2 x H3} = S; + S, + Seat, (2.58)
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o

‘ /Ws Detector
"%
W, \ y G
-
—_——— "," —
_ ‘,,—"'Esfem imaginaria

Figura 2.5 Un detector ubicado a una distancia 7 de la partfcula recibe la potencia esparcida

por esta.

donde S;, Ss ¥ Sext representan los vectores de Poynting de la radiacién
incidente, esparcida y extinguida respectivamente. Si el medio es no ab-
sorbente, esto quiere decir que sélamente la particula absorbe parte de la
enegié incidente. En este caso la potencia absorbida por la particula (ver Fig.

2.5) puede calcularse como,

W, = — / S &.dA, (2.59)
A
Las expresiones de la potencia incidente y esparcida son:
Wi = — / Si - 6dA, W, = / S, - 6udA. (2.60)
A A
Lo que se pierde en esparcimiento y absorcion suele llamarse extincion:

Weat = Wa + Wi (2.61)
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Calculando esta cantidad a través de la superficie esférica de radio r de la Fig.

2.5, tenemos que:

1 2w ™
W = §Re / / (EipgH2y — EsHjy + EsoH ,7'},)7‘2 sin 0d0dao,
o Jo

1 2 ™
W, = 5136/ / (EsoHzy — o Hip)r? sin0dodp,  (2.62)
o Jo

donde el radio 7 > a de las esfera imaginaria es arbitrario. Sabemos que

Wew v Wy son independientes del estado de polarizaciéon de la luz incidente.

Por lo tanto, evaluando las integrales 2.62 podemos tomar la luz incidente y

polarizarla en z:

k
H,j() = — tan ¢E,j0,
Wit

By = co
P n=1
sin ¢
Eiy =
P

n=1

—k
H,'¢ = — cot (pEiqg,
i

donde p = kr, Yn = pin(p) T =

correspondiente es

cos @
P

Es@ =

n=1

: 00
sin ¢ i o
Esd) = Z En(bngn'rn - ul’né;,ﬂ'n)’

n=1
k co
Hygp=— 5¢
wpp n=1
_ k cos¢
¥ wp p

n=1

- ¢ Z En.('(/)nwn - ii/)ﬁﬁn),

oo
Z En(?;'d):,ﬂ-n - wnTn)a

sinf -

Z E,,('i(l,,f,llﬂ,, - bngnﬂ'n)a

Z En(ibng]Tn - an.&n”n),

Z En(ibndﬂrn - angn’rn)a

(2.63)

% El campo esparcido

(2.64)
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1
donde &, = ot (p).
Si suponemos que los desarrollos en serie 2.64 pueden ser sustituidos en la
integral por W, y las series resultantes se integran término por término,
obtenemos
2 oo
7| Eo|

// —_—_— P 2 b 2 .
We = oo "2:31(2n+1) R(gn) (|an|® + |62, (2.65)

donde hemos usado 2.34 y

o2n?(n + 1)2

TnTm & TnTm)$1n0d0 = dpm
/0 (T =+ TaTm) ™ an+1

donde g, = —i€:E!, se puede escribir de la forma

n = (X:% - ‘,b:/\’ln) - L(w;d);z - XZX’H),
donde xn = —pyn(p) es la funcion de Riccati-Bessel y por lo tanto &, =
Yn — X
Se define a la eficiencia esparcida Qseq como la fraccion de potencia esparcida
respecto a la potencia indicente. Entonces, utilizando la relacion X3, —n X, =

1 [13, 14] tenemos que:

8

)(|an|? + 10al?)- (2.66)

sca ‘/‘/ =

Similarmente, la eficiencia ext.mgulda queda en la forma,

8

‘/Veu:t o

ext = ‘/‘/j + b ) (267)




CAPITULO 3

APROXIMCION ELECTROSTATICA

Cuando el radio de la esfera es muy pequeiio en comparacion con la longitud de
onda incidente, la aproximaciéon dipolar ofrece una solucién para el problema
de esparcimiento electromagnético. Por lo que en esta parte se piensa en el
problema de la esfera como el equivalente a tener dos cargas puntuales ¢ y -¢
separadas por una distancia d. Se toma el caso en el limite donde d tiende a

cero para tener la configuracion llamada dipolo.

3.1. Calculo dipolar

El dipolo eléctrico consiste en un sistema de dos cargas cercanas entre si de
igual magnitud y signo opuesto. Un dipolo eléctrico se genera aplicando un
campo cléctrico a un material dicléctrico. El momento dipolar sc define como
una magnitud vectorial con modulo igual a la carga ¢ por la distancia d que

las separa.

p = qd. (3.1)

Cuando cl radio de la esfera es muy pequeiio en comparacion con la longitud
de onda incidente, la aproximacién dipolar nos ofrece una solucién para el
problema de esparcimicnto electromagnético. Considérese una esfera LIH que
se encuentra en un medio arbitrario donde existe un campo eléctrico uniforme
Eo = Epé,. Si las permitividades de la esfera y el medio son distintas, una
carga serd inducida en la superficie de la esfera. La presencia de la esfera

distorcionara el campo uniforme inicial. Los campos eléctricos dentro y fuera

22
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Figura 3.1 Esfera dieléctrica en un campo uniforme.

de la esfera E; y By, respectivamente se derivan de los potenciales escalares

®(,0) y ®o(r,0):

E, =-V®,  Ey=-Vd, (3.2)

donde,

Vi, =0 (r<a), Vi, =0 (r>a). (3.3)

Por la simetrfa del problema, los potenciales son independientes del &ngulo
azimutal ¢. En la frontera los potenciales deben satisfacer
09, 0P,

@1 = @2, 81? — Emﬁ (7‘ = a). (3.4)

La condicién de frontera en el infinito nos da:
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lim ®, = —Eyrcosf = —Eyz, (3.5)

T—00
que nos dice que a distancias grandes respecto de la csfera, el campo cléctrico
aplicado no es perturbado. Las siguientes funciones satisfacen las ecuaciones

diferenciales parciales y las condiciones de frontera de la esfera.

35 m

¢ =—
€1 I 25111

Eyr cos @,

€1 — Em COSO

®, = —Eyrcosf + a’E,
2 0 061 + 2e,, T2

, (3.6)

donde &1 y e representan las permitividades de la esfera y del medio que
la rodeca respectivamente. Penscmos en un problema equivalente de tener
dos cargas puntuales ¢ y -¢ separadas por una distancia d. En el limite de
d tendiendo a cero tenemos una configuracion lamada dipolo con momento
dipolar p—pe., donde p—qd. Si las cargas estan dentro de un medio uniforme
sin lfmites con permeabilidad &,,, el potencial ® del dipolo en cualquier punto

P es
@:L(i—%), (3.7)

r-e, d? \1/2 r-e, d? \1/2
Ty = 7(1 — —1—2—(1 + m) , T = '](1 -+ —7T-Cl—|— m) . (38)

Tomando el limite de d tendiendo a cero obtenemos el potencial de un dipolo

p-r _ pcost (3.9)

B dre,rd Amenr?’
Volviendo al problema de la esfera en un campo uniforme, notamos de 3.6 y
de 3.9 que el campo fuera de la esfera es la superposicion del campo exterior
uniforme y ¢l campo del dipolo con momento dipolar respecto del origen:

£

3fL"Cmp (3.10)

p = 4mena
€1 - 25711
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La cantidad (g, — )/ (€1 +2€5,) sugiere una conexion entre electrostatica y el
esparcimiento por pequenas particulas comparadas con la longitud de onda. El
campo eléctrico aplicado induce un momento dipolar proporcional al campo.
La esfera esta polarizada y puede ser especificada por la polarizabilidad « que
esta definida por

p= E:mQCEO,

€1 —&m
&1 SE 25171

Estamos interesados en poblemas de esparcimiento donde el campo incidente

o = 4ma® (3.11)

es una onda plana que varfa en tiempo y espacio. Reemplazaremos la esfera
por un dipolo ideal con momento dipolar &, aKy incluso cuando el campo
incidente es una onda plana. El momento dipolar p = emaEpe &, de un
dipolo ideal, localizado en z=0 e iluminado por una onda plana polarizada en
r Eyexp(ikz —iwt)é,, oscila con la frecuencia del campo aplicado, por lo tanto
el dipolo radia un campo eléctrico [3]:

eikr ,L'k.'i

E; = o 47r€me,. x (& x p), (kr >> 1) (3.12)

donde se ha omitido el factor de dependencia temporal et Después de

algunos calculos 3.12 se puede poner de la forma

eik(r=2) N
Es = _FXE, E= Eoel z, (3.13)
donde
X—ﬁaé x (& X €;) (3.14)
pe— 47T r r 4 . .

Las eficiencias de la extincion y esparcimiento son

‘/Vca:t _ 4
Ceat = W;  (ka)?

Re{(X - &x)o=0}, (3.15)

)7
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2T pw |X|2 |X\2
sca = ———sinfdfd¢ = ———df2 3.16
Qo= [ [ i 09 = |, Sy 318)
(p. 71 de |7]) quedando:
ey = iIm{a'} = 41:[77'1{—51——,6'"—} (3.17)
T qa? T ey + 2em '
kll 2 8 4 gl - (C:n-,_ 2
sca — | == | ——_ | ¢ 3.18
@se 6m2a? o 3" €1+ 2€ml (3.18)
La eficiencia absorbida Qus = Qext solo si el esparcimiento es pequeno

comparado con la absorcion.



CAPITULO 4

RESULTADOS

En este Capitulo se dan ejemplos de la teorfa presentada en los Capitulos 2 y 3
para diferentes materiales: HyO, Ag y Au. Se discuten criterios de convergencia
para darle un caracter finito a la suma infinita de funciones de Bessel. Se
compararon resultados de nuestra implementacion numeérica con los datos de
la implementacion numérica usada en [7]. En el caso de radios pequenos se

compara el método riguroso (Teorfa de Mie) con el de la aproximacion dipolar.

4.1. Resultados para HyO

Para poder ilustrar la teorfa presentada en el capitulo 2 necesitamos evaluar
los coeficientes de esparcimiento y de extincién expresados segin las Ecs. 2.66
y 2.67. Esto requiere, que en el codigo numérico que se implemento las series
infinitas sean reemplazadas por sumas finitas extendidas hasta un maximo
valor que llamaremos N,,q,. Por lo anterior nuestras sumas de funciones quedan

expresadas de la forma:

_W_ 2 Mf(%u)(la [+ 1bal*) 1)
s W (ka)? e | ' ' |
).’
O = Wea _ 2 Ni‘f(?n + 1)Re(an + by) (42)
ot = ‘/Vi - (ka)z 2 , n n)- .

4.1.1. Convergencia Numérica

Uno de los controles iniciales a los que se sometié el codigo numérico fue la

convergencia de las sumas (2.66) y (2.67). En las Figs. 4.1-4.3 se mucstra la

27
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convergencia numérica respecto del Nas

tamanos.

45

e

4.0

35+

3.04

H,0

28

tomando esferas de HyO de distintos

—— NMAX=80
——NMAX=20

—— NMAX=10
\ a=1.0pm

2.5
2.0

1.0

sca

0.5+

0.0

54+——TT—"T1T+T T 1 T 1T 1T T

AMpm)

Figura 4.1 Convergencia de la eficiencia esparcida por una partfcula de agua y de radio

a = 1,0pm para 3 diferentes Ninae:

Conforme aumenta el grado de las funciones de Bessel estas van convergiendo
(ver figuras 2.1 y 2.2), tal que, se hacen cero cuando n tiende a infinito. De
modo que para longitudes de onda muy grandes se observa que la eficiencia
esparcida decrece. Esto se debe a que el argumento de las funciones de Bessel
(z = 2ma/Ninc) €s inversamente proporcional a la longitud de onda, lo cual
significa que conforme Aipc se va incrementando nos vamos acercando a cero
en z (Fig.2.1). Por lo anterior Qsca causada por particulas de diferentes radios,
decrece a medida que Ay aumenta (Ver figuras 4.1, 4.2 y 4.3). La respuesta
de la particula depende de su tamafio, es decir, conforme el radio de la
particula aumenta, esta puede ser perturbada con més modos denotados por
las funciones de Bessel. Puesto que la suma de las funciones de Bessel tiende a
infinito, se tuvo que recurrir al truncamiento de estas usando como criterio el
hecho de que conforme el radio de la particula fuera disminuyera, se necesitarfa
un nimero menor de términos para las ecuaciones 4.2 y 4.1, y por tanto cortar

las sumas en un nimero finito de Nypqe. En las figuras 4.1 y 4.2 se observa que
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la eficiencia esparcida anmenta conforme van aumentando los primeros Nz,
pero que de un cierto Ny, en adelante las curvas ya son siempre las mismas.
Esto se debe a que cada particula tiene un limite de perturbacién, es decir,
dependiendo del tamaifio de la particula, es la respuesta que esta daré al ser
incidida por ciertas longitudes de onda.

La particula de agua con radio a = 1um(figura 4.1) es perturbada por la
superposiciéon de las funciones de Bessel hasta el grado 30, de acuerdo a
nuestros resultados numéricos, los grados més altos ya no los va a percibe
la particula. Lo mismo pasa para la partfcula de agua con a = 0,2um (figura
4.2), pero esta solo es perturbada por funciones de Bessel hasta el grado 10. El
aumento de la eficiencia en ambas figuras se observa hasta cierto punto puesto
que la suma de las funciones de Bessel solo tienen peso hasta llegar a su limite
de perturbacién. Radios mucho més pequefios solo pueden ser perturbados por
el primer o segundo orden de las funciones de Bessel, como se observa en la

figura 4.3.

H.O [—Nmax=1

27 | ——NMAX=2

A —— NMAX=3

I\ —— NMAX=5
-+ NMAX=10
NMAX=20
——NMAX=40

a=0.2um

A(um)

Figura 4.2 Convergencia de la eficiencia esparcida por una partfcula de agua y de radio

a = 0,2pm para 7 diferentes Nmaa ..
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054 ——NMAX=1
. HZO © NMAX=2
0.4 a=0.05um
0.3
8
O"’ 0.2

0.1+

0.0+

T UESUSU T T 1
00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20

Apm)

Figura 4.3 Convergencia de la eficiencia esparcida por una particula de agua y de radio

a = 0,05pum para 2 distintos Nppqe..

4.1.2. Comparaciéon de los resultados con otra implementaciéon

numérica

Los autores Bohren and Huffman [7] realizaron un exhaustivo estudio en lo
que se refiere al esparcimiento por particulas. En particular implementaron
un algoritmo numérico utilizando las funciones de Riccati-Bessel [16]. En la
figura 4.4 se muestran las curvas de las eficiencias de esparcimineto(Qse,) de
una particula de agua en funcién del inverso de la longitud de onda incidente
obtenidas con una implementacién numeérica distinta a la que usan los autores
de [7]. En el agua se utiliz6 el inverso de A para poder hacer la comparacién
con la figura 4.5 que se encuentra en el libro anteriormente citado. De la Fig.
4.4 se observa que conforme disminuye el radio de la particula se presentan
menos fluctiaciones en la curva. Estas fluctuaciones son notorias En a=1um

se denominan estructuras de riple.



4.2 Resultados para metales 31

——a=1.0pm

45+ H O ~——a=0.2ym

a=0.05um

4.0+ //\
3.5+
3.0
25+

2.0+

Qext

0.5

0.0 .__’———’/

LU USRS S AN SR A SN A SN SN |

05 1.0 15 20 25 30 35 40 45 50

Inverso de la longitud de onda (um™)

Figura 4.4 Gréfica de la eficiencia de extinsién para una particula de agua con tres radios

distintos.
T T ) T
~gzosun [}
SN
______ Rd
/'/——-“-~—- s

i

1 1 1 1

8 9 10 "

INVERSE WAVELENGTH  ( pm™)

Figura 4.5 Gréfica de la eficiencia de extinsién que se encuentra en la pagina 105 de la

referencia (7] para una particula de agua con 3 radios distintos.

4.2. Resultados para metales

Para el caso de la plata, en la figura 4.6 se observan picos en las curvas de las
eficiencias en A = 0,39um que se van atenuando conforme aumenta el radio de

la particula.
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8- ——a=1.0pm
] Ag a=0.2pm
—— a=0.05um
6
5
8 4
]

— T T 7T
oo 02 04 08 08 {10 12 14 16 18 20

A(um)

Figura 4.6 Gréfica eficiencia esparcida para una partfcula de plata con diferentes radios.

En la figura 4.7 se presentan las curvas de esparcimiento para el oro donde se

observa un pico de resonancia en aproximadamente A = 0,53pm

3.5 —a=1.0um
Au ——a=0.2um
—— a=0.05um

sca

Aum)

Figura 4.7 Gréfica eficiencia esparcida para una particula de oro con diferentes radios.
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4.3. Comparacién con la aproximaciéon dipolar

En las curvas de la figura 4.8 se compara la eficiencia esparcida obtenidas
mediante el método de aproximacién dipolar y la Teoria de Mie. Se observa
que las dos curvas coinciden. En A=0.35um, donde se encuentra el pico,
corresponde a una resonancia que se presenta cuando € = —2, haciéndose cero
el denominador de la Ec. 3.18. Esto se debe a que para materiales conductores
se pueden tener permitividades negativas asociadas a la capacidad de absorcién
del material. Se verifica entonces que los dos métodos coinciden para radios

muy pequefios, en comparaciéon de la longitud de onda incidente.

1 Plata — .M
0.020 - AD.

a=0.005pm

0.015 4

0.010

sca

0.005

0.000 - \,\J

T v T ¥ T v T v T v 1
0.2 03 04 0.5 0.6 0.7

Longitud de onda (um)

Figura 4.8 Curvas de la eficiencia esparcida para una partfcula de plata obtenidas con el

método de aproximacién dipolar y con la Teéria de Mie.



CAPITULO 5

CONCLUSIONES

Se desarrollo el formalismo matematico de la Teoria de Mie para calcular los
coeficientes de extincion y esparcimiento en funcion de la longitud de onda
provocados por una esfera de radio arbitrario. Se realizaron varias pruebas
de convergencia que permitieron establecer un criterio de truncamiento para
las expresiones 2.66,2.67, las que [inalmente quedan representadas por las
expresiones 4.1,4.2. Se reprodujeron las curvas que se encuentran en el Bohren
an Huffman [7] pero con una implementacion numérica distina. Las curvas
de la aproximacion dipolar se obtuvieron bajo la condicién de que el radio
de la esfera tiene que ser mucho més pequeno que la longiud de onda que le
incide, es decir, a<< A. Se compararon, en radios pequenos, los métodos de
la teoria de Mie y el de aproximacion dipolar observando la coincidencia de
ambos. Los codigos de los programas para obtener los coeficientes de extincion
y esparcimiento se escribieron en FORTRAN 90.

En el método para los radios arbitrarios se verificé que el truncamuento da
resultados confiables debido a la convergencia numeérica de las funciones de
Bessel. En las curvas obtenidas por el método de la teoria de Mie para
radios arbitrarios se observa que conforme aumenta el radio de la particula
se presentan mas esctucturas de ripple (Figuras 3.1, 3.2 y 3.3).

En el método de aproximacion dipolar (Figura 3.4) hay una resonancia en
A=0.035pum, valor que corresponde a la frecuencia de plasma, que ocurre
cuando el material presenta una permitividad negativa, lo cual es una

caracteristica de los metales.
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APENDICE A

EcUAciON DE HELMHOIT?Z

A.1. Ecuacion de Helmholtz vectorial

Relaciones constitutivas

(A1)

(A.2)

Utilizando las relaciones constitutivas en (1.1) y aplicando de ambos lados el

rotacional

V x [Vxe(r,t)] = "Hyx [0

LV x [0, 8] =0,

llegamos a la ecuacion de onda

v [e(r, L)] - ‘C‘—jg—; [e(r, 1,)] =1,

Una funcién con dependencia armonica en el tiempo es de la forma

E(r)e ™

Si sustituiinos (3.5) en (3.4) llegamos a la ecuacion de Helmholtz

V?E(r) + k*Er = 0

donde k? = (pew?)/c?

35
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A.2 Ecuacion de Helmholtz escalar

A.2. Ecuacion de Helmholtz escalar

VEM + KM = V x [V*(c¥)] + V x [K*(c¥)]

= V x [¢(V20)] 4 V x [c(A*T)] = V x [c(V?V + k)]

30

(A7)

(A.8)



APENDICE B

B.1. Simulaciéon numérica

La implementacion del programa se realizo de la siguiente manera:

1. Se calcularon las Funciones esfericas de Bessel, las Funciones esfeficas de

Hankel y sus respectivas derivadas para una longitud de onda.

2. Se calcularon los coeficientes de las Ecs. 2.52-2.55 para Npqe, funciones

de Bessel con cada longitud de onda.
3. Se truncaron las expresiones (2.66)-(2.67) en Npaz.
4. Se repiti6 el ciclo para varias longitudes de onda.

DIAGRAMA DE FLUJO DEL PROGRAMA

Los coeficientes de extincion y esparcimiento se obtuvieron de un codigo de
programa cscritos en FORTRAN 90. Para calcular las funciones de Bessel y
Hankel que usa el programa se utilizo un paquete de subrntinas llamadas
ZAMOS(Autor Donald E. Amos del Sandia National Laboratories). Estas
subrutinas evalian las funciones de Bessel incluso con materiales absorbentes
los cuales tienes argumentos complejos. Para obtener las curvas del agua se
utilizaron los datos de [6] y para los metales se usaron los datos que estan en
[7]. Para el agua y los metales se implementaron las subrutinas denominadas

spline las cuales hacen la interpolacion de las longitudes de onda.
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A, radio,indices
de refraccion

¥

alculo de funcione
de
Bessel y Hankel

Calculo de los coeficientes de
Esparcimiento y extincién.

1

Se grafican los coeficientes
de esparcimiento.

Figura B.1 Diagrama de flujo de la simulacién numeérica,
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