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Resumen

Se realiza un analisis comparativo numérico-tedrico de las propiedades termodinamicas
(presion y temperatura), velocidad y nimero de Mach entre una tobera convergente
y una tobera supersonica propuesta de Mach 1.8, desarrollada mediante una
metodologia completa para el diseno de toberas supersonicas de campana. En la
seccion divergente es utilizado el Método de las Caracteristicas (MOC) para un
flujo en dos dimensiones, irrotacional e isentropico, mientras que para la secciéon
convergente el Método de la Curva Paramétrica Bictubica (MCPB) es empleado para
un diseno 6ptimo de tobera; como resultado, un flujo uniforme sin separacion y una
expansion rapida de los gases es obtenido en la seccion divergente, logrando obtener
una tobera con el nimero de Mach de 1.8 deseado en la salida. Se hace uso tanto
de la teoria de flujo compresible como de las simulaciones CFD para realizar las
comparaciones tedricas y numéricas, respectivamente, de la presion, temperatura,
velocidad y nimero de Mach de entrada y salida para ambas toberas. El analisis
comparativo muestra un incremento en la salida en la velocidad de 185.05 %, asi como
un incremento en el nimero de Mach de hasta 251.59 %, de la tobera supersonica

propuesta con respecto a la tobera convergente.
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Abstract

A numerical-theoretical comparative analysis is conducted on the thermodynamic
properties (pressure and temperature), velocity, and Mach number between a
convergent nozzle and a proposed supersonic nozzle designed for Mach 1.8. This nozzle
was developed using a comprehensive methodology for the design of supersonic bell
nozzles. In the divergent section, the Method of Characteristics (MOC) is employed
for two-dimensional, irrotational, and isentropic flow, while in the convergent section,
the Bicubic Parametric Curve Method (BPCM) is utilized for optimal nozzle design.
As a result, uniform flow without separation and rapid expansion of gases are achieved
in the divergent section, thereby achieving the desired Mach number of 1.8 at the
exit. Both compressible flow theory and CFD simulations are utilized to perform
theoretical and numerical comparisons, respectively, of the pressure, temperature,
velocity, and Mach number at the inlet and outlet for both nozzles. The comparative
analysis shows an increase in exit velocity of 185.05 % and an increase in Mach number
of up to 251.59 % for the proposed supersonic nozzle compared to the convergent

nozzle.
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1. Introduccion

1.1. Introduccion

En la actualidad, la industria aeroespacial ostenta una relevancia innegable. Los
continuos avances en tecnologia mantienen a las distintas empresas de este sector en
una competencia directa, con el objetivo de mejorar el rendimiento y la eficiencia de
sus productos aeronauticos y espaciales mediante la optimizaciéon de componentes.
Los sistemas de propulsiéon desempenan un papel crucial, ya que lograr un mayor
rendimiento y eficiencia implica incrementar la potencia de propulsion y reducir
significativamente el consumo especifico de combustible. Estos son los principales

objetivos que persiguen las empresas del sector a diario.

Hoy en dia, los motores de propulsiéon a reaccién son ampliamente empleados en la
industria aeroespacial con el proposito de generar el empuje necesario para impulsar
cualquier tipo de aeronave. Estos motores suelen ser méas livianos y compactos en
comparacion con las alternativas convencionales, y su funcionamiento se estudia
dentro del marco del ciclo Brayton ideal. No obstante, el ciclo real de operaciéon de
estos motores, conocido formalmente como ciclo de propulsion por reaccion, difiere
del ciclo Brayton ideal en que los gases de la turbina no se expanden hasta alcanzar la
presion ambiental, sino hasta una presion que asegure que la turbina genere suficiente
potencia para accionar tanto el compresor principal como los equipos auxiliares

necesarios [6].

Como se mencion6 previamente, los motores a reacciéon estan equipados con una
tobera a través de la cual se dirigen los gases de escape de la turbina para generar
el empuje necesario. En un turborreactor, la velocidad y la presion de estos gases
de escape son los responsables de este impulso [28]. La tobera es un componente
utilizado en diferentes industrias, incluyendo aeroespacial e investigacion, se una
en aplicaciones tanto subsonicas como supersoénicas. Especialmente, los disenos de
toberas supersonicas son de gran importancia para los sistemas de propulsion de

aeronaves. Estas toberas juegan un papel crucial en la mecanica de fluidos, donde la
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descarga de flujo compresible es esencial para determinar el rendimiento final del
sistema de propulsion. Ademés, la eficiencia de los sistemas de propulsion depende
en gran medida de la configuracion de las toberas supersonicas de alta velocidad, con
objetivos centrales como la reduccion del consumo especifico de combustible (SFC),

el aumento de la eficiencia y la minimizacién de la longitud total de la tobera.

Las toberas utilizan la energia térmica del fluido para aumentar significativamente la
velocidad de salida del flujo, reduciendo su presiéon hasta igualar la presion ambiental.
En el caso de velocidades subsonicas, la presion disminuye en la secciéon convergente,
mientras que para velocidades supersonicas, esta disminucién ocurre en la seccioén
divergente. Por lo tanto, el area de la secciéon transversal de una tobera se reduce
en la direccion del flujo para velocidades subsonicas (A;, > Ayue) v se amplia para
velocidades supersonicas (A, < Aguw) [17]. La velocidad maxima alcanzable en la
salida mediante una tobera convergente es la velocidad sénica, que se obtiene en
la salida de la seccion convergente. Cuando se anade una seccion divergente a una
tobera convergente, el flujo se acelera, resultando en un flujo supersonico y formando
una tobera convergente-divergente. El flujo atraviesa la secciéon convergente, donde
idealmente el nimero de Mach (M) aumenta hasta alcanzar la velocidad sonica en la
garganta de la tobera, si ésta cuenta con un perfil altamente suavizado para lograr
un flujo uniforme; después, el fluido contintia acelerandose a través de la seccion

divergente, donde la velocidad se vuelve supersonica en la salida [7].

El presente proyecto se centra en desarrollar una tobera supersoénica para aumentar el
numero de Mach en un motor a reaccion tipo turbojet, basado en un turbocargador y
un diseno especifico de camara de combustiéon con sus conexiones para entrada de aire
y salida de plasma generado por la combustion. Este incremento se lograra mediante
la implementacion de una tobera convergente-divergente de campana disenada para
alcanzar un niimero de Mach de 1.8 en la salida. El analisis considerara la ecuacion de
continuidad, la ecuacion de energia y las relaciones de flujo isentropico para establecer
un modelo mateméatico con diversos parametros de entrada. Para el diseno de las
secciones convergente y divergente, se empleardn métodos como: el MCPB y MOC,

respectivamente. Ademas, se llevara a cabo una comparacién teérica y numérica de
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las propiedades termodinamicas (presion y temperatura), velocidad y nimero de

Mach entre la tobera actualmente utilizada y la tobera supersoénica propuesta.

1.2. Definicién del problema

Se cuenta con un motor a reaccién que ha sido desarrollado utilizando como base
un turbocompresor, junto con un diseno especifico de camara de combustion y una
tobera convergente adaptada para generar el empuje requerido (Figura 1.1). Sin
embargo, el principal desafio actual reside en alcanzar un numero de Mach de salida
adecuado con este motor para generar movimiento. Actualmente, para un flujo mésico
de aire de 0.675 kg/s, se tiene un numero de Mach de salida analitico y numeérico de

0.04332 y 0.04374, respectivamente, el cual es inferior al 6ptimo requerido.

Figura 1.1: Prototipo del motor a reacciéon turbojet.

1.3. Hipotesis

La investigacion y el desarrollo de una tobera convergente-divergente de campana
disenada para alcanzar un nimero de Mach de 1.8, obtenida mediante el uso de
una metodologia desarrollada a partir de la prediccion teédrica de las ecuaciones que
gobiernan el flujo compresible, e integrando el Método de las Caracteristicas y el
Método de la Curva Paramétrica Bicubica, resultara en un incremento del ntiimero

de Mach en la salida del motor a reaccién.
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1.4. Justificaciéon

En las ultimas décadas, ha habido un notable avance en el desarrollo tecnologico
de dispositivos para flujo compresible. El descubrimiento y aplicaciéon de diversos
métodos matematicos para el diseno de secciones convergentes y divergentes de
toberas han facilitado la busqueda de disefios 6ptimos que permiten una rapida
expansion del flujo, reducciéon en la longitud total de la tobera y menor costo de
fabricacion. Ademas, se ha experimentado un incremento significativo en la capacidad
computacional en los ultimos anos, lo cual ha impulsado la creacién de programas y

algoritmos dedicados a la optimizacion en este campo.

La mayoria de los estudios realizados sobre toberas convergentes-divergentes de
campana se centran en la aplicacion de métodos matematicos exclusivos para lograr
un diseno 6ptimo que reduzca las ondas de choque. No obstante, escasos de estos
estudios han integrado un modelo mateméatico que incorpore de manera significativa

los parametros de entrada necesarios para el desarrollo de los disenos.

El presente estudio tiene como objetivo profundizar en la investigacién de toberas
supersonicas de campana, contribuyendo asi al avance del conocimiento en el campo
de dispositivos de flujo compresible. Este trabajo resultara crucial para aumentar el
nimero de Mach de salida en un motor a reaccion tipo turbojet, adaptado a partir
de un turbocompresor. En consecuencia, la implementacion de esta investigacion
serd fundamental para optimizar el rendimiento de dicho prototipo y posicionarlo

como una alternativa viable de sistema de propulsién para aeronaves.
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1.5. Objetivos

1.5.1. Objetivo General

Maximizar el ntimero de Mach de salida de un motor a reaccion turbojet al
implementar una tobera convergente divergente de campana de Mach 1.8 resultante
de la prediccién tedrica y la implementacion del Método de las Caracteristicas y
Curva Paramétrica Bictubica, posteriormente disenada a través de CAD y analizada
mediante CFD. Asi mismo, se realizard una comparacién entre las propiedades
termodinamicas, velocidad y niimero de Mach de la tobera supersénica propuesta y
la actual. Esto para el desarrollo de un sistema de propulsion propio del programa
de Aeroespacial de la Facultad de Ingenieria y con ello buscar la fabricaciéon de una

aeronave.

1.5.2. Objetivos Especificos

Crear un modelo matematico que integre la ley de conservacién de masa,

ecuacion de energia y las relaciones de flujo isentropico.

= Obtener un disenio de tobera mediante el uso del Método de las Caracteristicas
y Curva Paramétrica Bictubica para la creacion de las secciones divergente y
convergente respectivamente.

= Generar el disenio obtenido a través de CAD.

= Simular el diseno obtenido mediante la Dinamica de Fluidos Computacional
(CFD). Asi mismo, para fines de comparacion, simular la tobera convergente
actual utiliza por el motor a reaccion.

» Evaluar y comparar resultados.

» Divulgar resultados.
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1.6. Metodologia

1. Estado del Arte: Bisqueda e investigacion de informacion y articulos referentes

al tema en cuestion y alcance del proyecto.

2. Prediccion tedrica: Uso de la teoria de flujo compresible y los métodos de
Lineas Caracteristicas y Curva Paramétrica Bictibica con el fin de desarrollar
un modelo matematico que permita obtener el diseno de la tobera convergente
divergente de Mach 1.8.

3. Modelado CAD: Modelado de la tobera de campana obtenida mediante la

prediccion teorica.

4. Simulacion CFD: Simulacién numérica para validar el nimero de Mach en
la seccion de entrada y salida, asi como también la velocidad y propiedades
termodinamicas del diseno supersénico obtenido previamente y de la tobera

convergente utilizada en el motor.

5. Anélisis y comparacion: Evaluacion de los resultados obtenidos mediante
simulacion CFD, seguida de una comparacion de las propiedades
termodinamicas, velocidad y niimero de Mach de ambas toberas en la seccion
de entrada y salida.

6. Conclusiones.
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Figura 1.2: Metodologia del proyecto.



2. Estado del Arte

Desde el inicio de la historia de la propulsiéon aeroespacial, las toberas conicas
proporcionaban el empuje necesario a las aeronaves existentes. Sin embargo, durante
las dltimas décadas, ha aumentado notablemente el interés en el uso del MOC y el
BPCM para el diseno de toberas supersonicas de contornos en forma de campana
tanto en el campo de la propulsién como en tineles de viento. Actualmente en la
literatura se encuentra una gran cantidad de informacion referente a estos métodos,

la cual se expondra a continuacion.

Entre varios de los trabajos que se encuentran disponibles, tenemos un estudio llevado
a cabo por Asha S. [4] en el cual demostré que el enfoque mas aceptable para disenar
la seccion divergente de una tobera supersonica es el MOC, sin embargo, el autor
establece que para obtener calculos de mayor precision, es recomendable llevar a cabo
simulaciones numéricas con el objetivo de poder comparar tanto resultados analiticos
como numéricos y poder concluir diferencias entre ambos. Estudios implementados
por Zebbiche, T. et. al. [31] y posteriormente por Mon, K. et. al. [21] corroboran la
exactitud del MOC para el diseno de toberas supersoénicas, con resultados inferiores al
5 % para flujos supersonicos menores a 1,000 K para cualquier valor de Mach, o cuando
el nimero de Mach es menor de 2 con valores de temperaturas de estancamiento
aproximados a 3,000 K. Jose V. [14] desarroll6 el diseno de una tobera supersonica de
Mach 1.8 basado en la teoria del MOC en un regimen de dos dimensiones, asi mismo
cre6 un programa en MATLAB para poder obtener el disefio de tobera requerido
de acuerdo a parametros de entrada. Sus resultados fueron verificados a través de
simulaciones numeéricas utilizando ANSYS, obteniendo una variacion del 5% en el
nimero de Mach con respecto al resultado analitico, confirmando nuevamente la

fiabilidad y exactitud del MOC.

Por otra parte, Ozkan Y. [24] desarrolld6 un estudio 1-D para la obtencion de un
diseno de tobera supersonica bajo las consideraciones de flujo isentrépico, no viscoso
y estable, utilizando el MOC con una cantidad de 50 lineas caracteristicas. Con este

numero de lineas se obtuvo una gran precision, resultando en errores para el niimero de



Mach, presion y temperatura estatica de salida de 0.19, 1.49 y 0.29, respectivamente.
Se concluye entonces, la importancia del nimero de lineas caracteristicas utilizadas
para la exactitud del MOC como un método de diseno de la seccion divergente. Yoshio,
D. [15] realiz6 una comparacion en su trabajo de tesis, utilizando el MOC para crear
una seccion divergente y compararla con la tobera de Baloni (2017). Utiliz6 4 valores
del nimero de lineas caracteristicas: 135, 250, 750 y 1000, obteniendo como conclusion,
que mientras mas alto es el nimero de lineas caracteristicas, mayor precision habra
en los resultados en la expansion inicial del contorno de la tobera. También, minimiza
el error cerca de la expansion inicial (la cual se desarrolla cercano a la garganta)
por lo que, las ondas de choque oblicuas tienen menor probabilidad de formarse,
afectar el flujo y afectar los parametros termodinamicos. Sin embargo, el utilizar méas
lineas caracteristicas, como se observo anteriormente, ademas de ser mas preciso con
respecto al nimero de Mach requerido, también tiende a incrementar la longitud final
de la tobera. Khan, MD. [16] llevo a cabo un diseno de tobera supersonica utilizando
el MOC con 10 lineas caracteristicas, demostrd que este método definitivamente crea
una seccion divergente de minima longitud y con una contracciéon de la seccion de
expansion. Sin embargo, al aumentar a 200 lineas caracteristicas, la longitud final de
la secciéon increment6 de 0.0856m a 0.0878m, concluyendo que la longitud se torna

mayormente estable a mayor niimero de lineas caracteristicas.

La optimizacion de las toberas supersonicas se centra principalmente en utilizar
métodos para disenar geometrias capaces de proporcionar una expansion rapida y
uniformidad en el flujo de salida. Para que el MOC sea mas preciso y eficaz, es
fundamental que la seccion convergente sea disenada de forma que el flujo logre
un nimero de Mach de uno en la garganta, esto debido a que el MOC hace la
consideracion de que se tiene un flujo con velocidad sénica en dicha seccion. Hou, D.,
et. al. [13] realizo el estudio de una tobera de Laval, en el que utiliz6 diferentes técnicas
de diseno para la secciéon convergente, esto para observar el efecto de la condensacion
supersonica de las caracteristicas de un gas en la propia tobera. Métodos como el de
Witoszynski, Curva Paramétrica Bictubica, Curva Translacional de Witoszynski y
Curva Polinomial Quintica fueron utilizadas. Se demostr6 que la técnica de curva

translacional de Witoszynski es la mejor para el disenio de la seccién convergente
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para el proposito de la tobera. Sin embargo, El MCPB también presenta buenos
resultados en cuestion de estabilidad para los pardmetros de presion y temperatura.
Petkevic, R., et. al. [26] llevo a cabo un estudio comparativo entre los disenos creados
mediante MCPB y Witoszynski para una tobera de polvo asistida por laser para
deposicién de metales. Se demostré numéricamente que el disenio convergente creado
mediante MCPB alcanza una mayor velocidad de salida con respecto a la creada

mediante Witoszynski, ya que presenta menores fluctuaciones en la velocidad.

El progreso de la tecnologia en el campo computacional ha permitido una alta
precision en los resultados comparables con la experimentacion real. Las simulaciones
numéricas se utilizan para investigar el comportamiento del flujo y los valores de
los parametros termodinamicos de interés, asi como para detectar las ondas de
choque existentes en las diferentes regiones de la tobera. En un estudio realizado por
Desphande, N., et. al. [9] se compararon los resultados teéricos con numéricos para
una tobera de Laval, se demostro que la diferencia fue insignificante, asi como tambien
que el modelo de turbulencia k — € utilizado consider6 los efectos de capa limite y
ondas de choque. Hedge, A., et. al. [12] y Meena, L., et. al. [20] utilizaron k — e como
modelo de referencia para sus estudios CFD, de igual manera validaron con éxito
sus resultados, afirmando que dicho modelo turbulento permite obtener resultados
méas cercanos a lo experimental. Por otra parte, Kumar, T., et. al. [22]| utiliz6 el
modelo de turbulencia k£ — w para altas velocidades y temperaturas de su estudio,
en el cual lleg6 a la conclusion de que dicho modelo proporciona una aproximacion
al comportamiento real del flujo compresible en esta tobera. Kolar, J., et. al. [18] y
Restrepo, J., et. al. [27] utilizaron el modelo k — w modificado SST, concluyendo que
dicho modelo permite obtener buen rendimiento para flujos supersénicos viscosos,
asi como una buena prediccién para ondas de choque y separacion de capa limite,
pero el esfuerzo cortante entre dos flujos es sobre-estimado. Como se ha comentado,
los investigadores han utilizado métodos numéricos para obtener resultados cercanos
a los experimentales; de esta manera, la Dindmica de Fluidos Computacional (CFD)

se utiliza para lograr resultados con precisiéon a bajo costo.

Establecer una metodologia robusta para disenar y analizar toberas supersonicas
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con la implementacion de técnicas matematicas garantiza geometrias 6ptimas que
maximizan el empuje al tiempo que minimizan fen6menos indeseables como la
separacion del flujo y las pérdidas inducidas por las ondas de choque. Como se
mencion6 con anterioridad, existe mucha bibliografia acerca del disenio de toberas
supersonicas. Estos estudios tuvieron como objetivo establecer algoritmos completos
para el diseno y la evaluacion de toberas supersoénicas utilizando tanto la teoria del
flujo compresible como el modelado matematico. Sin embargo, estos esfuerzos se

encontraron con disparidades sustanciales entre los resultados analiticos y numéricos.
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3. Marco Teoérico

3.1. Toberas

3.1.1. Flujo a través de toberas aceleradoras convergentes

Los dispositivos de flujo compresible como lo son las toberas, se utilizan en diversos
sectores de la ingenieria, tal es el caso de su uso en turbinas de gas y vapor. Para
comenzar con su estudio, se introducen dos conceptos denominados presion de
garganta (Px) el cual es la presion del fluido ejercido sobre la garganta de la tobera
y contrapresion (P.), éste ultimo hace referencia a la presion ejercida por el fluido en
la region de salida de la tobera (Ps) y tiene efectos directamente en el flujo méasico y

velocidad de salida del flujo en el dispositivo.

Deposito &
5
P, :
To —» Pb
=0 /__ (Contrapresion)
P
Ps
1 P,= P,
P> P°
o Py=P"
Presion -
Po minima de Pe<P
salida P,=0
0 X

Figura 3.1: Efecto de la contrapresion en una tobera convergente.

Considérese un flujo subsoénico que pasa a través de una tobera convergente, en donde
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las condiciones del flujo de entrada se encuentran a una presion P, y temperatura 7,,
debido a que la velocidad del fluido es cero en el deposito, la presion y temperatura
del fluido en cualquier seccién de la tobera es igual a las condiciones del deposito.
Después de esto se comienza a reducir la contrapresion y se observan los efectos de la

presion a lo largo de las secciones de la tobera, como se muestran en la Figura 3.1:

1. Si la contrapresion P, es igual a la presion de entrada P,, no existird flujo y la

distribucion de la presion serd igual en toda seccion de la tobera.

2. Si la contrapresion P, es mayor que la presion en la garganta P*, la presion
en la salida (P,) disminuye al mismo valor y autométicamente provoca que

disminuya la presion en la tobera en la direccién de mismo flujo.

3. Cuando la contrapresion P. disminuye al valor de la presion de la garganta
P, el flujo masico alcanza un valor maximo y se establece que el flujo ha sido

ahogado.

4. Cuando la contrapresion P, es menor a la presion de la garganta P*, no se

tiene un efecto en la distribuciéon de presiones a lo largo de la tobera.

Cuando se estan utilizando condiciones de flujo estacionario, el flujo masico que entra
en la tobera permanece constante y es igual al flujo méasico que sale de la misma,

por lo que se puede expresar la siguiente manera:

k
MP,\ | —
V R, (3.1)

I — 1) M2 (HD/CR=2)
(1+ =20

Donde m, Ry k es el flujo méasico, constante universal de los gases y la constante de los
calores especificos constantes, respectivamente. Ahora bien, la ecuaciéon anteriormente
propuesta describe el flujo méasico que pasa en cualquier seccién transversal de
la tobera, sin embargo, para un area especificada A y ciertas propiedades de
estancamiento T, y P, el flujo méasico se puede determinar utilizando la siguiente

formula:
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) AP k 2 (k4+1)/2(k-1) 5
Mmaz = o R_n<k + 1) (3 )

Para un gas ideal como el aire, tenemos que el flujo masico maximo alcanzado a
través de la tobera con un area de garganta establecida estd determinado por la

presion y temperatura de estancamiento del flujo de entrada [7].

3.1.2. Flujo a través de toberas aceleradoras convergentes

divergentes

La velocidad mas alta que se puede obtener para un fluido que pasa a través de una
tobera aceleradora convergente es la velocidad soénica. Para poder lograr velocidades
de salida supersonicas es necesario conectar una secciéon divergente a la tobera
inmediatamente depués de la garganta, esta secciéon combinada darda como resultado
una tobera convergente-divergente, la cual en si no nos proporciona con seguridad que
el fluido seré acelerado, para esto la contrapresion debe encontrarse en el intervalo

correcto, de lo contrario el fluido podra desacelerarse en la seccién divergente.
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Garganta
P,
Ps
Vi
P
Py
P, P,
p Flujo subsénico en la salida de la
3t = .
_//\ tobera sin onda de choque
Py
p* p L Flujo subsdnico en la salida de la
Onda de o tobera con onda de choque
choque en la
Flujo s6nico tobera =
en garganta Flujo supersdnico en la salida de
p. [ la tobera sin onda de choque
5
Entrada Garganta Salida

Figura 3.2: Efecto de la contrapresion en una tobera convergente-divergente. Donde
Py, P, P;, P, y P5 son diferentes valores de presion en la salida de la tobera y P, es
la contrapresion.

Para este caso, considérese un fluido que ingresa a una tobera convergente-divergente
(Fig. 3.2) con una velocidad baja a presion de estancamiento P,, se puede deducir lo

siguiente |7]:
1. Cuando P, = P,, no habra flujo a través de la tobera.
2. Cuando P, > P, > Pj3, el flujo permanece subsoénico a través de la tobera. La

velocidad del flujo es acelerado en la seccién convergente y alcanza su valor

méximo en la garganta; después es desacelerado en la seccion divergente.

3. Cuando P, = Ps, el flujo alcanza la velocidad sénica en la garganta, sin embargo,

la seccion divergente desacelera la velocidad del flujo a velocidades subsénicas.

4. Cuando P3; > P, > P, el fluido alcanza una velocidad sonica en la garganta
y continda acelerandose a velocidades supersoénicas en la secciéon divergente a

medida que la presion disminuye, sin embargo, esta aceleracion disminuye a
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medida que se producen ondas de choque normales en la seccion de la garganta

y la salida.

5. Cuando P; > P, > 0, el flujo que se encuentra en la secciéon divergente es
supersoénico y se expande a un valor de P5 en la salida de la tobera sin la
presencia de ondas de choque normales. En este caso el flujo que esté presente

en la tobera se puede modelar como un flujo isentrépico.

3.1.3. Variacion de la velocidad de un fluido respecto al area
de flujo

Cuando nos encontramos realizando analisis de toberas, las magnitudes que describen
el flujo varian principalmente en la direccién del flujo, por lo que éste puede
representarse como un flujo isentrépico unidimensional. Es necesario comenzar el
estudio de las relaciones entre velocidad, densidad y &reas de flujo isentrépico debido
a que son muy complejas, para esto es necesario utilizar el balance de masa de un

proceso de flujo estacionario:

Momaz = PAV = cte (3.3)

Donde p, V' y A hace referencia a la densidad estatica, velocidad del fluido y area
especifica, respectivamente. Dividiendo la Ec. 3.3 entre el flujo mésico y derivando,

obtenemos:

dp dA dV
-f+——+——=0 (3.4)

Se descarta la energia potencial, quedando la ecuacion del balance de energia de un

flujo isentrépico sin interacciones de trabajo en forma diferencial:

dP
?numvzo (3.5)

La Ec. 3.5 es la forma diferencial de la ecuacién de Bernoulli cuando los cambios en
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la energia potencial no son tomados en consideracion, por lo tanto es una forma del
principio de conservacion de la cantidad de movimiento para voliimenes de control
de flujo estacionario. Combinando las ecuaciones (3.4) y (3.5) y, al utilizar términos

relacionados con la velocidad del sonido, obtenemos la siguiente ecuacion:

— = —(1-M? (3.6)

La Ec. 3.6 nos describe la variacion de la presion respecto al area de flujo, asi mismo
podemos observar que las variables A, p y V positivas. Para el flujo subsénico en
donde M < 1, el término que se encuentra entre paréntesis (1 — M?) es positivo, por
lo que dA y dP tienen el mismo signo. En este caso, la presion del fluido incrementaré
a medida que el area de flujo en la tobera incremente y caso contrario, disminuiré
cuando el area disminuya. Por consiguiente, a velocidades subsonicas la presion

disminuye en toberas convergentes y aumenta en toberas divergentes.

Para flujos supersonicos en donde M > 1, el término (1 — M?) es negativo y por lo
tanto dA y dP tienen signos opuestos, la presion de la tobera aumentaré a medida
que el area del flujo disminuya y disminuird cuando el area aumente; por lo tanto, a
velocidades supersonicas la presion disminuye en toberas divergentes y aumenta en
toberas convergentes. Nos encontramos con otra ecuaciéon de gran relevancia para

flujos isentropicos de los fluidos, la cual queda establecida como:

dA v ,
=) (3.7)

Esta ecuacion gobierna la forma de una tobera para flujos isentropicos subsénicos o
supersonicos. Al ver que las variables A y V' son positivas, se pueden establecer las

siguinetes conclusiones:

1. Para flujo subsonico (M < 1):
dA
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2. Para flujo supersonico (M > 1):

dA
3. Para flujo sonico (M = 1):
dA
— 1
G 0 (3.10)

Por lo tanto, la eleccion de la forma correcta de una tobera dependera de la velocidad
mayor que se desea alcanzar con respecto a la velocidad del sonido. Para la obtenciéon
de velocidad supersoénicas entonces, se debera utilizar una tobera convergente-

divergente y para velocidad subsoénicas, una tobera convergente [7].

3.2. Termodindmica Elemental

Un flujo de alta velocidad también es relacionado como un flujo con alta energia, la
cual debe ser tomada en concideracién debido a que su reduccion suele llevar a cabo un
aumento de la temperatura. Esto lleva a una relacion entre los flujos de alta velocidad,
la compresibilidad (cambio de densidad) y los cambios de energia cinética. Para
poder llevar a cabo el analisis de estos flujos primero se deben comprender algunos
conceptos de la termodinamica que entran en juego para los cambios fundamentales

de la energfa en un gas y la respuesta de la presion y temperatura para esos cambios.

La Primera Ley de la Termodinadmica es una relacion muy importante de la
termodinadmica. Considérese una unidad de masa fija de gas contenida dentro de
limites establecidos como se muestra en la Fig. 3.3. Esta masa es llamada sistema, y
todo aquello que se encuentra fuera del limite es el entorno. Ahora bien, considérese
que el gas que forma el sistema se compone de moléculas que se mueven dentro de los
limites de forma aleatoria. La energia de este movimiento molecular, sumada sobre
todas las moléculas del sistema, es llamado energia interna del sistema. Denotaremos

como e la energfa interna por unidad de masa de gas.
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Limite
Entorna
Sistemna

dg

Figura 3.3: Sistema de masa de un gas.

Los tnicos medios por el que e puede aumentar o decrementar, son los siguientes:

1. Calor agregado (o tomado) al sistema (g). Este calor viene del entorno y es
anadido al sistema a través del limite. Denotaremos como dq a la cantidad

incremental de calor anadido por unidad de masa.

2. Trabajo realizado sobre (o por) el sistema (w). Este trabajo puede ser
manifestado por el limite del sistema siendo empujado hacia adentro (trabajo
realizado en el sistema) o hacia afuera (trabajo realizado por el sistema). Sea
dw la cantidad incremental de trabajo realizado en el sistema por unidad de

masa.

Asi mismo, se denotara como de al cambio en la energia interna por unidad de masa.

Se puede establecer que:

0q + dw = de (3.11)

La ecuacién 3.11 es denominada como Primera Ley de la Termodinamica. Es una
ecuacion de energia que establece que el cambio en la energia interna es igual a la
suma del calor agregado y el trabajo realizado en el sistema. Para obtener formas
maés utiles de la Ec. (3.11) primero se debe derivar una expresion para dw en términos

de presion P y volumen especifico v. Considérese el sistema de la Figura 3.4 donde
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dA es un incremento en el area de la superficie del limite. Para este caso se asume
que el trabajo AW esta siendo realizado en el sistema mientras que dA estéa siendo
empujado una distancia pequena s. Dado que el trabajo es definido como fuerza por

distancia, tenemos:

AW = fuerza x distancia (3.12)

O bien:

AW = (PdA)s (3.13)

p

o

i\
[i |

o~

Figura 3.4: Trabajo realizado sobre un diferencial de area del sistema por la presion.

Supongamos que muchas areas infinitesimales dA, estan distribuidas sobre el area de
la superficie total A dentro del limite de superficie 3.4. Se supone también que cada
una de las areas infinitesimales se desplazan una distancia en el sistema. Entonces,
el trabajo total dw realizado en la unidad de masa de gas dentro del sistema, es la
integral de cada superficie infinitesimal sobre todo el sistema, es decir, de la ecuacion

3.13:

Sw = /A (PdA)s — /A PsdA (3.14)



3.2 Termodindmica Elemental 21

Supodngase que p es constante en cualquier lugar en el sistema. A partir de la ecuacion

3.14, se obtiene:

ow = P/ sdA (3.15)
A

La parte dentro de la integral hace referencia al cambio en el volumen de la unidad
de masa de gas dentro del sistema, creado por la superficie circundante de los limites
siendo desplazada hacia adentro. Sea dv el cambio del volumen, dado que el limite
esta empujando, el volumen decrementa (dv es una cantidad negativa) y el trabajo

es realizado sobre el gas, por lo tanto, dw es una cantidad positiva. Entonces:

/ sdA = —dv (3.16)
A

Sustituyendo la ecuacion 3.16 en la ecuacion 3.15, se obtiene:

dw = —Pdv (3.17)

La ecuacion 3.17 nos relaciona el trabajo realizado en términos de la presion P y
volumen especifico v. Cuando la ec. 3.17 es sustituida dentro de la ec. 3.11, la ec. de

la primera ley se convierte en:

0q = de + Pdv (3.18)

La ec. 3.18 es una forma alternativa de la ecuaciéon de la primera ley de la

termodinamica. Es conveniente definir una nueva cantidad llamada entalpia h como:

h=e+ Pv=e+ RT (3.19)

Donde Pv = RT, asumiendo que es un gas perfecto. Entonces, diferenciando la

ecuacion 3.19, se obtiene:
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dh = de + Pdv + vdP (3.20)

Sustituyendo la ecuacién anterior en la ec. 3.18, tenemos:

8q = de + Pdv = (dh — Pdv — vdP) + Pdv (3.21)

Entonces:

5q = dh — vdP (3.22)

La ec. (3.22) es otra forma alternativa de la primera ley de la termodinamica. En las
Figs. (3.3) y (3.4), se muestran sistemas en los que se les afiade calor dq y en los cuales
el trabajo dw esté hecho sobre los mismos. Al mismo tiempo, estas variables pueden
causar que la presion estatica (P), densidad y temperatura estatica (7') del sistema
puedan cambiar. El camino de transformacion de las variables termodinamicas (P, T,
p, v) de un sistema se llama proceso. Un proceso de volumen constante se muestra

en la Fig. 3.5a:

Limite rigido B
Superficies aisladas
o S [T
=== térmicamente
{a) Proceso a (b} Proceso a
volumen constante presién constante
(proceso isocdrico) (proceso isobarico)

Figura 3.5: Ilustracion de un proceso isocédrico y un proceso isobérico.

En la Fig. 3.5a se muestra una esféra hueca compuesta con gas que se encuentra
dentro de los limites, y por lo tanto el volumen del sistema siempre permanece

constante. Si se anade una cantidad de calor dq al sistema, P y T" cambiaran. Asi
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que, dichos cambios sucederédn a volumen constante; este es un proceso a volumen
constante. Otro ejemplo se proporciona en la Fig. 3.5b. Aqui se muestra un sistema
cilindro-piston con gas dentro. Considérese que el calor dq se agrega al sistema y al
mismo tiempo el pistén se mueve exactamente en la direccion correcta para mantener
una presion constante dentro del interior del sistema. Cuando se agrega dq a éste
sistema, Ty v (por lo tanto P) cambiaran. Entonces, se dice que tales cambios

ocurren en un proceso a presion constante.

Ahora bien, se considera un sistema en el que se anade una pequena cantidad de
calor dq al sistema. La adicion de éste calor provocara un pequeno cambio en la
temperatura 07". Por definicion, el calor especifico es el calor anadido por unidad de

cambio de temperatura del sistema. Denotemos como ¢ al calor especifico. Entonces:

%

¢= 5 (3.23)

Sin embargo, para la ec. (3.23), ¢ toma diferentes valores. Es decir, para una cantidad
fija de dq, el valor resultante de 67" puede ser diferente, dependiendo directamente del
tipo de proceso en el que dq es anadido, al mismo tiempo, el valor de ¢ depende del
tipo de proceso. Por lo tanto, podemos definir con mayor precisiéon un calor especifico
diverso para cada tipo de proceso. Se definira el calor especifico a presion y el calor

especifico a volumen constante.

Si se anade calor g a volumen constante y provoca un cambio en la temperatura

0T, el calor especifico a volumen constante ¢ se define:

C, = (%) a volumen constante (3.24)

O bien:

§q = C,dT (3.25)

Por otro lado, si se anade calor dg a presién constante y provoca un cambio en la
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temperatura d7 (cuyo valor es diferente del 07" anterior), el calor especifico a presion

constante se define como:

)
Cp = (5—;{) a presion constante (3.26)

O bien:

g = CpdT (3.27)

Las definiciones anteriores de C,, y Cp cuando son combinadas con la ecuaciéon de
la primera ley de la termodinamica, dan como resultado relaciones ttiles para la
energia interna e y la entalpia h. Primeramente considérese un proceso a volumen

constante, donde por definicion dv = 0. Entonces, de la ecuacion 3.18:

dq = de + Pdv =de+ 0 = de (3.28)

Sustituyendo la definicion de C,, (ecuacion 3.25) dentro de la ecuacion 3.28, obtenemos:

de = C,dT (3.29)

Suponiendo que C), es una constante y dejando que e = 0 cuando T' = 0, la ecuacion

3.29 puede integrarse:

e=C,T (3.30)

Considérese un proceso a presion constante, donde por definicion dP = 0. De la

ecuacion 3.22, obtenemos:

0¢ =dh —vdP =dh —0=dh (3.31)



3.3 Ecuaciones Gobernantes 25

Sustituyendo la definicion de Cp (Ecuacion 3.27) dentro de la ecuaciéon 3.31, se

obtiene:

dh = CpdT (3.32)

Suponiendo nuevamente que Cp es una constante y dejando que h = 0 cuando 7" = 0.

Se observa que la ecuacion 3.32 cuando se integra, queda de la siguiente manera:

h=CpT (3.33)

Las ecuaciones 3.29 a la 3.33, son relaciones muy importantes en las que se vinculan
variables termodindmicas como energia interna con temperatura y entalpia con

temperatura [1].

3.3. Ecuaciones Gobernantes

Los fenbmenos que ocurren dentro de toberas supersonicas son referentes a flujos
compresibles, y para el estudio de éstos se deben de establecer diversas leyes
y ecuaciones fundamentales que los rigen. Asi mismo, la dindmica de fluidos
computacional trabaja con éstas ecuaciones para la resolucion de flujos turbulentos,
en donde las ecuaciones de Navier-Stokes (ecuacion de masa, momento y energia)
son resueltas para cada flujo de interés. A continuacién se establecen algunas de las

ecuaciones mas relevantes para este estudio:
1. Ecuaciéon de continuidad.
2. Ecuacion de Momentum.
3. Conservacion de energia.
4. Segunda Ley de la Termodinamica.

Para flujos de alta velocidad las caracteristicas que condicionan al flujo compresible

son gobernadas por relaciones de flujo isentropicas, Rayleigh y relaciones de flujo
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de Fanno junto con las relaciones de ondas de choque normales y oblicuas si se

encuentran presentes [11].

Para poder reconocer el origen de las ecuaciones mencionadas con anterioridad,
es necesario comprender los tres tipos de derivadas con respecto al tiempo que se
utilizaran. Para una mejor comprension, se establece como ejemplo una concentracion
de peces en el mar. Puesto que los peces estan en movimiento, su concentracion c

serd una funcion de la posicion (z, y, z) y del tiempo ().
Derivada parcial con respecto al tiempo, dc/0t

Supongamos que estamos sobre un muelle y observamos cémo varia la concentracion
de peces exactamente debajo de nosotros a través del tiempo. Estamos observando
como varia la concentracion con el tiempo, para una posiciéon fija en el espacio.
Conforme a lo anterior, se establece que, dc/0t indica la parcial de ¢ con respecto a

t, manteniendo constantes x, y, z.
Derivada total con respecto al tiempo, dc/dt

Ahora supongamos que en vez de estar sobre el muelle, vamos en un barco que
se mueve en el mar en todas direcciones, unas veces en contra de la corriente,
otras a través, y tal vez otras a favor de la corriente. Al referir la variacion de la
concentracion de peces con respecto al tiempo, los niimeros que resultan también
reflejan el movimiento del barco. En este caso, la derivada total con respecto al

tiempo esta dada por:

dc_@c Ocd_x Bcd_y ac%

T o Tord Tayd T osa (3.34)

En la que dx/dt, dy/dt y dz/dt son los componentes de la velocidad del barco.

Derivada substancial con respecto al tiempo, Dc/Dt

Para esta ocasiéon supongamos que vamos en un barco que se encuentra apagado,
se encuentra flotando. En este caso, la velocidad del observador es exactamente la
misma que la velocidad de la corriente V. Al referir la variacién de la concentracion

de peces con respecto al tiempo, los numeros dependen de la velocidad local de
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la corriente. Esté relacionada con la derivada parcial con respecto al tiempo de la

siguiente forma:

Dc Oc Oc Oc Ooc
+Vo—+ Vya—y + Vz&

DL ot o (3.35)

En la que V,, V,, y V. son los componentes de la velocidad del fluido V' [5].

3.3.1. Ecuaciéon de Continuidad

Esta ecuacion es deducida aplicando un balance de masa a un elemento estacionario

de volumen Ax Ay Az, a través del que esta circulando un fluido.

Velocidad de Velocidad de entrada de Velocidad de salida de
acumulacion de masa = masa & masa

x+Axy+Ay.z+ Az

: A"

eVl —— (pV,) [xetx

Az

]
%/:
- ]
i
'
]
I
i
]
i
]
'
i
s
g
!
£
F
/
|
*

Figura 3.6: Volumen de control para un dispositivo con entrada y salida 1D.

Se empieza considerando el par de caras perpendiculares al eje x. La velocidad de
entrada de masa a través de la cara x es (pV,)], AyA., v la velocidad de salida de

masa a través de la cara v+ A, es (pV,)|z4a, AyA,. Para los otros dos pares de caras
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pueden escribirse expresiones analogas. La velocidad de acumulaciéon de masa en el

elemento de volumen es (A, A /A,) (%) El balance de masa queda de la siguiente
manera:
dp
RolyBr = ByBel(pVe)lz = (pVa)laranl+
(3.36)

DA [(PV)ly = (PVy)lyra,] + BaBy[(pV2)]2 = (V) ]o1a.]

Dividiendo toda la ecuacion anterior entre (Az Ay Az) y considerando que los

limites cuando estas dimensiones tienden a cero, se tiene que:

dp 0 0 0

— = —(5=pVa + =—pV, + =—pV, 3.37
Esta es la ecuacion de continuidad, la cual describe la variacion de la densidad para
un punto fijo, como consecuencia de las variaciones del vector de velocidad masico
pV . La ecuacion 3.37 se puede escribir de una forma mas conveniente utilizando

notacion vectorial:

% =—(V-pV) (3.38)
El término (V - pV') es denominado divergencia de pV', y a veces se escribe div - pV,
obsérvese que el vector pV es la densidad de flujo de materia y que su divergencia
hace alusion a la velocidad neta con que disminuye la densidad de flujo de materia
por unidad de volumen. Por lo tanto, la ecuacion (3.38) establece que la velocidad
con que aumenta la densidad en el interior de un elemento de volumen fijo en el
espacio, es igual a la velocidad neta de entrada de densidad de flujo de materia en el

elemento dividida por su volumen.

Es preferible modificar la ecuacion 3.37, efectuando la diferenciaciéon que esta indicada

y reuniendo todas las derivadas de p en el primer miembro:
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% 1y, 90y O,y 00
ot ox dy 0z
(3.39)
s Py 2y
P or * oy Y 0z~

El primer miembro de la ecuacién 3.39 hace referencia a la derivada substancial
de la densidad, es decir, la derivada con respecto al tiempo para un recorrido que
sigue el movimiento del fluido. Debido a esto, la ecuacion 3.39 puede denotarse

abreviadamente de la siguiente manera:

Dp

5 = (V) (3.40)

En la que el término D/Dt esta definido por la ecuacion 3.35. La ecuacion de
continuidad, representada en esta forma, describe la velocidad de variacion de la
densidad, tal como la oserva una persona que flota en el fluido. Esta ecuacion es
facilmente una formulacion de la conservacion de la materia. Es conveniente senalar
que la deducciéon puede efectuarse igualmente para un elemento de volumen de una
forma aleatoria cualquiera. Una forma especial y fundamental de la ecuacién de

continuidad, es la correspondiente a un fluido incompresible (densidad constante):

(V-V)=0 (3.41)

Aunque en la realidad ningtn fluido es incompresible, en la practica se puede aceptar
con mucha frecuencia que la densidad es constante, con lo que se obtiene una

simplificacion considerable, sin cometer casi error [5].

3.3.2. Ecuaciéon de Momentum

La ecuacion de conservacion de masa (ecuacion 3.40) no nos dice nada acerca de la
presion del flujo; se reconoce que la presion es una variable fundamental del flujo, ya

que una diferencia de presiones de un punto a otro hace que se desarrollen fuerzas
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que actuan sobre los elementos del fluido y cause el movimiento. Por lo tanto, existe

una relacion entre la presion y velocidad, y esa relacion se detallara a continuacion.

La segunda ley de Newton se establece como:

F =ma (3.42)

Donde F, m y a es la fuerza, masa y aceleracion, respectivamente. Para aplicar
esta ecuacion a un fluido que estd en movimiento, considerarémos un elemento de
fluido infinitesimalmente pequeno moviéndose a lo largo de una linea de corriente
con velocidad V| como se muestra en la Fig. 3.7. En cualquier momento dado, el
elemento se encuentra en el punto L. El elemento se mueve en direcciéon = orientado
paralelamente a la linea de corriente en el punto L. Asi mismo, los ejes y y z son

perpendiculares a x.

Linea de corriente

Figura 3.7: Diagrama de fuerza para la ecuacion de momentum.

dP

En la parte posterior derecha de la Fig. 3.7 se observa una fuerza (P + (—)dz) la
x

cual es la combinacién de tres fendémenos:
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1. La presiéon actuando en direccién normal en todas las caras del elemento.
2. Friccion cortante actuando tangencialmente en todas las caras del elemento.
3. La fuerza de gravedad actuando sobre la masa dentro del elemento.

Debido a que se ignoraran las fuerzas de friccion y que la gravedad contribuye
en pequena cantidad sobre la fuerza total, se supondra que la tunica fuente de
fuerza en el fluido del elemento es la presion. Para calcular esa fuerza, supondremos
las dimensiones del fluido del elemento como dx, dy y dz como se muestra en la
parte posterior de la Fig. 3.7. Se considera que la cara izquierda y derecha son
perpendiculares al eje x. La presion en la cara izquierda es P y su éarea es dydz, por
lo tanto la fuerza total positiva sobre la cara izquierda es P - (dydz). Debido a que
la presion varia de un punto a otro, existe un cambio en la presién por unidad de
longitud, representado por la derivada dP/dx. Debido a esto, si nos alejamos de la
cara izquierda por una distancia dz a lo largo del eje z, el cambio en la presion es
(dP/dx)dx. La presion en la cara derecha se establece como P+ (dP/dz)dz y su area
es dydz, mientras que la fuerza en la misma cara es [P(dP/dx)dx](dydz) actuando
en direccion negativa del eje x, como se muestra en la Fig. 3.7. Por lo tanto, la fuerza

neta (F') en direccion x es la suma de ambos:

F = Pdydz — (P + Cfl—P)dx(dydz) (3.43)
T
O bien:
F= —(%)(dwdydz) (3.44)

La ecuacion 3.44 nos permite conocer la fuerza en el fluido del elemento debido a
la presion. Las presiones de las caras paralelas a las lineas de corriente no afectan
el movimiento del elemento debido a la conveniencia de elegir el eje de las x enn la
direccion del flujo. La masa del fluido del elemento se establece como la densidad p

multiplicada por el volumen dxdydz:
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m = p(dxdydz) (3.45)

Ademas, la aceleracion a del fluido del elemento es, la tasa de cambio de la velocidad

(a = dV/dt). Observando que por definicion, V' = dz/dt, podemos establecer que:

AV dVds  dV

“ W drd - dv (3.46)

a

Las ecuaciones 3.44, 3.45 y 3.46 nos permiten obtener la fuerza, masa y aceleracion

respectivamente, de la ecuaciéon 0.17 tenemos que:

dpP av
F =ma= —%(da:dydz) = p(dxdydz)V% (3.47)
O bien:
dP = —pVdV (3.48)

La ecuacion 3.48 es llamada Ecuacion de Euler o ecuacion de momentum, la cual
relaciona la tasa de cambio de momento con la fuerza. Es importante tener en
consideracion las suposiciones utilizadas para obtener esta ecuacion: se desprecio la
friccion y la gravedad, ademés, el campo de flujo se supone como estacionario. Por

lo tanto, la ecuaciéon 3.48 es la ecuacion de momento para flujo no viscoso.

La ecuacion de momentum relaciona el cambio de presién dP con un cambio de
velocidad dV/, por lo tanto es una ecuacion diferencial que describe los fenémenos de
manera infinitesimal alrededor del punto L en la Fig. 3.7. Consideraremos dos puntos:
1y 2, dentro de la misma linea de corriente pero alejados entre si. Para relacionar
P,y Vi en el punto 1, con P, y V5 del punto 2, la ecuacién de momentum se debe
integrar entre los puntos. Tanto para flujo compresible e incompresible la ecuacion
de momentum es similar, sin embargo para flujos compresibles p actia como una

variable mientras que para flujos incompresibles es constante.
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2

I
f\_‘f

Figura 3.8: Dos puntos en diferentes lugares alrededor de una linea de corriente.

Para el caso de flujo incompresible, establecemos el punto 1 y punto 2 en cualquier
lugar a lo largo de una linea de corriente dada (como se muestra en la Fig. 3.8). De

la ecuacion 3.48, obtenemos:

AP + pVdV =0 (3.49)

Donde p es una constante. Integrando entre los puntos 1 y 2, tenemos que:

Py Va
/ M+/‘MVﬂ) (3.50)

Py Vi

Por lo tanto:

vz o V2
U%—H)+M§"—§ﬁ=0 (3.51)
Por lo tanto:
V2 V2

Donde:

V2
P+ p% = Constante a lo largo de una linea de corriente (3.53)
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La ecuacion 3.52 o 3.53 es llamada ecuaciéon de Bernoulli. Las siguientes

consideraciones deber ser tomadas en cuenta:
1. Se utilizan para flujo incompresible no viscoso.

2. Se relacionan propiedades entre diferentes puntos a lo largo de una linea de

corriente.

3. Para un flujo compresible la ecuacion 3.48 debe ser utilizada, con la densidad

p tratada como variable.

4. Recordar que las ecuaciones 3.48, 3.52 y 3.53 mencionan que F' = ma para un

flujo de fluido. Son la segunda ley de Newton aplicada a la mecanica de fluidos.

Retornando a la Figura 3.8, si todas las lineas de corriente tienen el mismo valor de
P y V muy elevado, entonces la constante en la ecuacion 3.52 o 3.52 seré la misma
para todas las lineas de corriente. Para el caso de flujo compresible, la ecuacion
3.48 puede ser integrada entre los puntos 1 y 2; sin embargo, debido a que p es una
variable, se debe reconocer como la densidad varia con respecto a la velocidad antes

de llevar a cabo la integracion [1].

3.3.3. Ecuacién de Energia

Un flujo que va en movimiento a altas velocidades, va de la mano junto con los
cambios en la energia que conlleva. Para la obtencion de las ecuaciones, nuevamente
consideramos un fluido moviéndose a lo largo de una linea de corriente, como se
muestra en la Figura 3.7. Se aplica la primera ley de la termodindmica como se

muestra a continuacion:

dq + dw = de (3.54)

Recordamos la forma alternativa de la primera ley de la termodinamica (ec. 3.22):

dq = dh — vdP (3.55)
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Consideramos el flujo como adiabatico (6g = 0). Por lo tanto, de la ecuacion anterior,

tenemos que:

dh — vdP =0 (3.56)

Utilizando la ecuacién de momentum (ec. 3.48):

AP = —pVdV (3.57)

Combinando las ecuaciones 3.56 y 3.57:

dh 4+ vpVdV =0 (3.58)

Sin embargo, como v = 1/p, de la ecuacioén anterior se obtiene:

dh+VdV =0 (3.59)

Integrando la ecuaciéon 3.59 entre dos puntos a lo largo de la linea de corriente,

obtenemos:

ho Vo
/ dh +/ Vdv =0 (3.60)
hi v1

Entonces:

(s — o)+ (22 = 21) = 0 (3.61)

Despejando los términos pertenecientes al punto 1 del lado opuesto:

V2 V2
hy + 71 = hy + 72 (3.62)
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O bien, se deduce que:

V2
h + 5 = Constante (3.63)

La ecuacion 3.62 y 3.63 es la ecuacion de energia para un flujo adiabatico no viscoso.

Pueden ser reescritas en términos de 71" utilizando la Ec. 3.33:

VQ V2
C, Ty + 71 =C,+ :@72 (3.64)
O bien:
V2
Cp,T + 5 = Constante (3.65)

La ecuaciones 3.64 y 3.65 relacionan la temperatura y velocidad en dos puntos
diferentes a lo largo de una linea de corriente. Estas ecuaciones son de igual forma,

poderosas para el andlisis de un flujo compresible [1].

3.3.4. Flujo Isentroépico

Cuando nos encontramos realizando un analisis de flujo compresible en toberas
supersonicas, diversas suposiciones se toman en consideraciéon para permitir un
anélisis mas sencillo, descartando aquellas variables que no influyen en gran manera
en los resultados del analisis. Para un flujo isentropico, se consideran las siguientes

suposiciones:

1. Proceso adiabatico: proceso en el cual no hay calor anadido o tomado, es decir,

0q = 0.

2. Proceso reversible: proceso en el que no ocurren efectos de friccion (fluido no

viscoso).
3. Proceso isentropico: proceso que es adiabético y reversible.

Por lo tanto, un proceso isentrépico es aquel en el que no se toma en cuenta el
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intercambio de calor ni los efectos debido a la friccion (la entropia es una constante

para un proceso isentropico).

Los procesos isentréopicos son muy importantes en el estudio del flujo compresible.
Supongamos un fluido que se mueve a lo largo de una linea de corriente, en el cual
no se agrega o retira calor; mecanismos de intercambio de calor no se consideran.
Por lo tanto, el flujo del fluido a lo largo de la linea de corriente es adiabatico. Al
mismo tiempo, la tensiéon cortante ejercida sobre la superficie del fluido debido a la
friccion es generalmente pequena y puede descartarse, por lo tanto el flujo también
se considera no viscoso. Se establece entonces, que el flujo del fluido es adiabético y

reversible, es decir, el flujo es isentropico.

Aunque el flujo es adiabatico y revesible, la temperatura no es constante. La
temperatura del fluido varia de un punto a otro en un flujo compresible adiabatico.
Esto sucede debido a que el volumen del fluido cambia mientras se mueve en diversas
direcciones con diversas densidades a lo largo de la linea de corriente. Se establece
que cuando el volumen varia, el trabajo esta hecho (Ec. 3.17), por lo tanto la energia
interna cambia (Ec. 3.11), y por consiguiente la temperatura cambia (Ec. 3.29). Este

argumento se mantiene para flujos compresibles, donde la densidad es variable.

Por otro lado, para flujos incompresibles, donde la densidad es constante, el volumen
del fluido no cambia mientras se mueve a lo largo de una linea de corriente, por lo
que no existe trabajo realizado ni ocurre cambio en la temperatura. Ahora bien, en el
ejemplo propuesto anteriormente, supongase que si el flujo es incompresible, el campo
de flujo total estaria a una temperatura constante. Debido a esto, la temperatura no

es importante para el flujo incompresible no viscoso.

Un proceso isentréopico nos provee de importantes relaciones entre las variables
termodinamicas P, T'y p en dos puntos diferentes a lo largo de una linea de corriente
establecida. Dado que el flujo es isentropico, entonces dg = 0. De la Ec. 3.18 tenemos

que:

g = de + Pdv =0 (3.66)
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Por lo tanto:

—Pdv = de (3.67)

Sustituyendo la ecuacion 3.29 en la ecuaciéon anterior:

—Pdv = C,dT (3.68)

Nuevamente, utilizando el supuesto de que d¢ = 0 en la Ec. 3.22, obtenemos:

d0qg=dh—vdP =0 (3.69)

Por lo tanto:

dh = vdP (3.70)

Sustituyendo la ecuacién 3.32 en la ecuacion 3.70:

CpdT = vdP (3.71)

Dividiendo la ecuacion 3.68 entre la ecuacion anterior:

—Pdv (),
= — 72
vdP CP <3 7 )
O bien:
dP Cpdv
N ik 3.73
P C, v ( )

La relacion de calores especificos Cp/C,, es utilizada con frecuencia en las ecuaciones

de flujo compresible, por lo que generalmente se representa como v = C,/C,. Para
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el aire en condiciones normales, tanto C'p como C, son constantes, y por lo tanto

~v=Cp/C, = cte = 1,4. Por lo tanto la Ec. 3.73 se puede reescribir como:

dP dv
il et 74
P fyv (3.74)

Con referencia a la Fig. 3.8, integrando la ecuacion 3.74 entre los puntos 1 y 2:

P qp v2 oy
A &)

Entonces:
PQ V2
In— = —yln— 3.76
np = i (3.76)
Entonces:
Py %) -
— == 3.77
== (2) (317
Puesto que v; = 1/p; y va = 1/ps, la ecuacion 3.77 se convierte en:
P, (/)2>7
— == 3.78
P £1 ( )

De la ecuacion de estado sabemos que p = P/RT . Entonces la Ec. 3.78 se convierte

en:

Py ( P2 RTl)7
S (L2 3.79
Pl RTQ P1 ( )

Entonces:

B-@-@ e
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O bien:

B)-G)

Combinando la Ec. 3.78 y Ec. 3.81, obtenemos:

3)- () -6

Las relaciones dadas en la ec. 3.82 nos proporcionan informacién importante para
P, T y pen dos puntos diferentes a lo largo de una linea de corriente en un flujo

isentropico.

Las relaciones establecidas en la ec. 3.82, son fundamentales solo para flujos
compresibles. Para analizar flujos incompresibles, solamente necesitamos la ecuacion
de continuidad (A;V; = Asls) v la ecuaciéon de momentum ec. 3.52 y ec. 3.53).
Para analizar flujos compresibles, necesitamos la ecuacion de continuidad (p; A;V; =
p2AsVs), la ecuacion de momentum (ec. 3.48) y la ecuacion de energia. Si el flujo
compresible es isentropico, entonces la ec. 3.82 puede ser utilizada para reemplazar
la ecuacion de momentum o de energia, ya que la ec. 3.82 es més simple y 1til que la

ecuacion de momentum (ec. 3.48) [1].

3.3.5. Ecuacion de Estado

En flujos compresibles es necesario definir el estado termodinamico del gas con
variables de estado, por ejemplo, presion P, densidad estatica p, y temperatura
estatica T'. Su relacion es descrita por la ecuacion de estado. De las ecuaciones

propuestas por Boyle, Mariotte y Gay-Lussac, obtenemos:

P = pRT (3.83)

Si el gas cumple con la relacion anterior, entonces es llamado térmicamente perfecto.
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Para gases térmicamente no perfectos, se deben utilizar otras relaciones. La constante
R del gas especifico depende del peso molecular del mismo. Para aire el valor de R
es de 287 J/kgK. La constante del gas (R,) esta relacionada con la constante del

gas universal (R) y el peso del mismo (M) por la siguiente relacion:

R, = (3.84)

Azt
Mg
El valor de la constante del gas universal es R,=8.31434 k.J/(kmolK). La energia

interna es un estado variable, el cual es definido por la temperatura 7'y volumen

especifico v = 1/p:

e=-e(v,T) (3.85)

La ecuacion 3.85 es conocida como la ecuacion calorica de estado. La derivada total

€s:

) )
de = () pdv + (%

5 )odT (3.86)

La energia interna de los gases térmicamente perfectos depende de la temperatura

tinicamente. Por lo que se obtiene:

de = (g—;)vdT (3.87)

Realizando los despejes pertinentes de la Ec. 3.29, tenemos:

de
i C, (3.88)
Entonces:
C, = (@)v (3.89)
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El término (Ou/dT), es denominado calor especifico a volumen constante (C,). Si
éste ultimo término es una constante, el gas es llamado caléricamente perfecto, y la

energia interna estéd dada por:

e=C,T +e, (3.90)

Donde el término e, es un valor de referencia. La entalpia h es definiada como:

h=e+ Pv (3.91)

De igual manera que la energia interna, la entalpia de un gas térmicamente perfecto

depende de la temperatura tnicamente, o bien de la ec. 3.32:

dh
Cp=(— 3.92
p= (5P (3.92)
Se deduce de la relacion de calores especificos Cp y C:
Cp=C,+R (3.93)
Para gases caloricamente perfectos, Cp es constante. Por lo tanto:
h = C,T + h, (3.94)

De la ec. 3.18, sabemos que ¢ y w es el calor y el trabajo, respectivamente. Si el
sistema experimenta un proceso reversible para el cual el incremento de trabajo

dw = Pdv entonces la ec. 3.18 queda de la siguiente manera:

Tds = de + Pdv (3.95)

De la ec. 3.94 se establece que h, es nuevamente un valor de referencia. De la ec.
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3.95 y ec. 3.90, ademéas sabemos que P/T = R/v, entonces:

dr dv
ds = — — .
s CU(T)+RU (3.96)

Similarmente, de las ecs. 3.95 y 3.91, tenemos:

Tds = dh — vdP (3.97)

De la ec. 3.91 y de la relacion del gas ideal v/T = R/ P, entonces:

T P
ATy _ pdl (3.98)

ds = CP(?) 2

Las ecs. 3.96 y 3.98 son ecuaciones muy importantes que nos relacionan directamente
el cambio de entropia en el sistema con las variables termodindmicas 7', P y v, junto

con los calores especificos Cp y C, [11].

3.4. Propiedades de Estancamiento

Utilizar un motor turbojet implica manejar velocidades supersénicas en donde la
energia cinética se toma en consideracion para los calculos termodinamicos, caso
contrario ocurre para motores en donde se manejan velocidades subsonicas, en donde

la energia cinética es insignificante y la entalpia representa la energia total de un

fluido (h = u).

Para velocidades supersonicas es recomendable combinar esta energia junto con la
entalpia en un solo término, resultando la ecuaciéon de entalpia de estancamiento

representada por:

2

ho=h+ - (3.99)

Se establece ademés, que cuando la energia potencial es insignificante, la entalpia

de estancamiento representa la energia total de un flujo (h, = u), esto simplifica en
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gran manera el analisis de flujos a altas velocidades. Ahora bien, se puede utilizar
la entalpia de estancamiento considerando un flujo de gas que pasa por una tobera
aceleradora y ademés, no experimenta variaciones, por lo tanto, de la ecuacion de

balance de energia a lo largo de la linea de corriente queda similar a la ec. 3.62:

V2 V2
hy + 71 = hy + 72 (3.100)

Los flujos que pasan a través de toberas satisfacen la ec. 3.100, es decir, son flujos
que no sufren interacciéon de calor ni de trabajo. Es necesario establecer que a mayor
velocidad de flujo, mayor disminuciéon habra en la entalpia estética del fluido. Cuando
estamos llevando a cabo analisis termodinamicos de toberas en un sistema ideal
(especificamente en las propiedades de estancamiento del dispositivo), se considera
que la velocidad del flujo de gas de entrada en la tobera es cero, esto debido a que se
considera una reduccion total de aceleracion del fluido debido al difusor en la entrada
del motor (sistema ideal), por lo tanto, la velocidad en el estado 1 es cero y la ec.

3.100 quedaria de la siguiente manera:

VQ
hy = hy + 72 (3.101)

Cuando el fluido de trabajo es aproximado a un gas ideal con calores especificos
constantes, su entalpia puede ser reemplazada por CpT’, resultando la ec. 3.99 de la

siguiente manera:

V2
T,=T4+ — 3.102
+3e, (3.102)

Aqui, T, hace referencia a la temperatura de estancamiento (temperatura en
el deposito), y representa la temperatura que adquiere un gas ideal cuando se
lleva al reposo adiabéticamente. El término V2/2Cp corresponde al incremento de
temperatura durante dicho proceso y se le llama temperatura dinamica. Por lo tanto,
la ecuacion para el balance de energia cuando el fluido es aproximado a un gas ideal

con calores especificos constantes y existe una reduccion de la aceleracion del gas
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(sistema ideal), la ec. 3.102 queda de la siguiente manera:

T =T+ 2 (3.103)
1= 12 2, .

La presion que un fluido alcanza cuando éste es llevado al reposo isentropicamente
se denomina presion de estancamiento P,. Para gases ideales con calores especificos

constantes, P, esta relacionada con la presion estética del fluido a través de:

Po  (To\k—1
“o_ (e 104
5= (7) (3.104)

Sabemos que p = 1/v y utilizando la relacién isentrépica Pv* = P,o%) la relacion

entre la densidad de estancamiento y la densidad estatica puede expresarse como:

1

P, (T,\k-1
R 1
P) (T) (3105)

Cuando se utilizan las entalpias de estancamiento, no es necesario referirse
explicitamente a la energia cinética. Entonces, el balance de energia E,,; = E, de

un dispositivo de flujo estacionario de entrada y salida, puede expresarse como:

Gent + Went + (hOI + 921) = (sal + Wgal + <h02 + 922) (3106)

Donde hgy y hge son las entalpias de estancamiento en los estados 1 y 2,
respectivamente. Cuando el fluido es un gas ideal con calores especificos constantes,

la ec. 3.106 se representa como:

(Qent - QSaZ) + (went - wsal) = C1P<T702 - TOl) + 9(22 - 21) (3107)

Donde de igual manera, Ty; v Tpe son las temperaturas de estancamiento en los

estados 1 y 2. Los términos de energia cinética no estéan representados explicitamente
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en las ecs. 3.106 y 3.107; sin embargo, los términos de entalpia de estancamiento se

encuentran incluyendo su contribucion [7].

3.5. Ondas de Expansion de Prandtl-Meyer

Cuando un flujo supersonico fluye a través de una esquina convexa y se encuentra
girando alrededor de él, se forma una onda de expansiéon como se muestra en la Fig.
3.9b. Sin embargo, cuando tenemos un flujo que fluye sobre una esquina concava y
gira en si mismo, se genera una onda de choque oblicua como se muestra en la Fig.
3.9a. Por lo tanto se puede establecer que las ondas de expansion son lo opuesto a

las ondas de choque oblicuas.

1 2 K

Onda de expansion

1 j 2

ML=,
P,<P,
T<Ty
PPy

(8) Esquina Concava {b) Esquina Convexa

Figura 3.9: Comportamiento del flujo supersénico a lo largo de una esquina.

Analizando las Figs. 3.9a y 3.9b, se puede deducir lo siguiente:

1. Un flujo que atraviesa una esquina convexa sufrird alteraciones
infinitesimalmente pequenas positivas, incrementando el namero de Mach

(MQ > M1>

2. El mismo flujo que atraviesa la esquina convexa, decrementara sus propiedades
estaticas de presion, temperatura y densidad debido a una onda de expansion

generada.
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3. Caso contrario, un flujo que atraviesa una esquina céncava sufrird alteraciones
infinitesimalmente pequenas negativas, reflejandose en un decremento en el

namero de Mach (My < Mj).

4. Ese mismo flujo que atraviesa la esquina concava, aumentara sus propiedades
estaticas de presion, temperatura y densidad debido a una onda de choque

oblicua generada.

5. La onda de expansion es una region de expansion continua compuesta de un
numero infinito de ondas de Mach limitado aguas arriba por u; y aguas abajo
por ps (véase Fig. 3.10), donde py = arcsin (1/M;) y pe = arcsin (1/Ms), donde

el término p hace referencia al angulo de Mach.

6. Las lineas de corriente a través de una onda de expansion son lineas curvas
suaves. Asi mismo, la onda de expansion ocurre a través de una sucesion

continua de ondas de Mach, por lo que la expansion se considera isentropica.

1

Linea de Mach (hacia atras)

Linea de Mach (hacia adelante)

Figura 3.10: Expansion de Prandtl-Meyer.

Las ondas de expansiéon también son conocidas como ondas de expansiéon de Prandtl-
Meyer. Para determinar las propiedades de éstas, el problema puede comenzar

con propiedades establecidas M, P, T1 y 0, (donde 6 es la desviacion de la
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linea caracteristica), entonces se pide calcular Ms, P, y T5. Asi mismo, cambios

infinitesimalmente pequenos son considerados alrededor de una onda débil producida

por una deflexion pequena (df), como se muestra en la Fig. 3.11.

Onda de Mach

Figura 3.11: Representacion geométrica de los cambios infinitesimales a través de

una onda de Mach.

Mediante la Ley de Senos:

., T
Viay - sing )
4 sin(g — o —do)

Utilizando identidades trigonométricas:

. /T . T
sm(§ +p) = sm(§ — 1) = cos i

sin(g — pt — df) = cos(p + df) = cos pucos  — sin ysin df

Sustituyendo las ecs. 3.109 y 3.110 en Ec. 3.108:

1+dV_ COS [t
V' cos pucos B — sin psin df

(3.108)

(3.109)

(3.110)

(3.111)
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Para deflexiones pequenas (df) se asume que sindf = df y cosdf ~ 1, entonces ec.

3.111 queda de la siguiente manera:

av COS [t 1
14+ = = 3.112
+ V. cospu—dfsiny 1 —dftanp ( )
Utilizando series de expansion:
av
1+7:1+d0tan,u+... (3.113)
De la ec. 3.113 se obtiene:
av
o = (3.114)
tan
Utilizando la ecuacion de onda de Mach:
in (3.115)
= arcsin — .
H M
Puede ser reescrita de la siguiente manera:
¢ ! (3.116)
an | = ——— .
fAE 1
Sustituyendo Ec. 3.116 en Ec. 3.114 se obtiene:
av

La Ec. 3.117 es la ecuacion diferencial para el flujo de Prandtl-Meyer. Esta ecuacién
debe ser integrada sobre el angulo completo 65 desde la regiéon 1 a 2, quedando como

resultado:
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1 -1
M):,/7+1arctan\/’y—+1(M2—1)—arctan\/]\/[2—1 (3.118)
T v

La ec. 3.118 es denominada funcién de Prandtl-Meyer [2] y se representa con la letra

v, la cual es derivada de la conservacion de masa, ecuacion de momentum y energia

para deflexiones pequenas [23].

3.6. Meétodo de las Caracteristicas

Actualmente el MOC nos permite disenar la seccion divergente de una tobera
supersonica con las ventajas de una longitud reducida y réapida expansion de flujo
para alcanzar el nimero de Mach deseado en la salida, sin embargo, es importante
destacar que para que estas condiciones se lleven a cabo, la velocidad del flujo en la

garganta debe de ser sonica.

Para comenzar se considera la ecuacién gobernante de un flujo estable, adiabatico,

irrotacional y supersoénico en dos dimensiones:

8 ¢, 20,

Ot (L= )6, — 22200, — 0 (3.119)

En donde el simbolo ¢ representa la velocidad potencial total y a? viene de la
velocidad del sonido y se encuentra establecida como: o = (9P/dp), de igual manera
no se tomaran en consideracion las perturbaciones, por lo tanto las variables se

renombran:

e =1u (3.120)

¢y = (3.121)

V = i+ vj (3.122)
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ol
Sin embargo ¢, = f(z,y), entonces:
dos dos
do, = d dy = d d 12
¢r = 5 -dv+ oy Prad + Prydy (3.123)
d¢ d¢
do, = a—;dz + a—yydy = ¢pydx + Pyydy (3.124)

Las ecs. 3.119, 3.123 y 3.124 pueden ser tomadas como un sistema algebraico lineal

y, utilizando la regla de Cramer, la solucién para ¢, queda de la siguiente manera:

1- Z—Z 0 1- Z—Z
dr du 0
0 dv d
Goy = u?  2uw ?22 a % (3.125)
-2 = 172
dx dy 0
0 dx dy

Se establece que ¢, es indeterminado a lo largo de las lineas caracteristicas cuando
el numerador y denominador se iguala a cero. Sin embargo, igualando Gnicamente a

cero el denominador, nos permite calcular las ecuaciones de las lineas caracteristicas:

u?  dy ., 2uv . dy v?
Y %y -2y = 12
ag)(dx)char ( )(dx)Cha”’ + ( 052) 0 (3 6)

(- o
En la ec. 3.126 el término (dy/dx)cnar es la pendiente de la linea caracteristica (el

subindice char hace referencia a linea caracteristica). Utilizando la formula cuadréatica,

la ecuacién anterior queda:

z 2

. uv [u + v -1

( y) __a? a? (3.127)
dx’ 1 u2] '
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La ecuacion 3.127 puede ser méas simplificada reescribiendo los términos:

u ="V cosf (3.128)

v="Vsind (3.129)

Haciendo uso de la ecuacion de onda de Mach (ec. 3.115) y realizando manipulaciones

trigonométricas, tenemos:

dy

(5 Jehar = tan (6 £ ) (3.130)

La ec. 3.130 establece que existen dos lineas caracteristicas que pasan un punto
C, como se muestra en la Fig. 3.12, por encima y debajo de la linea de corriente
de acuerdo al signo de u. Asi mismo, la caracteristica dada por el angulo 6 + u es
llamada caracteristica C'y, mientras que la caracteristica dada por el angulo 6 — p es

llamada caracteristica C_.
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Onda de Mach
izquierda ~

-«— Linea

Caracteristica Linea de

\ 2
L+ corriente

Onda de Mach
derecha

Linea
caracteristica c e

Figura 3.12: Esquema de las lineas caracteristicas. Donde C'; y C_ son determinadas
por el angulo 6 + u respectivamente. Las lineas son tangentes con respecto a las
ondas de Mach correspondientes.

Ahora bien, es necesario encontrar las ecuaciones de compatibilidad que permanecen
a lo largo de estas lineas caracteristicas. Para esto el numerador N se iguala a cero.

De la ec. 3.125 tenemos que:

2 2
) w [u +o -1
U OéQ 042
= = . (3.131)
du v
[1— ?]

Utilizando nuevamente la ecuacion de onda de Mach (Ec. 3.115) y los términos

reescritos en las ecs. 3.128 y 3.120:

La ec. 3.131 se reduce a:

do = +v/M? — 1d7V (3.132)

La ecuaciéon anterior es llamada ecuacion de compatibilidad, la cual describe la
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variacion de las propiedades del flujo a lo largo de las lineas caracteristicas. Podemos
observar que la ec. 3.132 es igual a la ec. 3.117, ecuacién gobernante para el flujo
de Prandtl-Meyer. La ec. 3.132 puede ser integrada para obtener la funciéon de
Prandtl-Meyer y por consiguiente encontrar las ecuaciones de compatibilidad de

forma algebraica:

0+uv(M)=K_ (3.133)

0 —ov(M) =K. (3.134)

Donde K_ y K, son constantes a lo largo de una linea caracteristica y nos
proporcionan la velocidad y direccion [3]. Las lineas caracteristicas estan en funcion
de ambos angulos. Para encontrar las pendientes y coordenadas de las lineas
caracteristicas, considérese un punto C en el espacio, el cual esta determinado
por la interseccion de la linea caracteristica positiva K, del punto B y la linea
caracteristica negativa K_ del punto A. Las lineas caracteristicas, por exactitud, son
asumidas lineas rectas entre puntos con pendientes de valores promedio. Como se
muestra en la Fig. 3.13, las lineas caracteristicas K, y K_ son trazadas como lineas

rectas con un angulo promedio S dado por:
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I:XA, VA} [EA"'BC _ Batic }
z 2
A A K+

(%, ve)
C

(XB; VB)
B

Bg+6
+ HE+H
(Egci Bzc]

Figura 3.13: Interseccion de las lineas caracteristicas A y B. Donde el punto C
recibira las caracteristicas de las lineas previas para estimar los puntos en los limites.

(0a — pa) + (0o — pe)
2

Sk = (3.135)

(0 + pB) + (0c + pc)
2

Sk = (3.136)

El establecer las lineas caracteristicas como lineas rectas nos permite hacer uso de la

teoria de la obtenciéon de un punto a través de la interseccién de dos rectas:

Ys — U

=1t _ 137
P an(Sk(-)) (3.137)
Ys — Y2

=1 1
Ta — 22 an(SK(+)) (3 38)

Despejando y3 en cada ecuacion:

ys = (3 — z1) tan(Sk-)) + 1 (3.139)
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ys = (z3 — ) tan(Sk(4)) + ¥2 (3.140)

Por lo tanto, utilizando las ecuaciones (3.139) y (3.140), la ubicaciéon del punto

C donde sus coordenadas (z,y), pueden ser calculadas a través de las siguientes

ecuaciones:
tan (Sk()) — xp tan (S -
o — _watan (Sk(-)) — wptan (Sk)) + (s — ya) (3.141)
tan (SK(_)) — tan (SK(+))
Yo = — (x4 — xp) tan (SK(*)) tan (SK(H) + yp tan (SK(*)) ~ Yatan (SK(+))

tan (SK(_)) — tan (SK(+))
(3.142)

3.7. Meétodo de la Curva Paramétrica Bicubica

El Método de la Curva Paramétrica Bicibica (MCPB), es un método que nos permite
obtener un diseno en la seccién de entrada no para acelerar el flujo, sino para obtener
una uniformidad y estabilidad para poder alcanzar un ntimero de Mach igual a
uno en la garganta de la tobera. Asi mismo, obtener estas condiciones mencionadas
anteriormente en la seccién convergente, permitira una eficiente expansion del flujo
en la seccion divergente por lo cual el flujo alcanzard a salir de la tobera con el

numero de Mach deseado.

Estudios han sido realizados para poder determinar el mejor método de diseno de la
seccidon convergente que permita obtener todas las condiciones para un flujo uniforme,
por ejemplo, con el Método de la Curva de Witoszynski (MCW). Sin embargo, se ha
demostrado que el MCPB en comparacion con el MCW, el primero permite alcanzar
una velocidad mayor en la salida de la tobera, por lo que la geometria creada con este
método contiene una cantidad menor de fluctuaciones respecto a la creada mediante

MCW [26].

Para comenzar con el diseno de la secciéon convergente utilizando el MCPB, es
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necesario establecer que este método es un conjunto de curvas con parametro x,,,
una variedad de curvas de contraccién se pueden conseguir alterando la posicion
de este valor. Lo que permite basicamente es encontrar un punto de unién 6ptimo
que permita la convergencia del flujo, esto entre la seccion de entrada convergente y
seccion de garganta [13]. A continuacion se establecen las ecuaciones para determinar

el disenio de la seccién convergente segin diferentes condiciones establecidas:

X
Cuando — > x,,:

X Teconv — T'th

rpu = (1= (L—C>3)[m] + Tin (3.143)
Cuando { <z,
TPU = (1 - (i)le—%)g)(rconv - Tth) + T'th (3144)

Aqui, las relaciones establecidas nos demuestran la posiciéon vertical del punto de
union (r,,). Asi mismo, las definiciones de X, L, Tm, Teonvs Tth ¥ Tpu S€ pueden

encontrar en el glosario de este trabajo.

Con el objetivo de poder determinar el valor 6ptimo de x,, que permita un diseno de
contraccion el ctaal dé lugar a un flujo uniforme en la secciéon de salida convergente,
se han realizado investigaciones, encontrandose en el trabajo de H. Watmuff [36] que
éste valor se puede establecer entre 0.5 y 0.6 para poder obtener disenos con gran

beneficios.

3.8. Dinamica de Fluidos Computacional

3.8.1. Historia

La Dindmica de Fluidos Computacional (CFD) es una rama de la dindmica de fluidos
que permite llevar a cabo simulacion de flujos reales mediante la solucién numérica

de las ecuaciones gobernantes de Navier-Stokes [29]. Por lo tanto, la Dindamica de
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Fluidos computacional tiene como objetivo la biisqueda de soluciones numéricas de
las diferentes ecuaciones diferenciales que rigen la teoria de flujo compresible, como
lo son la ecuacién de balance de energia, ecuacion de momento y energia de fluidos

en movimiento [8].

Los métodos experimentales han sido fundamentales para la validacién y busqueda de
aproximaciones a las ecuaciones gobernantes, esto debido a su grado de complejidad,
que para la mayoria de las aplicaciones no se puede obtener una soluciéon analitica.
Es por eso que las técnicas computacionales tienen como objetivo reemplazar las
ecuaciones diferenciales gobernantes con sistemas de ecuaciones algebraicas mucho

mas féciles de resolver [29].

Con la introduccion de las computadoras en los anos de 1960’s, las CFD emergieron
como un software que permitieron su uso las areas de investigacion y disenio de
equipos de ingenieria. No obstante, hasta los anos de 1970’s se tuvieron disponibles
comercialmente, lo que ha permitido convertirse en una herramienta potente para

diversas areas:
1. En el estudio de la hidrodinamica de barcos.

2. En plantas generadoras de energia, en las cuales permite el estudio de motores

de combustion interna y turbinas de gas.
3. En equipos de enfriamiento que incluyen microcircuitos.

4. En flujos presentes dentro de dispositivos de flujo compresible como difusores

y toberas.

5. En el estudio de la aerodindmica, especialmente enfocado en la sustentacion y

arrastre de aeronaves.
6. En el estudio de la hidrologia y oceanografia, como flujo en rios y océanos.

7. En cuestiones ambientales internas y externas de edificaciones, tales como la

calefaccion y ventilacion.

8. En la ingenieria biomédica, como el flujo de sangre en venas y arterias [8].
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Desde la década de 1960’s hasta el dia de hoy, la industria aeroespacial ha utilizado
en sus procesos de diseno y manufactura la tecnologia y ventajas que permite la
utilizacion de softwares CFD, aplicindose directamente tanto en el diseno de motores
de combustiéon y turbinas de gas, como en diversos componentes aeroespaciales e

inclusive en el analisis de aeronaves [34].

Existen muchas ventajas sobre el uso de CFD los cuales llevadas a cabo a través
del aumento de la potencia de rendimiento en el hardware de la computadora y sus
decrecientes costos. En primer lugar el uso de la Dindmica de Fluidos Computacional
permite estudiar aquellas variables criticas que afectan en gran medida a las ecuaciones
gobernantes, esto permite obtener informaciéon de gran relevancia sobre aquéllos
pardmetros que tienen una gran influencia sobre las ecuaciones diferenciales y que
no hubieran podido analizarse sin la introducciéon de ésta rama computacional. En
segundo lugar permite complementar enfoques analiticos y experimentales al ofrecer
un medio alternativo rentable para simular flujos de fluidos reales. Particularmente
reduce los tiempos de entrega y costos en disenos y produccion; asi mismo, permite
resolver problemas de flujo con rangos complicados. Por tdltimo, permite analizar
simulaciones de condiciones de flujo con alto grado de peligro que no son posibles
llevar a cabo experimentalmente, tal es el caso de escenarios de accidentes tanto

quimicos, biolégicos como nucleares [32].

3.8.2. Etapas CFD

Cada software de CFD contiene cddigos generados a partir de algoritmos numeéricos
que pueden resolver problemas relacionados con fluidos. Estos c6digos son presentados
mediante interfaces para poder ser mas amigables con los usuarios que los manejan,
en donde se puede realizar la introduccion de los parametros iniciales para poder
obtener los resultados correspondientes. Los codigos CFD existentes hoy en dia

contienen tres etapas principales:

1. Pre-procesamiento: Consiste en la introducciéon de los parametros
correspondientes a un problema de fluidos, con el objetivo de poder resolver

mediante algoritmos numéricos y obtener las respuestas pertinentes al problema
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a través de la interface del programa [34|. Durante esta etapa, se realizan los

siguientes pasos:

a) Establecer el dominio computacional definiendo la geometria de la region

|o

e
N—

a analizar, es decir, disenar mediante CAD el modelo de interés.

Generacion de la malla sobre el elemento disenado en CAD. El objetivo
del mallado es dividir el dominio general en pequenos subdominios, en los
cuales se analizaran las ecuaciones de Navier-Stokes mediante algoritmos
numeéricos. Como resultado se obtendran parametros termodindmicos
fundamentales en cada una de las celdas como: temperatura, presion,
velocidad, entre otros. Este es uno de los pasos mas importantes y
en el cual se debe de invertir un poco mas de tiempo durante el pre-
procesamiento debido a que la calidad, forma y ntmero de las celdas

generadas determinaran la exactitud de los resultados finales.

Para realizar los célculos numéricos y obtener respuestas pertinentes al
problema del flujo de interés, es necesario declarar y asumir en la misma
interface del software CFD, algunas caracteristicas fundamentales del
fluido como: viscoso/no viscoso, estado estacionario/estado transitorio,
compresible /incompresible, entre otros. Asi mismo, se establecen
condiciones de frontera que puedan representar en gran medida el problema

de fluido de una manera real para la obtencion de su solucion [33].

2. Procesamiento: Esta fase consiste en la solucién numeérica del problema a

resolver. Existen tres técnicas de solucién numérica: método de diferencia

finita, método de elemento finito y método espectral. En relacion al método de

elemento finito, el cual es mayormente utilizado, se siguen los siguientes pasos:

a) Se integran las ecuaciones fundamentales del flujo sobre todos los

voliimenes de control del dominio, es decir, se integran las ecuaciones para

todas aquellas celdas generadas en la etapa del mallado.

b) Se aplica una discretizacién sobre las integrales de las ecuaciones de

Navier-Stokes, y se transforman en sistemas de ecuaciones algebraicas
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para un mejor manejo y resolucion.

c) Se utilizan métodos iterativos para solucionar los sistemas de ecuaciones

algebraicas y poder determinar los resultados 6éptimos. Algunos métodos
con mayor frecuencia de uso son: TDMA (tri-diagonal matrix algorithm),

SIMPLE algorithm y las técnicas iterativas de puntos de Gauss-Seidel.

3. Post-procesamiento: Los principales softwares existentes hoy en dia poseen

herramientas de visualizaciéon que nos permiten observar los resultados obtenidos

con gran sencillez. Cada una de estas herramientas nos permiten visualizar de

mejor manera las caracteristicas fisicas predominantes del problema de fluido

establecido. Codigos CFD comerciales como ANSYS CFX, ANSYS FLUENT

y STAR-CD incorporan herramientas visuales dentro de la interfaz de trabajo.

Algunas de estas herramientas son:

a) Graficas X-Y: Grafica bidimensional que representa la variaciéon de una

|

e

3.8.3.

variable de transporte dependiente contra otra variable independiente.
Este tipo de graficas son utilizadas directamente para comparar datos

numeéricos con los valores experimentales obtenidos.

Graficas Vectoriales: Gréfica que proporciona los medios en los cuales una
cantidad vectorial se muestra en puntos discretos (velocidad) con flechas

cuya orientacion indica la direcciéon y tamano la magnitud.

Graficas de Contorno: Las graficas de contorno son otra técnica efectiva
que cominmente se utiliza en los resultados de CFD. Una linea de contorno
se puede describir como una linea que indica alguna propiedad que es
constante en el espacio. A diferencia de las graficas X-Y, las graficas de
contorno proporcionan una descripcion del flujo encerrado en una vista

133].

Flujos turbulentos: Enfoques de modelado

Las simulaciones CFD para flujos turbulentos son més complejos y dificiles que los

flujos laminares, incluso para los casos en donde el flujo se encuentra en estado
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estacionario, esto debido a que las caracteristicas més finas del campo de un flujo
turbulento siempre son no estacionarias y, ademas, a lo largo de todas las direcciones
del flujo turbulento, surgen estructuras aleatorias en forma de vortice llamadas
remolinos turbulentos. En algunas simulaciones numéricas CFD se suele utilizar una
técnica llamada Simulacion Numérica Directa (DNS por sus siglas en inglés), la
cual consiste en resolver el movimiento no estacionario en todas las escalas del flujo
turbulento. Sin embargo, debido a que la diferencia de tamano y tiempo pueden ser de
gran magnitud entre los remolinos turbulentos mas pequenos y grandes y, conociendo
que estas diferencias incrementan con el niimero de Reynolds, los calculos mediante
DNS se pueden volver mas complicados. Es por esa razéon que las simulaciones
mediante DNS requieren una malla totalmente refinada asi como enormes cantidades

de tiempo y recursos computacionales.

La Simulaciéon de Remolinos Grandes (LES por sus siglas en inglés) es otra de
las técnicas utilizada para simulacién de flujos turbulentos, la cual resuelve las
caracteristicas inestables més grandes de los remolinos turbulentos mientras que
se modelan los remolinos turbulentos disipativos a pequena escala. Se considera
que los remolinos turbulentos méas pequenos son isentropicos, asi como también
independientes de la orientacion del sistema de coordenadas y se comportan de
una manera estadisticamente similar y predecible independiemente del campo
de flujo turbulento. A diferencia de la técnica DNS, requiere de menor recursos
computacionales debido a que se elimina la necesidad de resolver los remolinos més

pequenos en el campo de flujo.

Otra de las técnicas de simulacion es el modelo RANS, durante ésta no se intentan
resolver las caracteristicas inestables de los remolinos de turbulencia, incluso los
més grandes. Se utilizan modelos matematicos que consideran la mezcla y difusion
causadas por los remolinos turbulentos. Para mayor simplicidad, se considera un
flujo estable y flujo incompresible. Cuando se utiliza esta ténica, la ecuacion de
Navier-Stokes es reemplazada por la llamada ecuacién de Navier-Stokes de niimero
de Reynolds Promedio (RANS por sus siglas en inglés), la cual es establecida para

un flujo estacionario, incompresible y turbulento:
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4 oo 1o -
(V-V)V = —;VP’ +oV?V + V- (13) (3.145)

Donde el término V - 7;; hace referencia a las fluctuaciones turbulentas. El término
7;; es conocido como Tensor de Esfuerzo Especifico de Reynolds, llamado asi debido
a que actta similar a la tensién viscosa. En coordenadas cartesianas, 7;; se establece

COIMo:

Tip=| WY 0% v (3.146)

Donde la linea arriba de los términos indica el tiempo promedio del producto de
dos componentes de velocidad fluctuantes y los apostrofos denotan los componentes
fluctuantes de la velocidad. Debido a que el esfuerzo de Reynolds es simétrico, se
agregan seis términos desconocidos adicionales, los cuales son modelados de diversas

maneras utilizando los modelos de turbulencia [37].

3.8.4. Modelos de dos ecuaciones

Este tipo de ecuaciones necesitan al menos de dos variables para poder caracterizar
de manera completa los flujos turbulentos (velocidad, escalas de longitud, entre otros).
Los modelos de dos ecuaciones son los modelos completos mas simples debido a que
se utilizan dos modelos de transporte para caracterizar de manera independiente las

dos variables del flujo turbulento [10].

3.8.5. Modelo k — ¢

El modelo estandar k& — € es el modelo utilizado ampliamente en el sector industrial,
especificamente de flujo turbulento y transferencia de calor debido a su robustez,
bajos recursos computacionales y exactitud de los resultados para diferentes tipos
de flujos turbulentos. Se trata de un modelo semi-empirico ya que la ecuacion

de transporte para la disipacién utilizada en el modelo se basa en consideraciones
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fenomenoldgicas y empiricas. Contiene dos modelos de ecuaciones, uno para la energia
cinética de turbulencia k y otro para la tasa de disipacion viscosa €. Para este modelo,

la viscosidad turbulenta (eddy viscosity) se establece como:

k2
py = pCH? (3.147)

Donde C), es una constante adimensional. El modelo k£ — € utiliza las siguientes

ecuaciones de transporte:

Para la energia cinética de turbulencia (k):

k

Para la tasa de disipacion viscosa (e):

0(pe € €
V) T pe) =V (V) + O aSy Sy - Can (3149)

En donde U hace referencia a la componente z de la ecuaciéon de Reynolds y S;; al
componente de la velocidad de deformaciéon. Asi mismo, contienen cinco constantes
ajustables (Cy, o, o, C1c y Cse). Para el modelo k — e los valores mas utilizados para
dichas constantes y, que mas se adaptan a diferentes rangos de flujos turbulentos,

son los siguientes:

C,=009 0,=100 0.=130 Ci. =144 Ch =192 (3.150)

Asi mismo, las ecuaciones (3.148) y (3.149) se pueden interpretar como: la tasa de
cambio de k o € mas el transporte de k o € por conveccion es igual al transporte de k

o € por difusiéon més la tasa de produccion de k o € menos la tasa de destruccion de

ko e [35].
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3.8.6. Modelo k —w

El modelo k — w esté basado en las ecuaciones de transporte para la energia cinética
de turbulencia k y la tasa especifica de disipacién w, la cual también se puede
pensar como la relaciéon de € con k. Este modelo incorpora modificaciones para los
efectos de bajos niimero de Reynolds y es aplicable para flujos cerca de la pared sin
modificaciones adicionales. La viscosidad turbulenta (viscosidad de Eddy) esta dada

por:

k
e = % (3.151)

La ecuacion de transporte utilizada para la energia cinética de turbulencia k se

establece como:

d(pk
% +V - (pkU) =V - [(n+ %)Vk‘] + P, — B pkw (3.152)
k
2 OU;
En donde P, = (2u;S;; - Sij — =pk——0;;).
©o J 3 al'j J

La ecuacion de transporte para la tasa especifica de disipacion (w):

0 20U
(pw) + V- (pwU) =V- [(M+ ﬂ)Vw] +’)/1 (2/051] : Sij - —pw—5z-j) - ﬁlpr (3153)
ot Oy 3 8xj

En donde U es la componente x de la ecuacion de Reynolds, o, 0., 71, 81y 8 son

constantes del modelo. Estas constantes se establecen como:

o, =20 o0,=200 v =0,553 p =007 p*=0,09 (3.154)

las ecuaciones (3.153) y (3.154) se pueden interpretar como: la tasa de cambio de k
o w mas el transporte de k o w por conveccion es igual al transporte de k o w por

difusiéon turbulenta mas la tasa de produccion de £ o w menos la tasa de destruccion
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de k o w [35].
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4. Método y estudio teédrico

4.1. Formulacion teoérica

Para llevar a cabo el analisis teérico de la toberas, previamente se deben de conocer
algunas de las propiedades en la seccion de entrada y salida de los diferentes
dispositivos que componen el motor. Para esto, se llevd a cabo el analisis del motor a
reaccion en su totalidad utilizando las ecuaciones presentadas en el capitulo anterior,
especificamente de la seccion 3.4. Asi mismo, para fines de simplificacién y de tomar
en consideraciéon aquellas variables de interés que tienen un impacto significativo, se

establecieron las siguientes suposiciones:

1. Calores especificos variables (fueron utilizadas las entalpias para realizar los

célculos).
2. Constante de calores especificos para un gas ideal k =1.4.
3. Compresion isentrépica en el compresor.
4. Difusor isentropico.
5. Expansion isentrépica en turbina.
6. Tobera isentropica.
7. Flujo maésico no variable, es decir, no se considera la adicién de combustible.

Como se observa, se consider6 un motor en condiciones isentropicas, es decir, un
motor en condiciéon ideal. Los calculos fueron realizados utilizando software EES, asi

como los parametros que se presentan en el cuadro 4.1.
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Cuadro 4.1: Parametros utilizados para la formulacion teorica.

Parametro Valor
Area de entrada al compresor (m) 2.206x10~%m?
Constante calores especificos k 1.4
Densidad del fluido (kg/m3) 1.225
Flujo mésico calculado (kg/s) 0.06756
Constante de los gases universales R (J/kgK) 287
Velocidad de entrada (m/s) 25
Presion de entrada al motor (Pa) 94430
Temperatura de entrada al motor (K) 298.2

Se obtuvieron las condiciones de entrada y salida para cada uno de los dispositivos del
motor. Sin embargo, en el cuadro 4.2 se muestran los resultados obtenidos tinicamente

para la seccion de la tobera.

Cuadro 4.2: Pardmetros termodinédmicos, velocidad y nimero de Mach obtenidos
tedricamente en la seccion de la tobera.

Entrada Salida
Parametro Resultado Resultado
V (m/s) 25 284.62
T (K) 828.9 792.7
P (Pa) 118473 94430
M 0.04332 0.5043

4.2. Tobera convergente

4.2.1. Modelado geométrico y simulacién numérica

El modelo geométrico inicial esta basado en la tobera convergente que actualmente
se utiliza en el motor. El modelo 3D fue realizado con ayuda de SolidWorks como se
observa en la Figura 4.1, y el analisis numérico se llevd a cabo con el mismo software

utilizando la herramienta de Flow Simulation.

La tobera consta de una longitud total de 0.121 metros con un didmetro exterior
de entrada de 0.05 metros. Asi mismo, cuenta con un espesor de 0.002 metros y
un didmetro de salida de 0.032 metros. La secciéon de salida tiene un édngulo de
inclinacién de aproximadamente 30 grados con respecto a la seccion de entrada.
Como se observa en la imagen, se trata de una tobera convergente ya que la seccion

de salida se reduce y no existe una seccion divergente adicional.
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Figura 4.1: Modelo 3D en SolidWorks de la tobera convergente.

4.2.1.1 Condiciones de operacion

La tobera convergente fue simulada utilizando los parametros establecidos en el
Cuadro 4.3. Se utiliz6 la presion y temperatura obtenidos en el anéalisis del motor
en la seccion de salida de la turbina (entrada de la tobera) asi como también una
velocidad de 25 m/s similar a la de entrada debido a las suposiciones ideales. Asi
mismo, se consider6 una velocidad de salida de 284.62 m/s igual a la obtenida en la

formulacién teodrica para esta tobera.

Cuadro 4.3: Parametros de operacion de la tobera.

Parametro Valor
Velocidad de entrada en la tobera (m/s) 25

Velocidad de salida de la tobera (m/s) 284.62
Presion de entrada en la tobera (Pa) 118473

Temperatura de entrada en la tobera (K)  828.9
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4.2.1.2 Modelo de turbulencia seleccionado

Se consider6 el modelo de turbulencia k& — € propuesto por Lam y Bremhorst [19],
el cual describe flujos de transiciéon de fluidos homogéneos, tanto laminar como
turbulentos. También, se utiliz6 un algoritmo para flujos con M < 3. En dicho
algoritmo se utilizan las aproximaciones temporales implicitas de la ecuaciéon de
continuidad junto con una técnica de division de operadores, la cual es utilizada
para resolver eficazmente el problema de desacoplamiento velocidad-presion. Ademas,
utilizando un procedimiento numérico para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes
similar al SIMPLE, se deriva una ecuacién de presion discreta de tipo eliptico mediante
transformaciones algebraicas de las ecuaciones discretas derivadas originalmente para
masa y momentum, considerando las condiciones de frontera de no deslizamiento

para la velocidad.

4.2.1.3 Condiciones de frontera

Para las condiciones de frontera declaradas, se consider6 en la entrada de la tobera
la presion de estancamiento y la temperatura que se mencionan en el Cuadro 4.3. El
fluido utilizado por defecto fue aire como gas ideal con un flujo tanto laminar como
turbulento. Se declard que las paredes son lisas y sin deslizamiento, adiabatica y sin
rugosidad. En la seccion de salida se establecié una velocidad de 284.62 m/s como
se observa nuevamente en el Cuadro 4.3. En la Figura 4.2 se muestra la localizacion

de las diferentes condiciones de frontera declaradas.

Para la configuracion del anélisis numérico se declar6 aire como gas ideal, asi como
un flujo laminar y turbulento y un analisis de tipo interno. Se puede encontrar mas

informacion sobre la configuracion de la simulacion del flujo CFD en el Cuadro 4.4.
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Figura 4.2: Condiciones de frontera tobera convergente.
Cuadro 4.4: Configuraciéon Flow Simulation CFD.

Tipo de analisis Interno CAD Booleano
Fluido predeterminado Gas ideal: aire Tipo de flujo laminar y turbulento
Condiciones de pared Pared adiabatica 0 pm de rugosidad
Condiciones iniciales y ambientales Presion de 118 473 Pa Temperatura de 828.9 K
Condiciones de frontera Velocidad de entrada 25 m/s Velocidad de salida 284.62 m/s

Inicio del célculo Configuracion predeterminada

4.2.1.4 Mallado

El mallado utilizado fue predeterminado por Flow Simulations, el cual genera celdas

basadas en coordenadas cartesianas, las cuales poseen diversas ventajas como:
1. Velocidad y solidez del algoritmo de generacion de mallado.
2. Minimizacién de errores de truncado local.
3. Solidez en el esquema diferencial.

Para este trabajo se empled6 un mallado automatico predeterminado por Flow
Simulations, con un nivel inicial de malla de valor 7 (refinado) con un tamano
minimo de espacio entre los parametros de la malla global de 24.49210 3m; cabe
resaltar que éste pardmetro se utiliza para especificar donde se detectan los espacios
entre el solido y el fluido. Este parametro es determinado por el mismo software v,
para su calculo, se utiliza informacién del modelo en general como: sus dimensiones,
dominio computacional y las caras en donde se establecieron las condiciones de

frontera. Esta malla fue probada con fluidez y no surgieron reportes de errores
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criticos sobre la misma. La simulacion con configuracion predeterminada convergio
correctamente en la iteracion 97 después de 1 minuto con 19 segundos con un nimero
de celdas totales de 52556. El mallado cartesiano utilizado sobre la tobera convergente

se muestra en la Figura 4.3.

Figura 4.3: Malla cartesiana generada por Flow Simulations sobre la tobera
convergente.

4.3. Tobera supersonica

Haciendo uso de las ecuaciones mencionadas en el capitulo anterior, especificamente
de las secciones 3.4, 3.5, 3.6 y 3.7, se llevd a cabo la creaciéon de un programa
en excel para la soluciéon de la teoria de flujo compresible, mediante las diferentes
ecuaciones establecidas en dichos capitulos. El programa funciona introduciendo
diversos parametros de entrada, iterando en cada uno de ellos y dando como resultado
final el contorno de tobera 6ptimo para alcanzar el nimero de Mach de salida deseado,

tal como se muestra en la Figura 4.4.
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DATOS DE ENTRADA
RADIO DE ENTRADA
SECCION
CONVERGENTE 0.024125 METROS (m
NUMERD DE MACH
SECCION
CONVERGENTE 0.043319554 ADIMENSIONAL
NUMERO DE MACH CONSTANTE DE LOS
| SECCION GARGANTA 1 ADIMENSIONAL GASES IDEALES 287 1KgK
NUMEROD DE MACH
SECCION TEMPERATURA DE
DIVERGENTE 1.8 ADIMENSIONAL ESTANCAMIENTO 828.9 KELVIN (K)
RELACION DE
CALORES
PRESION DE ESPECIFICOS DEL
ESTANCAMIENTO 118473 PASCAL [P3) FLUIDD 14 ADIMENSIONAL

RESULTADOS

SECCION CONVERGENTE SECCION GARGANTA SECCION DIVERGENTE
AREA 0.0018 0.0001 0.0002 E"!]
RELACION DE AREAS 13.3740 1.4390 ADIMENSIONAL
PRESION 118317.5042 62587.1282 20619.07414 {Pa}
TEMPERATURA 828.5890 690.7500 502.9733 (k)
VELOCIDAD 24.9953 526.8238 809.1889 (mys)
DENSIDAD 0.4375 0.3157 0.1428 mws)
RADIO DE LA SECCION 0.0241 0.0066 0.0075 (m)
|~ DIAMETRODELA
SECCION 0.04825 0.013 0.0158 (m)
FLUJO MASICO 0.0227 0.0227 0.0227 (ka/s)
LONGITUD 0.042450 : 0.0126 (m)
.

Figura 4.4: Tobera creada mediante la teoria de flujo compresible, MOC y el MCPB.
En la figura se observan los resultados tedricos para la tobera de Mach 1.8 en cada
una de sus secciones: entrada, garganta y salida.

El programa fue creado incluyendo un modelo mateméatico perteneciente a la tedria
de flujo compresible y fusionando tanto el método de las Caracteristicas como el
método de la Curva Paramétrica Bictubica. Para el MOC se utilizan diez lineas
caracteristicas con el objetivo de deducir la geometria de la secciéon divergente de la
tobera supersonica haciendo uso de los paramétros del Cuadro 4.5 y empleando las
ecuaciones pertinentes de la seccion 3.6. En cuestion de la seccion convergente, el
método de la Curva Paramétrica Bictubica es utilizada obteniendo previamente del
trabajo realizado por H. Watmuff [36] diferentes paramétros importantes como L./ D..
(donde D, es el diametro de la seccion convergente) y z,, para la solucion de las
ecuaciones descritas en la seccion 3.7. Estos parametros establecidos nos permitiran
obtener un diseno con gradientes de presion favorables en las paredes de la seccion
convergente, tal que, sera posible alcanzar un niimero de Mach de 1 en la garganta y

un flujo uniforme en la salida de la seccion divergente. Una vez obtenida la longitud
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de la seccion convergente, se calculé la posicion del punto de uniéon S con coordenadas
(X, 7pu), que representa el punto recomendado donde se deben unir dos arcos para
generar el perfil del contorno. Se utilizé la funcién coseno cos(w@/Lc), donde @ es
una variable que varia desde la entrada de la seccién convergente hasta el inicio de la
seccion de garganta. Esta funciéon permite obtener un perfil de contorno suavizado en
la parte superior del drea convergente acercandose el punto de union § para alcanzar

una velocidad sonica en la seccion de garganta (Véase Fig.4.5).

Cuadro 4.5: Parametros tobera supersonica de Mach 1.8

Parametro Valor
Radio de entrada seccion convergente (m)  0.024125
Numero de Mach seccién convergente 0.043319554
Numero de Mach seccion garganta 1
Numero de Mach seccion divergente 1.8
Presion de Estancamiento (Pa) 118473
Temperatura de Estancamiento (K) 828.9
Constante de los Gases Ideales (kgiK) 287
Razoén de Calores Especificos 1.4

0025

0.0z

0015

y (m)

0.005

o 0.005 001 o0ms 002 0025 003 0035 0.0 0045

Figura 4.5: Perfil de la seccion convergente obtenida mediante el MCPB (puntos
naranjas) y utilizando una funcién coseno, se obtuvieron los puntos verdes para su
aproximacion.
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Para el presente trabajo se propuso crear una tobera supersénica de Mach 1.8, con el
objetivo de poder cumplir positivamente con la hipétesis. El disefio final obtenido por
el programa, haciendo uso tanto del modelo matematico como el MOC y el MCPB

es mostrado en la Figura 4.6.

Figura 4.6: Tobera supersonica de Mach 1.8 obtenida mediante el programa creado.

4.3.1. Modelado geométrico y simulacién numérica

El contorno que genera el programa esta compuesto de diferentes puntos que contienen
coordenadas (z,y), los cuales fueron llevados a SolidWorks para generar la geometria

3D como se muestra en la Figura 4.7.

Figura 4.7: Tobera supersénica de Mach 1.8 en 3D creada a través de SolidWorks.
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La tobera generada consta de una longitud total de 0.061 con un didmetro exterior
de entrada de 0.05. Asi mismo, cuenta con un espesor de 0.01 y un diametro de
salida de 0.02. Como se observa en la Figura 4.7, se trata de una tobera supersonica
ya que posee una secciéon convergente y adicionalmente una secciéon divergente para

la aceleracion del fluido.

4.3.1.1 Condiciones de operacion

La tobera fue simulada utilizando los pardmetros establecidos en el Cuadro 4.6.
Nuevamente se utilizo la presion y temperatura obtenidos en la formulacion teorica,
especificamente en la seccion de salida de la turbina (entrada de la tobera). Asi
mismo se consider6 una velocidad de entrada de 25 m/s y un namero de Mach de

salida de 1.8.

Cuadro 4.6: Parametros de operacion de la tobera supersonica.

Parametro Valor
Velocidad de entrada en la tobera (m/s) 25
Nuamero de Mach de salida de la tobera (M) 1.8
Presion de entrada en la tobera (Pa) 118473
Temperatura de entrada en la tobera (K) 828.9

Como modelo de turbulencia, nuevamente se consider6 el modelo de turbulencia k — €
propuesto por Lam y Bremhorst [19], para flujos de transicion de fluidos homogéneos,

tanto laminar como turbulentos.

4.3.1.2 Condiciones de frontera

En cuestion de condiciones de frontera, se consider6 en la entrada de la tobera la
presion de estancamiento y la temperatura que se mencionan en el Cuadro 4.3, asi
como también una velocidad de entrada de 25 m/s. El fluido de trabajo se establecio
el aire como gas ideal con un flujo tanto laminar como turbulento. Se declaré que
las paredes son adiabéticas y sin rugosidad. En la seccién de salida se estableci6
un nimero de Mach de 1.8 como se muestra en el Cuadro 4.3. En la Figura 4.8 se

muestra la localizaciéon de las diferentes condiciones de frontera declaradas.
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118473 Pa

Figura 4.8: Condiciones de frontera tobera convergente. La zona gris de la seccién
superior e inferior representan un espesor de 0.01 m.

Para la configuracion del anélisis numérico se declar6 aire como gas ideal, asi como
un flujo laminar y turbulento y un analisis de tipo interno. Se puede encontrar mas

informacion sobre la configuracion de la simulacion del flujo CFD en el Cuadro 4.7.

Cuadro 4.7: Configuracion Flow Simulation CFD.

Tipo de analisis Interno CAD Booleano

Fluido predeterminado Gas ideal: aire Tipo de flujo laminar y turbulento
Condiciones de pared Pared adiabatica 0 pm de rugosidad
Condiciones iniciales y ambientales Presion de 118 473 Pa Temperatura de 828.9 K
Condiciones de frontera Velocidad de entrada 25 m/s Namero de Mach de salida de 1.8

Inicio del céalculo Configuracion predeterminada
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4.3.1.3 Mallado

De la misma manera que en la tobera convergente, el mallado utilizado fue
predeterminado por Flow Simulations, el cual genera celdas basadas en coordenadas
cartesianas. De igual forma, para este trabajo se emple6 una malla global
predeterminada por el mismo software, con nivel inicial de malla de valor 7 y un
tamafio minimo de espacio entre los parametros de la malla global de 15.78210~3m.
Esta malla fue probada con fluidez y no surgieron reportes de errores criticos sobre
la misma. La simulacién con configuracién predeterminada convergié correctamente
en la iteracion 163 después de 2 minutos con 5 segundos con un ntmero de celdas
totales de 78902. El mallado cartesiano utilizado en esta ocasién se muestra en la

Figura 4.9.

Figura 4.9: Malla cartesiana generada por Flow Simulations sobre la tobera
supersonica.

4.4. Validacion del modelo

Para validar el modelo matemético, se realiz6 una comparacion entre los resultados
del modelo matemaético presentado en este estudio y los datos técnicos (Cuadro
4.8) del tunel de viento supersonico, AF300 [30]. El tunel de viento cuenta con
instrumentacion confiable para la medicion adecuada de la distribucion de presion

a lo largo de una tobera convergente-divergente. Permite la comparacion entre las
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proporciones reales de la tobera y el area tedrica a velocidades supersonicas con una

forma geométrica similar.

La comparacion entre los resultados de las relaciones de area y M obtenidos del
modelo matemético y los datos de las pruebas en el tunel supersonico AF300 [30]
en la seccién divergente se muestran en el Cuadro 4.8. Se puede observar que los
errores porcentuales entre los nimeros de Mach medidos en las secciones del tiinel de
viento AF300 y los obtenidos numéricamente a través del MOC y MCPB son bajos.
A medida que aumenta la relacion de areas de la seccidon divergente, el niimero de
Mach también aumenta, de acuerdo con la teoria de que la presién disminuira en
secciones divergentes con un area mayor.

Cuadro 4.8: Resultados de la comparacion entre el modelo matematico desarrollado

y los datos obtenidos mediante pruebas del tinel supersonico AF300 [30], en la seccion
divergente.

Ttunel Supersénico AF300 Modelo matemético Error
AJAx M AJAx M Error namero de Mach (%)
1.03044 1.2 1.03044 1.2001 0.008
1.11493 14 1.11493 1.4007 0.05
1.25024 1.6 1.25024 1.6023 0.143
1.43898 1.8 1.43898 1.8059 0.327
1.6875 2 1.68750  2.0106 0.53

La comparacion del diseno experimental del AF300 con los métodos desarrollados
en este trabajo mediante el modelo matematico se muestra esquematicamente en
la Fig. 4.10a para M=1.4, mientras que en la Fig. 4.10b corresponde a M=1.8. Se
realiz6 un estudio de correlacion de pearson PCC y se obtuvo el error cuadratico
medio RMSE con quince puntos, se obtuvé un PCC=0.9494 y 0.9728 para M=1.4y
1.8, respectivamente. Ademas, el error cuadratico medio es RMSE=0.009 m y 0.013
m, respectivamente, para M=1.4y M=1.8.



80 4.4 Validacion del modelo
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Figura 4.10: Comparacion entre disenos de tobera. En la subfigura (a) comparacion
del diseno para M=1.4 y (b) comparacion del diseno para M=1.8. [30]. Las lineas
discontinuas corresponden al tinel de viento supersonico AF300 y las continuas a las
geometrias obtenidas con la metodologia presentada en este trabajo.

Se realizé una validacion adicional entre el modelo actual y los resultados de CFD
informados por Patel et al. [25] y Zhang et al. [38]. Los disenos generados por
nuestra metodologia respecto a estos trabajos se muestran en las Fig. 4.11 y 4.12,
respectivamente. Ademas, la Fig. 4.13 muestra el disenio de la tobera de M=0.01 en

la entrada obtenido por Zhang et al. [38|, que es similar en la garganta a la Fig. 4.12.
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Figura 4.11: Reproduccion del diseno de tobera reportado por Patel et al. [25]
para M =1.66 siguiendo el proceso utilizado en este trabajo, utilizando el MOC y el
MCPB. Los puntos sobre las curvas indican las coordenadas que forman la geometria
de la tobera.

Figura 4.12: Aproximacion del diseno Figura 4.13: Diseno reportado por
de Zhang et al. [38] para M=0.01 en la Zhang et al. [38] para M=0.01 en la
entrada, obtenido utilizando el MOC y entrada. El gas se mueve de izquierda a

MCPB. derecha.

La comparacion entre los resultados analiticos y numéricos del modelo matematico del
trabajo de Patel et al. [25] se muestra en el Cuadro 5.2. Por otro lado, en los Cuadros
5.3 v 5.4, la comparaciéon entre los resultados analiticos y numéricos reportados por
Patel et al. [25] y los obtenidos con el presente modelo son mostrados. Ademas,
se utilizo el error mas estricto para obtener el error porcentual de los resultados,

obteniendo la diferencia de los valores y dividiendo el resultado por el menor.
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5. Analisis de Resultados

5.1. Resultados validaciéon del modelo

Las Figuras 5.1a y 5.1b muestran los contornos obtenidos mediante la simulacién
numérica de velocidad y densidad realizada con nuestra metodologia, respectivamente;
donde se puede observar que la velocidad de la tobera alcanza un valor de 494.972
m/s en la salida, mientras que la densidad un valor de 7.23 kg/m? en la entrada. Por
otra parte, las Figs. 5.2a,5.2b muestran los campos de velocidad y densidad para la
tobera producida por Zhang et al. [38]. La velocidad maxima en la salida que alcanza
su tobera es de aproximadamente 500 m/s. A su vez, la densidad en la entrada es de
7 kg/m?, lo que representa un error entre los valores de las simulaciones numéricas
de 1.015 % para velocidades y 3.285 % para densidades, cuando se compara con los

resultados presentados en este trabajo.

723
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6.22
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3.7
3.20
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450,120
405.268
360416
315565
270713
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CutPlat 1: contours CutPlot1: contours
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Figura 5.1: Resultados obtenidos con la presente metodologia. En la subfigura (a)
se muestra el contorno de velocidad, y en (b) el contorno de densidad. La velocidad
alcanza un valor maximo de hasta 494.972 m/s, mientras que para la densidad en la
entrada es de hasta 7.23 kg/m?® (como se observa en las figuras).
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Velocity Field
‘ ‘—»‘-
— | —

100 200 300 400 500m/s

A

Figura 5.2: Resultados obtenidos por Zhang et al. [38]. En la subfigura (a) se
muestra el campo de velocidad, y en (b) el campo de densidad. La velocidad méxima
alcanzada es de 500 m /s, mientras que la densidad en la entrada es de hasta 7 kg/m?
(como se observa en las figuras).

En el cuadro 5.1 se comparan los resultados analiticos y numéricos del trabajo de
Zhang et al. [38] con los resultados obtenidos en este trabajo. Se recalcularon los
datos y se encontraron pardmetros como 7', P y M para cada seccion de la tobera
utilizando el modelo matematico. Se puede observar que los resultados analiticos

y numéricos del trabajo de Zhang et al. [38] no difieren significativamente entre si,

presentando un error maximo para el M de hasta 1.17% en la seccion de la garganta.

Cuadro 5.1: Comparaciéon de los resultados analiticos y numéricos del modelo
matemético con datos de Zhang et al. [38] (*). Algunos datos no fueron proporcionados
por Zhang et. al. [38] pero fueron calculados en este trabajo.

Entrada Garganta Salida
Parametro Analitico Numérico Error (%) Analitico Numeérico Error (%) Analitico Numeérico Error (%)
V (m/s) 3.4311 3.3932 1.116 313.219 310.203 0.972 485.638 489.92 0.881
T (K) 292.994* 293 0.002 244.166 245.184 0.416 175.606 177.56 1.112
P (kPa) 607.9% 607.9 0 321.1 324.1 0.934 101.3 101.6 0.296
M 0.01* 0.0098 1.112 1 0.9885 1.163 1.828 1.835 0.382

Como se ve en el Cuadro 5.2, los errores de los resultados obtenidos numeérica y
analiticamente a través del modelo matematico difieren ligeramente, encontrandose
que el pardmetro con mayor diferencia es la temperatura (6.1 %) y se presenta en la

seccion de la garganta.
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Cuadro 5.2: Comparacién de los resultados analiticos y numéricos del modelo
matematico para el articulo de Patel et al. [25]. Estos datos fueron recalculados en

este trabajo.

Entrada Garganta Salida
Pardmetro Analitico Numeérico Error (%) Analitico Numérico Error (%) Analitico Numérico Error (%)
V (m/s) 172.633 174.653 1.170 316.938  318.251 0.414 462.754  477.229 3.128
T (K) 285.165  299.987 5.197 250.0  265.270 6.108 193.408  204.925 5.954
P (kPa) 1674 1682 0.477 1056 1084 2.651 430.2 425.6 1.080
M 0.51 0.5031 1.371 1 0.9749 2.574 1.66 1.663 0.18

En el cuadro 5.3 se muestra la comparacion entre los resultados analiticos de Patel

et al. [25] con los resultados analiticos del presente trabajo. El error méximo fue del

2.53 % presentado en la temperatura, en la seccion de la garganta. Una comparacion

entre los resultados numeéricos de Patel et al. [25] con los datos numéricos obtenidos

en el presente trabajo se presenta en el cuadro 5.4. Aqui se observa una desviacion

mayor; sin embargo, los resultados numéricos de la metodologia propuesta concuerdan

mejor con los resultados analiticos que los numéricos de Patel et al. [25].

Cuadro 5.3: Comparacion analitica entre los resultados reportados por Patel et al.
[25] v los obtenidos mediante la metodologia planteada en este trabajo.

Entrada Garganta Salida
Parametro Patel et al. [25] Modelo Error (%) Patel et al. [25] Modelo Error (%) Patel et al. [25]  Model Error (%)
V (m/s) 172.754 172.633 0.07 320.717 316.938 1.192 462.774  462.754 0.004
T (K) 285.567 285.165 0.14 256.326 250.0 2.53 193.425 193.408 0.008
P (kPa) 1680 1674 0.358 1050 1056 0.571 430 430.2 0.046
M 0.51 0.51 0 1 1 0 1.66 1.66 0

Cuadro 5.4: Comparaciéon numérica entre los resultados reportados por Patel et
al. [25] y los obtenidos en el presente trabajo. El parametro M fue estimado para el
trabajo de Patel et al. [25] para cada seccion de la tobera, utilizando las ecuaciones
apropiadas del modelo matemaético.

Entrada Garganta Salida
Pardmetro Patel et al. [25] Modelo Error (%) Patel et al. [25] Modelo Error (%) Patel et al. [25] Modelo Error (%)
V (m/s) 161.57 174.653 8.097 302.25 318.251 5.293 433.46  477.229 10.097
T (K) 287.082 299.987 4.495 255.232  265.270 3.932 208.223 204.925 1.609
P (kPa) 1710 1682 1.664 1150 1084 6.088 570 425.6 33.928
M 0.4757  0.5031 5.759 0.9438  0.9749 3.295 1.4985 1.663 10.977
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5.2. Resultados simulacion CFD

Se realiz6 una corrida para la tobera convergente asi como también para la tobera
supersoénica obtenida a través de la metodologia desarrollada en este trabajo. Los
resultados para cada uno de los pardmetros termodinamicos, velocidad y ntimero de

Mach para cada caso son mostrados y explicados a continuacion.

En el cuadro 5.5 se muestra la comparacion entre los resultados analiticos y numéricos
obtenidos en este trabajo para la tobera convergente. El error méaximo fue del 5.68 %
presentado en la presion, en la seccion de la entrada a la tobera. Se puede observar
que los resultados de cada parametro, tanto analitico como numérico se ajustan bien
entre si, siendo menores al 10 % permisible en el ambito cientifico. Por otro lado,
el cuadro 5.6 presenta los resultados obtenidos de las comparaciones analiticas y
numéricas para la tobera supersonica, encontrandose un error maximo de 3.70 % en
la temperatura de la seccion de salida de la tobera, sin embargo se obtuvo un error

de 0 en el namero de Mach en la misma seccién.

Cuadro 5.5: Comparacion numérica entre los resultados analiticos y numéricos
para la tobera convergente.

Entrada Salida
Pardmetro Analitico Numérico Error (%) Analitico Numérico Error (%)
V (m/s) 25 24.80 0.806 284.62 288.69 1.42
T (K) 828.90 828.90 0 792.7 809.82 2.15
P (kPa) 118473 112103.89 5.68 94430  95567.11 1.20
M 0.04332 0.04374 0.96 0.5043 0.5148 2.08

Cuadro 5.6: Comparaciéon numérica entre los resultados analiticos y numeéricos
para la tobera supersonica.

Entrada Salida
Parametro  Analitico Numérico Error (%) Analitico Numeérico Error (%)
V (m/s) 24.99 24.90 0.36 809.18 822.93 1.69
T (K) 828.58 828.90 0.03 502.97 521.62 3.70
P (kPa) 118317.50 118448.10 0.11 20619.07  20759.63 0.68

M 0.04331 0.04392 1.40 1.80 1.80 0
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5.2.0.1 Contorno de presiéon
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Figura 5.3: Resultados de presion obtenidos mediante la simulacion numérica. En
la subfigura (a) se muestra para la tobera convergente, y en (b) para la tobera
supersonica. La presion maxima alcanzada en la salida de la tobera es de 95567.11
Pa y de 20759.63 Pa, mientras que la presion en la entrada es de hasta 112103.89
Pa y 118448.10 Pa para la tobera convergente y supersonica, respectivamente (como
se observa en las figuras).
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En la Figura 5.3a se muestra el contorno de presién para la tobera convergente, en
donde se puede observar que existe una disminuciéon no uniforme de la presiéon a
través de la tobera. Ademas, se presentan ondas de choque en la secciéon de entrada en
la parte posterior y superior, en donde existen regiones de baja presiéon para después
incrementar. Por otro lado, el contorno de presion de la tobera supersénica se muestra
en la Figura 5.3b, en donde se observa una uniforme disminuciéon en la presion, desde
la seccion convergente a la divergente. Esta adecuada expansion del flujo sin presencia
de ondas de choque permite obtener la presiéon estimada analiticamente de 118 kPa

en la entrada y 20 kPa en la salida.

El cuadro 5.7 nos presenta los valores numéricos obtenidos en la secciéon de entrada y
salida para la presion, para ambas toberas. A partir del cuadro 5.6 se puede establecer

que la tobera supersonica se ajusta més a los valores analiticos obtenidos.

Cuadro 5.7: Resultados ntimericos del campo de presioén para la tobera convergente
y supersonica.

Tobera convergente Tobera supersonica

Entrada Salida Entrada Salida
Parametro Valor Valor Valor Valor
P (Pa) 112103.89 95567.11 118448.10 20759.63

5.2.0.2 Contorno de temperatura

En la Figura 5.4a se muestra el contorno de temperatura para la tobera convergente,
en donde se puede observar que no existe uniformidad en la disminuciéon de la
temperatura a lo largo de la tobera. Se presentan ondas de choque en la parte posterior
y superior de la secciéon de entrada de la tobera, en donde existen regiones de baja
temperatura para después incrementar. Por otro lado, el contorno de temperatura de
la tobera supersonica se muestra en la Figura 5.4b, en donde se observa una uniforme
disminucién en la temperatura, desde la secciéon convergente a la secciéon media
divergente. Sin embargo, en la seccion final divergente hay presencia de regiones de
alta temperatura en la parte superior e inferior de la tobera. Aun asi, esta adecuada
expansion del flujo permite aproximarse la temperatura estimada analiticamente de

828.90 K en la entrada y 502.97 K en la salida.
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Figura 5.4: Resultados de temperatura obtenidos mediante la simulaciéon numérica.
En la subfigura (a) se muestra para la tobera convergente, y en (b) para la tobera
supersénica. La temperatura maxima alcanzada en la salida es de 809.82 K y
521.62 K para la tobera convergente y supersonica, respectivamente, mientras que
la temperatura en la entrada es de hasta 828.90 K para ambas toberas (como se
observa en las figuras).
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En el cuadro 5.8 se observan los valores numéricos obtenidos en la seccion de entrada
y salida para la temperatura, en ambas toberas. A partir del cuadro 5.5 se puede
establecer que la tobera convergente es la que mas se ajusta mas a los valores

analiticos obtenidos.

Cuadro 5.8: Resultados nimericos del campo de temperatura para la tobera
convergente y supersonica.

Tobera convergente Tobera supersonica
Entrada Salida Entrada Salida
Parametro Valor  Valor Valor  Valor
T (K) 828.90 809.82 828.90 521.62

5.2.0.3 Contorno de velocidad

En la Figura 5.5a se muestra el contorno de velocidad para la tobera convergente, en
donde se puede observar que de igual manera no existe una distribucién uniforme de
velocidad. Las ondas de choque que presenta la tobera convergente se encuentran
afectando la velocidad, disminuyéndola, especificamente en la parte posterior y
superior de la tobera. Igualmente en la parte media de la tobera existen regiones
de alta velocidad y después decrecen para nuevamente incrementar en la seccion de
salida. Por otro lado, el contorno de velocidad de la tobera supersonica es presentada
en la Figura 5.5b, en donde se puede notar que existe una correcta expansion del flujo,
obteniendo una uniformidad en la velocidad desde la secciéon convergente a la seccion
media divergente. De igual manera se observa que en la secciéon final divergente
hay presencia de regiones de baja velocidad en la parte superior e inferior de la
tobera. Atn asi, hay una adecuada expansion del flujo la cual permite aproximarse
la velocidad estimada analiticamente de 25 m/s en la entrada y 809.18 m/s en la

salida.
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Figura 5.5: Resultados de velocidad obtenidos mediante la simulacién numérica.
En la subfigura (a) se muestra para la tobera convergente, y en (b) para la tobera
supersonica. La velocidad méxima alcanzada en la salida de la tobera es de 288.69
m/sy de 822.93 m/s, mientras que la velocidad en la entrada es de hasta 24.80 m/s
y 24.90 m/s para la tobera convergente y supersonica, respectivamente (como se
observa en las figuras).

En el cuadro 5.9 se observan los valores numéricos obtenidos en la seccién de entrada
y salida para la velocidad, en ambas toberas. A partir de los cuadros 5.5 y 5.6 se

puede establecer que la tobera convergente es la que mas se ajusta mas a los valores
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analiticos obtenidos en la seccion de la salida. Por otro lado, la tobera supersonica se

ajusta mas a lo valores analiticos de la seccion de entrada.

Cuadro 5.9: Resultados ntimericos del campo de velocidad para la tobera
convergente y supersonica.

Tobera convergente Tobera supersénica
Entrada Salida Entrada Salida
Parametro Valor  Valor Valor  Valor
V (m/s) 24.80 288.69 24.90 822.93

5.2.0.4 Contorno de niimero de Mach

En la Figura 5.6a se muestra el contorno del nimero de Mach para la tobera
convergente, se observa que se alcanza un valor méaximo de 0.5148 en la salida de la
tobera, mientras que el niimero de Mach en la entrada es de hasta 0.04374. Debido a
la presencia de ondas de choque no existe una distribuciéon uniforme en el ntimero
de Mach. Las ondas de choque que presenta la tobera convergente se encuentran
afectandolo, disminuyéndo su valor en la parte posterior y superior de la tobera.
Igualmente en la parte media de la tobera existen regiones de alto nimero de Mach y
después decrece, para nuevamente incrementar en la secciéon de salida. Por otro lado,
el contorno de nimero de Mach de la tobera supersonica es presentado en la Figura
5.6b, en el cual se puede observar que se alcanza un valor maximo de 1.81 en la salida
de la tobera, mientras que el nimero de Mach en la entrada es de hasta 0.04392.
Se puede notar que existe una correcta uniformidad en el nimero de Mach desde
la seccidon convergente a la seccion media divergente. De igual manera se observa
que en la seccion final divergente hay una clara presencia de regiones en donde el
flujo no se expande, especificamente en la parte superior e inferior de la tobera. Aun
asi, debido a la uniformidad, hay una adecuada expansion del flujo la cual permite
aproximarse al niimero de Mach estimado analiticamente de 0.04331 en la entrada y

1.80 en la salida.
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Figura 5.6: Resultados del nimero de Mach obtenidos mediante la simulacion
numérica. En la subfigura (a) se muestra para la tobera convergente, y en (b) para
la tobera supersonica.

En el cuadro 5.10 se observan los valores numéricos obtenidos en la secciéon de entrada
y salida para el numero de Mach, en ambas toberas. A partir de los cuadros 5.5 y
5.6 se puede establecer que la tobera convergente es la que mas se ajusta mas a

los valores analiticos obtenidos en la secciéon de la entrada. Por otro lado, la tobera
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supersonica se ajusta més a lo valores analiticos de la seccion de salida.

Cuadro 5.10: Resultados ntmericos del campo de nimero de Mach para la tobera
convergente y supersonica.

Tobera convergente Tobera supersonica
Entrada Salida Entrada Salida
Parametro Valor  Valor Valor  Valor

M 0.04374 0.5148 0.04392 1.81
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6. Conclusiones y Recomendaciones

6.1. Conclusiones generales

Este proyecto presenté una tobera supersoénica convergente-divergente de campana
de Mach 1.8, la cual fue obtenida mediante una metodologia desarrollada a través de
la integracion de la teoria de flujo compresible, el Método de las Caracterisicas y el

Método de la Curva Paramétrica Bicubica.

El propésito de esta investigacion fue mejorar el diseno final de la tobera de un
motor a reaccion turbojet el cual fue exitoso logrando un incremento en el niimero de
Mach de hasta el 251.59 % y un incremento en la velocidad del 185.05 % con respecto
a la tobera convergente. La creacion de la tobera supersonica como se menciond
anteriormente, fue llevada a cabo con el desarrollo de una metodologia, la cual se
apoyo tanto de la teorfa de flujo compresible, MCPB y MOC como con la simulacion

numeérica.

El uso de la simulacién numérica, resulté una herramienta muy potente y de gran
apoyo para el céalculo de las propiedades termodinamicas, velocidad y nimero de
Mach de las toberas. Permitié comparar los resultados obtenidos a partir de ésta,
observando el comportamiento del flujo y sus propiedades termodinamicas, velocidad
y nimero de Mach con los resultados analiticos obtenidos a través de la teoria
propuesta. Se observd que los resultados de la tobera convergente tienen mayor
discrepancia de sus resultados analiticos, en cambio, la tobera supersonica se ajusta
mas en velocidad, presién y ntmero de Mach en contraparte de sus resultados
analiticos. También, se encontré que la tobera convergente utilizada actualmente,
genera ondas de choque al interior, lo que permite una disminuciéon en la velocidad y
por consiguiente del nimero de Mach, aumentando al mismo tiempo la presion y
temperatura del flujo de trabajo. Por otro lado, en la tobera supersénica propuesta no
se muestran indicios de ondas de choque, lo que permite un aumento en la velocidad
y namero de Mach, lo que a su vez reduce la presion y temperatura de una manera

uniforme. La simulaciéon numérica nos proporciona, entonces, una aproximacion a los
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resultados reales, permitiendo realizar modificaciones y establecer consideraciones

antes de la experimentacion.

Por otra parte, la metodologia propuesta permitié con éxito disenar y validar
toberas supersonicas de hasta M=1.8 utilizando MCPB y MOC con solo diez
lineas, obteniendo un error méximo en simulaciéon CFD de la tobera supersonica
propuesta de hasta 3.70 %. Se determiné a través de este estudio que mediante la
implementaciéon del MCPB y MOC se puede obtener el disenio de una tobera de
campana supersonica con el desempeno requerido, luego validado con la teoria del

flujo compresible.

El diseno en la seccién convergente con pendiente cero en la entrada y en la garganta
fue crucial para disenar la seccién divergente a través del uso del MOC, obteniendo
suficiente precision en los resultados. Se utiliz6 el MCPB para encontrar el punto
de unién [ para el diseno en la secciéon convergente. Luego, se suavizo el perfil del
contorno mediante una funciéon coseno, lo que permitié calcular un contorno de
tobera adecuado en la secciéon convergente capaz de aproximarse a un valor de M=1

en la garganta.

La confiabilidad del algoritmo utilizado esta validada ya que permite predecir con
suficiente aproximacion la geometria del ttunel supersénico AF300 [30], obteniendo
un PCC=0.9494 y RMSE=0.009 m para M=1.4, mientras que para M=1.8 un
PCC=0.9728 y RMSE=0.013 m. Ademas, los resultados obtenidos en este estudio
para la tobera de atomizacion axisimétrica obteniada por Zhang et al. [38], y la
tobera supersonica de Patel et al. [25] difieren ligeramente; confirmando la validez

de la metodologia desarrollada en este estudio.

6.2. Recomendaciones para futuros trabajos

Con base en éste proyecto, aunque fue concluido con éxito, se proponen las siguientes
recomendaciones para mejorar el diseno de futuras toberas y trabajos respecto al

tema:

= Implementar metodologias utilizando diferentes técnicas matematicas para el
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desarrollo de las secciones convergente y divergente (por ejemplo, el método de
la Curva Polinomial Quintica y el método de Rao, para la seccién convergente

y divergente, respectivamente).

Hacer uso del Diseno de Experimentos o Disefios Robustos de Taguchi, para
obtener un parametro x,, 6ptimo que permita la obtencién de un contorno
convergente més suavizado, con el fin de obtener un valor més cercano a M=1

en la garganta, lo que permitird potenciar el MOC.

Utilizar diferentes modelos de turbulencia, con el fin de estudiar y comparar

los efectos viscosos y fenémenos de capa limite que afectan al flujo de trabajo.

Optimizar el MOC incluyendo una mayor cantidad de lineas caracteristicas, lo
que permitira el estudio de toberas supersénicas de mayor niimero de Mach

con mas precision, incluyendo toberas hipersonicas.
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