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TESIS DE MAESTRÍA Ing. Horacio Alain Millán Guerrero

Agradecimientos

Agradezco a la Universidad Autónoma de Baja California, a su instituto y a su facultad de ingenieŕıa
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Resumen

El control de sistemas caóticos sub-actuados como el péndulo rotatorio no es una tarea sencilla.

Cuando la planta se fabrica f́ısicamente, esta cuenta con fenómenos no lineales como fricción estática

y backlash. Agregado a todo lo anterior, cuando se diseña un controlador, resulta dif́ıcil realizar

experimentos debido a que la aceleración gravitatoria siempre está presente. En ocasiones es dif́ıcil

comprobar si existe algún problema en la implementación del controlador, en la fabricación de la

planta, en las mediciones realizadas por los sensores o alguna combinación de las anteriores. En

esta investigación se desarrolló un simulador Hardware-in-the-Loop (HIL) que permite analizar y

verificar con exactitud si la implementación del algoritmo de control es correcta. El HIL resuelve en

tiempo real las ecuaciones diferenciales que describen el comportamiento dinámico de la planta junto

con las señales eléctricas que la planta real produciŕıa. Un ejemplo de dichas señales son las señales

de cuadratura de los sensores de posición angular. El controlador se dice verificado si la planta HIL

logra ser estabilizada exitosamente. Con el HIL también es posible observar estados no observables

del sistema. Esto permite comprobar y cuantificar el rendimiento de observadores o algoritmos

de estimación de estados implementados en el controlador. Además de las ventajas anteriormente

mencionadas, con el HIL se pueden ver fenómenos que ocurren debido al muestreo, a la cuantización,

a la resolución aritmética, etc. Con el HIL es posible variar fácilmente las condiciones experimentales

como la aceleración de la gravedad, las condiciones iniciales y los parámetros del sistema. En esta

investigación se verificó el controlador con el HIL, se compararon las simulaciones con la planta real,

se cuantificó el rendimiento de diferentes estimadores de velocidad comparándolos con los estados

internos del HIL, se simuló la planta y sus sensores y se replicaron fenómenos que ocurren con la

planta real.
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Listas

Lista de śımbolos

Tabla 1: Tabla de śımbolos.

Śımbolo Descripción Śımbolo Descripción

α Constante del péndulo M Masa M

β Constante del péndulo ma Masa del brazo

c Fricción Viscosa mp Masa de la barra

δ Constante del péndulo n Número de muestra

dpos Diferencial de posición φ Posición del eje φ

dt Diferencial de tiempo φ̇ Velocidad del eje φ

ε Error Ra Resistencia eléctrica del motor

f Función (cualquiera) rx Posición x de la barra

Fs Frecuencia de muestreo ry Posición y de la barra

Fv Fricción Viscosa rz Posición z de la barra

Fvφ Fricción Viscosa en eje phi τφ Torque en eje φ

Fvθ Fricción Viscosa en eje theta τθ Torque en eje θ

γ Constante del péndulo θ Posición del eje θ

Is Momento de inercia del péndulo simple θ̇ Velocidad del eje θ

L Longitud del péndulo simple m Masa del péndulo simple

J Momento de inercia del péndulo rotatorio Ts Periodo de muestreo

k1 Constante de RK4 v Velocidad

k2 Constante de RK4 vx Velocidad en x de la barra

k3 Constante de RK4 vy Velocidad en y de la barra

k4 Constante de RK4 vz Velocidad en z de la barra

Kb Constante de Back-EMF x Vector de estados

Kma Constante de Torque x1 Estado 1. Pos φ

L Transformada de Laplace x2 Estado 2. Vel φ

Continúa en siguiente página
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Tabla 1 – Continuación de página anterior

Śımbolo Descripción Śımbolo Descripción

la Longitud del brazo x3 Estado 3. Pos θ

La Inductancia del motor x4 Estado 4. Vel θ

λ Fricción no lineal yn Resultado RK4

lp Longitud de la barra u Entrada

A Matriz de sistema Jc Función de costo

B Matriz de entrada x0 Estado inicial

C Matriz de salida xREF Estado de referencia

D Matriz de transmisión directa t Tiempo

K Ganancia óptima de control g Aceleración gravitatoria

Algunos śımbolos pueden tener los sub́ındices. Por ejemplo, el sub́ındice, �d, denota que la variable

o constante descrita por el śımbolo � es discreta.

De igual forma también se pueden tener supeŕındices. Por ejemplo, el supeŕındice, �̂, denota que la

variable � es estimada como en el caso del filtro Kalman.
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Figura 1: Diagrama del péndulo rotatorio.
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2. Planteamiento del problema

El primer problema, la medición incorrecta y ruidosa de velocidad, ocurre cuando el péndulo está

en equilibrio o cerca del equilibrio con la barra apuntando hacia arriba. Como en ese estado la

velocidad es baja, los periodos entre pulsos del codificador rotatorio son mayores que los periodos

de muestreo para medir la posición, esto se debe a que f́ısicamente el codificador rotatorio manda

una señal cuadrada con periodo mayor al periodo de muestro del µC. Esto causa que la velocidad

medida sea 0 o la velocidad diferente a 0 más pequeña, 1
Ts

, dependiendo de la probabilidad de que

el sistema tome una muestra justo después de cuando la posición del codificador rotatorio cambie.

Donde Ts es el periodo de muestreo. El hecho de que la velocidad sea 0 o múltiplos de 1
Ts

se debe a

que la velocidad se calcula θ̇ = θn−θn−1

Ts
, donde el numerador es un número discreto debido a la

naturaleza discreta del codificador rotatorio.

La probabilidad de detectar el cambio de estado del codificador rotatorio es una función de la

posición del codificador rotatorio, su velocidad angular y el tren de impulsos de muestreo del µC.

El segundo problema, la experimentación y análisis de desempeño resultan una tarea dif́ıcil debido

a que el sistema es no-lineal, caótico y la fuerza gravitatoria constantemente lo afecta. Esto causa

que los experimentos a menudo no sean repetibles y complica la verificación del desempeño del

algoritmo de control.

El tercer problema, la naturaleza no-lineal y caótica del péndulo además de los fenómenos que

aparecen al construir la planta f́ısicamente como por ejemplo la fricción, backlash, etc.

4
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4. Objetivos de la investigación

4.1. Objetivo general

Diseñar, analizar, implementar en un µC y verificar con el Hardware-in-the-loop un algoritmo de

control que mantenga estable el péndulo rotatorio en su punto de equilibrio inestable (θ = 0 rad).

4.2. Objetivos espećıficos

1. Diseño de algoritmo de estimación de velocidades.

2. Modelado y simulación del péndulo rotatorio.

3. Diseño 3D, fabricación y estimación de parámetros del péndulo real.

4. Diseño, implementación, verificación con HIL y análisis del algoritmo de control.

6
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6. Metodoloǵıa

A continuación se muestra una figura y se describe punto a punto la metodoloǵıa utilizada para

lograr cumplir con los objetivos de esta investigación.

Modelo matemático

Simulación del modelo matemático

Investigación

Desarrollo de la solución

Simulación de la solución

Implementación en microcontrolador

Experimentación con planta HIL

Implementación en planta física

Experimentación en planta real

No

Si

¿Funciona?

No

Si

¿Funciona?

No

Si

¿Funciona?

Se tiene un controlador funcional

Si

No ¿El rendimiento 

es aceptable?

Figura 2: Diagrama de bloques de la metodoloǵıa.

8
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• Modelo matemático: Se requiere tener modelos matemáticos que describan la dinámica del

péndulo, fenómenos entre el µC y el codificador rotatorio, etc. Estos modelos matemáticos

ayudarán a analizar el comportamiento del sistema e identificar áreas de mejora.

• Simulación: Teniendo el modelo matemático se puede simular el comportamiento del sistema.

Una gran ventaja de la simulación es observar todas las variables del sistema perfectamente

sin errores de medición, también se pueden simular condiciones extremas o de frontera como

por ejemplo a velocidades extremadamente bajas o altas para observar que fenómenos ocurren

y como atenuarlos/eliminarlos.

• Investigación: En base al conocimiento obtenido en la simulación y con el modelo matemático

se tendrá más información para poder tomar una decisión sobre cómo proceder. Teniendo

identificadas las causas de los problemas se puede investigar con mayor precisión cuál es la

solución.

• Desarrollo de la solución: Con todo el conocimiento adquirido se puede diseñar una nueva

estrategia de medición o estimación de velocidad que tenga un rendimiento superior a la

estrategia anterior.

• Simulación de la solución: Una vez diseñada la nueva estrategia de control se puede simular el

comportamiento de la nueva solución.

• Implementación en µC: Se carga al µC el código con el nuevo controlador.

• Experimentación con planta Hardware-in-the-loop: Se verificará el rendimiento del controlador

estabilizando la planta Hardware-in-the-loop. Si el rendimiento es satisfactorio se procede al

siguiente paso.

• Implementación f́ısica: Una vez verificado que en efecto la nueva estrategia de control es una

mejora de la anterior se procede al siguiente paso.

• Experimentación con planta real: Se probará el rendimiento del controlador estabilizando la

planta real. El sistema real probablemente tenga un comportamiento similar al simulado con

algunas diferencias. En esta etapa se realizarán pequeños ajustes por factores inesperados o

que no hayan sido tomados en cuenta en pasos anteriores.

9
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7.1.2. Posición de la punta de la barra

Su posición en coordenadas cartesianas se puede obtener con trigonometŕıa en función de los ángulos

φ y θ y de las distancias la y lp:

rx(la, lp, φ, θ) = lacosφ− lpsenθsenφ (1)

ry(la, lp, φ, θ) = lasenφ+ lpcosφsenφ (2)

rz(la, lp, φ, θ) = lpcosθ (3)

7.1.3. Velocidad de la punta de la barra

Para obtener la velocidad de la punta de la barra simplemente se derivan las posiciones con respecto

al tiempo de manera que:

vx(la, lp, φ, θ) = −lasenφφ̇− lpcosθsenφθ̇ − lpsenθcosφφ̇ (4)

vy(la, lp, φ, θ) = lacosφφ̇+ locosθcosφθ̇ − lpsenθsenφφ̇ (5)

vz(la, lp, φ, θ) = −lpsenθθ̇ (6)

11
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A =


0 1 0 0

0 0 − δγ
αβ−γ2 0

0 0 0 1

0 0 αδ
αβ−γ2 0

 (17)

B =


0 0

β
αβ−γ2 − γ

αβ−γ2

0 0

− γ
αβ−γ2

α
αβ−γ2

 (18)

Las matriz C = I donde I es la matriz de identidad y D = 0.

Es importante tener en cuenta que si se desea implementar el modelo matemático en un sistema

discreto es necesario utilizar las ecuaciones de espacio de estados en dominio discreto:

ẋ[n+ 1] = Adx[n] +Bdu[n] (19)

y[n] = Cdx[n] +Ddu[n] (20)

Donde:

Ad = eAT

Bd = TB

Cd = C

Dd = D

Donde T es el periodo de tiempo entre iteraciones en segundos.
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Figura 4: Posición y velocidad de los ángulos del péndulo como funciones del tiempo.
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Y obteniendo la transformada de Fourier discreta F(x[n]):

X(ejω) =
∞∑

n=−∞
x[n]e−jωn = F(x[n]) (26)

Se puede deducir que xs = xc(t) en los instantes de tiempo múltiplos de ΩT :

Xs(jΩ) = X(ejω)|ω=ΩT= X(ejΩT ) (27)

Dado que xc(t) y s(t) se están multiplicando en el tiempo, se convolucionan en el dominio de la

frecuencia:

X(ejΩT ) =
1

T

∞∑
k=−∞

Xc(j(Ω− kΩs)) (28)

Si ω = ΩT se obtiene:

X(ejω) =
1

T

∞∑
k=−∞

Xc

[
j

(
ω

T
− 2πk

T

)]
(29)

Si Xc(jΩ) tiene un espectro triangular (o cualquier otro) al graficar el espectro de la señal muestreada

se puede observar fácilmente porque se debe cumplir que Ωs ≥ 2ΩN .
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7.7.2. STM32G474RE

El STM32FG474RE se utilizó con la tarjeta NUCLEO-G474RE.

Figura 16: STM32G474RE en tarjeta NUCLEO-G474RE.
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7.7.3. STM32H755ZI

El STM32H755ZI se utilizó con la tarjeta NUCLEO-H755ZI.

Figura 17: STM32H755ZI en tarjeta NUCLEO-H755ZI.
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la velocidad de forma continua tiene la ventaja de reducir el error relativo a bajas velocidades y

evitar “impulsos” en la señal de retroalimentación que generan vibraciones abruptas en el sistema.

Este observador podŕıa utilizar información de la corriente y voltaje del motor para ser más preciso.

Para medir la velocidad del eje de giro (del péndulo) que no tiene motor, forzosamente se tendrá

que diseñar otro observador o algoritmo que estime la velocidad continúa en base a las mediciones

discretas del codificador rotatorio.

Otra posible solución es utilizar un supermuestreo que cuente el tiempo entre pulsos de los

codificadores rotatorios, esta solución tiene la desventaja de perder resolución a altas velocidades.

Se denomina supermuestreo debido a que tiene una frecuencia de muestreo mayor a la utilizada por

el ciclo de código del µC, por ejemplo, si el código de estabilización del µC se ejecuta cada 1ms el

supermuestreo estará muestreando a 0.1ms, por lo que se harán 10 mediciones por cada vez que

se ejecute el código de retroalimentación del péndulo. Otra posible solución podŕıa ser utilizar un

algoritmo de medición inteligente que en base a la velocidad decida cuál es la manera óptima de

medirla en base a las caracteŕısticas del sistema, tales como pulsos por revolución de los codificadores

rotatorios, frecuencia máxima y mı́nima de muestreo, frecuencias máximas y mı́nimas de los timers,

etc. Ya sea medirla convencionalmente con la derivada, con un observador de corriente/voltaje del

motor, con estimación continua de velocidad o incluso utilizando varios métodos al mismo tiempo

para reducir el error.
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A =


0 1 0 0

0 0 − δγ
αβ−γ2 0

0 0 0 1

0 0 αδ
αβ−γ2 0



B =


0 0

β
αβ−γ2 − γ

αβ−γ2

0 0

− γ
αβ−γ2

α
αβ−γ2


Sustituyendo las constantes algebraicas por los parámetros del péndulo se tiene:

A =


0 1 0 0

0 0 −19,1726 0

0 0 0 1

0 0 181,6485 0

 (43)

Y tomando en cuenta que solo se actúa τφ, se elimina la 2da columna de B de manera que:

B =


0

1,1347

0

−1,7385

 (44)

C = I (45)

D = [0 0 0 0]T (46)

Si se comprueba la estabilidad del sistema se tiene:

G = C(sI −A)−1B +D (47)

42
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Donde G es la función de transferencia del sistema:

G =


69112851−453860s2

−20s2(20s2−3633)

69112851−453860s2

−20s(20s2−3633)

−34770
20s2−3633

−34770s
20s2−3633

 (48)

Observando los denominadores de las 4 funciones de transferencia y utilizando la fórmula general se

puede determinar que los polos son [0 0 13,48 − 13,48]. Para evitar este tedioso procedimiento se

puede utilizar la función eig(A) (eigenvalues) de MATLAB.

Este sistema es inestable debido a los polos positivos. Esto es esperado ya que aún no se le aplica el

filtro LQR. Para aplicar (matemáticamente) el controlador LQR basta con modificar la matriz A

para que incluya la retroalimentación con la ganancia K:

ALQR = A−BK (49)

Obteniendo:

ALQR =


0 1,0 0 0

358,8 428,5 7703,0 719,4

0 0 0 1,0

−549,8 −656,6 −11650,0 −1102,0

 (50)

Ahora, obteniendo los polos con el comando eig(A_lqr) se obtienen los polos:


−656,7

−1,0

−8,021 + 4,342i

−8,021− 4,342i

 (51)
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Recordando que en el dominio Z la región de convergencia es todo valor dentro del ćırculo de radio

1 con centro en el origen se puede observar que este sistema es inestable. Este de igual forma es

esperado ya que Ad no está retroalimentado con el controlador LQR.

AdLQR = Ad −BdKd (58)

AdLQR =


1,0000 0,0001 0,0000 0,0000

0,0347 1,0414 0,7454 0,0696

−0,0000 −0,0000 0,9999 0,0001

−0,0532 −0,0635 −1,1269 0,8933

 (59)

Con polos en: 
0,9364

0,9999

0,9992 + 0,0004339i

0,9992− 0,0004339i

 (60)

Como se puede observar los polos están dentro de la región de convergencia por lo que el sistema es

estable.
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