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RESUMEN de la Tesis de Cristian Manuel Bafiuelos Hinojosa presentada como
requisito parcial para la obtencién de la Licenciatura en Matemaéticas Aplicadas.
Ensenada, Baja California, México, octubre de 2007.

ESTRUCTURAS GEOMETRICAS ASOCIADAS A LA MUSICA TONAL

Se analiza la teoria basica de la misica tonal, tomando las definiciones de escalas,
intervalos, acordes, triadas diaténicas y progresiones armdnicas para ser traducidas
a un lenguaje geométrico y algebraico. En particular las triadas diaténicas las con-
sideramos como puntos en Z3. Se definen ciertas operaciones sobre las triadas, que
generan sucesiones de acordes, las cuales corresponden a lo que se conoce como pro-
gresiones armonicas.

Por otra parte el subconjunto en Z* de triadas diaténicas se puede dividir en
clases de equivalencia, de acuerdo a los grados de la escala. Asi mismo, se le asigna
una métrica y un orden, que junto con las operaciones definidas, permiten pasar entre
cualquier par de clases de triadas. Es conveniente aclarar que el resultado de estas
operaciones se ajusta a las reglas bésicas del contrapunto.

Por tltimo se utilizan los resultados para analizar algunos fragmentos de obras de
J.S. Bach, asi como generar pequefias piezas musicales. Lo anterior se implementa en
un programa de cémputo que permite al usuario explorar y escuchar las progresiones
generadas por las operaciones sobre las triadas.

Resumen aprobado:

Alvaro Alvarez Parrilla
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1. INTRODUCCION

Al escuchar una gran obra musical como la quinta sinfonfa de Beethoven, uno }_:;ue—
de quedar impresionado e intrigado, deseando saber la razén por la cual esos sonidos
en ese orden producen tan espléndida obra que despiertan tales sentimientos. Uno
puede imaginarse que escucha cierta simetria y al leer la partitura ésta es adn més
clara. Por otra parte, las simetrias son manifestaciones de estructﬁras geométricas,
por lo que no sorprende el deseo de tratar de explicar algunas partes de la musica,
que es tan bella, con herramientas elegantes como las de geometria y el dlgebra.

En particular la muisica tonal , consiste en un estilo que fue compuesto principal-
mente durante los afos 1650 - 1900 para la musica de concierto, basado en la idea
de darle cierta prioridad a unas notas sobre otras segin sus propiedades actisticas
y algunas otras convenciones. En 1722 Jean Phillipe Rameau, publicé su “Tratado
en armonia”[1], donde establecié las bases tedricas para éste tipo de musica. Dicha
obra se convirtié en la autoridad en lo que respecta a los temas de armonia y teorfa
musical. Por otra parte, en 1923, Arnold Schoenberg publica su obra “Method of
Composing with Twelve Tones Which are Related Only with One Another”[19], en
donde revoluciona las ideas de armonia que se tenfan hasta el momento, pasando
de la tonalidad al dodecafonismo. A grandes razgos, la miisica tonal de concierto se
encuentra contenida en el lapso entre estos dos grandes tratados arménicos. Ejem-

plos de compositores de este tipo de musica son: Bach, Handel, Mozart, Beethoven,
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Schubert, Schumann, Brahms, Wagner, Tchaikovsky, asi como muchos de sus con-
temporaneos. Cabe destacar que la mayor parte de la musica popular de nuestros
dias estd basada en las reglas de la armonia tonal [1].

Por su parte, la teoria musical se encuentra en una etapa de transicion debido
a los avances que ha tenido la matemaética en el ultimo siglo. Se han introducido al
analisis musicolégico conceptos algebraicos, geométricos asi como combinatorios [5].
Estas nuevas perspectivas pueden aportar mucho, tanto en el contexto del analisis
como en la composicién musical. En este trabajo se pretende seguir con esta linea
de pensamiento y estudiar algunos espacios geométricos que surgen al analizar las
estructuras inducidas por las reglas basicas de la maisica tonal.

Dividimos nuestro estudio en dos secciones complementarias: armonia y con-
trapunto. La primera estudia las relaciones y secuencias permitidas entre distintos
acordes, que son un conjunto de notas que suenan simultaneamente en un tiempo
dado y es lo que se conoce como aspecto vértical de la miisica. El contrapunto, por su
parte, toma como base lineas melddicas simultdneas, dejando como aspecto secunda-
rio los acordes que se forman en cada instante. El estudio del contrapunto consiste en
establecer las reglas que deben seguir dichas lineas melédicas asi como las relaciones
entre ellas. Decimos que la armonia y el contrapunto son complementarios ya que en
la musica tonal se busca un equilibrio entre el flujo melédico y las relaciones arméni-
cas. Ejemplo de ésto es un coro, donde hay cuatro conjuntos de voces: Soprano, Alto,
Tenor y Bajo, cantando melodias distintas; vemos que en cada tiempo tenemos un
conjunto de cuatro notas, es decir un acorde que puede verse como un instante de un
contrapunto. Cada voz canta su melodia, sin embargo, se busca que en conjunto las

cuatro voces sigan las reglas armoénicas de la musica tonal. En términos geométricos,
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cuando un coro canta se estd sonorizando una curva en el espacio de notas musicales
Z4,

En la literatura existen algunos trabajos acerca de espacios geométricos musicales,
como el “Tonnetz’introducido por Leonhard Euler en 1739 [18], que organiza las notas
musicales en una red que es equivalente a un toro! y representa una abstraccién de
ciertas reglas arménicas. Otro ejemplo es el realizado por Dimitri Tymoczko en el
cual se aprovechan ciertas simetrias de los acordes y surgen lo que se conoce como
orbifolds [10]. También existe la rama del estudio de la misica via matemdticas de
Guerino Mazzola, la cual es muy amplia e incluye aspectos semiéticos y ontolégicos.
Este trabajo surge de la necesidad de un punto de vista intermedio donde se puedan
explicar los conceptos basicos de la miisica tonal de una forma operacional.

Uno de los objetivos de este trabajo es formalizar en un lenguaje matemadtico mas
convencional algunas reglas de la misica tonal, de manera que tengamos una estruc-
tura geométrica que las represente. Se pretende definir un espacio musical como una
estructura geométrica que sea un subconjunto de Z* junto con algunas operaciones
por definir, de modo que una pieza musical consista en una curva o trayectoria en
dicha estructura. Se desea describir las relaciones entre acordes por medio de las pro-
piedades de la misma, mientras que los contrapuntos como secuencias en ella. Una
forma andloga de pensar esto consiste en una traduccién a matematicas de concep-
tos que a través de la historia musical se han desarrollado de manera empirica. Se
entiende que la misica es un arte y como tal no puede sintetizarse en un conjunto de
reglas, sin embargo se intenta construir una aproximacioén al espacio donde, por si-

glos, han trabajado los compositores. Se esté consciente que dicha construccion tiene

1 Estructura geométrica que tiene forma de una dona.
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limitaciones intrinsecas, sin embargo puede ser 1til como un modelo que representa,
una pequefia parte del gran universo musical.

La intencién de este trabajo es doble: por una parte se desea que el resultado del
mismo sea 1itil para matem4ticos no familiarizados con la teorfa musical, de manera
que con la sintesis del mismo, puedan introducirse a la armonia y el contrapunto,
para después pasar a estudios mds especializados de los mismos. Para lograr esto
tomaremos los conceptos bésicos de la musica tonal y los traduciremos a un lenguaje
geométrico. Se supone el conocimiento bésico de la teorfa de grupos, asi como manejar
la geometria de R™. Por otra parte, para el lector familiarizado con la teorfa musical,
pero no matémética, se desea que encuentre en este trabajo una perspectiva distinta
de la informacién con la que trabaja diariamente.

Por tiltimo, como anexo a este documento, se incluye un disco compécto que con-
tiene los ejemplos de sonido de esta tesis. Las figuras y tablas a las que les corresponde

un archivo de sonido, tienen el simbolo (43).



Parte I

ANTECEDENTES Y DEFINICIONES



2. HISTORIA

Cada cultura tiene su propia tradicién musical, la nuestra ha sido el resultado
de un proceso complejo de evolucién que mezcla tradicién, estética y conveniencia,
entre otros muchos factores. La musica tonal, estd contenida deﬁtro de lo que se
conoce coma misica occidental; tiene su semilla en la sociedad Griega, ya. que de
acuerdo a sus ideales de perfeccién numérica de la naturaleza se to-ma,ron las notas
que utilizamos para generar musica. Pitadgoras y Platén consideraron el estudio de la
miusica como una interrelacién de ciencia y expresién. Platén menciona en su obra
“La Repiblica”, que es necesario estudiar las relaciones de las notas musicales para
ver cuales son concordantes, cuales no y la razén de ello [15]. Su intencién es que
los individuos de la sociedad sean educados en la musica que use notas y melodias
que ennoblezcan, evitando cualquier tipo de musica que pueda ser destructiva. Por
una parte desea estudiar los sonidos y establecer una estructura para las notas que
sean utilizadas; mientras que por otra, estd consciente del poder de la miisica sobre
las emociones y pasiones humanas. Por su parte Pitdgoras, filésofo y matematico,
construye precisamente una escala basada en estos ideales que ser4 el fundamento de
mucha de la musica de nuestros tiempos. Pitdgoras crefa que todo en la naturaleza
podia expresarse por niimeros enteros y relaciones entre ellos, donde se encontraba
la perfeccién. La muisica no es la excepcién, al expresar los sonidos con cocientes

numéricos, obtenemos la escala Pitagérica. Su construccién es ficil de visualizar
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con una cuerda vibrante de longitud 1. De su vibracién obtenemos un sonido, si la
dividimos por la mitad obtenemos un sonido similar al anterior, pero més agudo.
Nuestro oido encuentra una relacién entre ambos, que se debe a la duplicacion de la
frecuencia. Se dice que este par de sonidos se encuentran a una octava de distancia
y estéan acusticamente relacionados. Si tenemos una nota con frecuencia ¢, todas las
notas cuyas frecuencias sean 2"t con n € Z estan relacionados por octavas. Siguiendo
con éste método, si dividimos la cuerda en tres partes iguales la relacion de las
frecuencias es de 2/3. Llamamos a su inverso 3/2 un intervalo de quinta®. Ver figura

2.1.

| 1/2 |

| |
l. 2/3 M|

Fig. 2.1: (71) Intervalos en una cuerda de l6ngitud 1.

Tomemos una frecuencia ¢, para construir la escala Pitagorica comencemos con la
nota una quinta bajo ¢, es decir (2/3)t, continuamos subiendo por quintas (multipli-
cando por 3/2) hasta obtener siete notas: (2/3)t, ¢, (3/2)t, (3/2)%, (3/2)3t, (3/2)*,
(3/2)5t. Normalicemos los resultados por octavas de modo que todas los cocientes
se encuentren ordenados de menor a mayor entre ¢ y 2¢, esto significa que multi-
plicamos cada término por algin 2" con n € Z para que su nota equivalente por
octava esté entre ¢ y 2¢. Por ejemplo la cuarta nota es (3/2)%t, que se encuentra fuera
del intervalo [t, 2t], sin embargo su nota equivalente por octava (3/2)* = (9/8)t.

Realizamos lo mismo con las otras seis notas. Ordenando la secuencia de niimeros

I Recordemos que la relacién entre la longitud de onda y la frecuencia de un sonido es inversa-
mente proporcional, de allf que la relacién entre la divisién de la cuerda y la frecuencia sea mediante
el reciproco.
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obtenida de forma ascendente, nos resulta lo que se conoce como “escala Pitagdrica”
que se muestra en la tabla I, tomando ¢ = 1.

Con esto tenemos una escala de siete notas formada por los dos cocientes sencillos
1/2y 2/3, es parte de la belleza que buscaban los pitagéricos. En nuestra construccién
utilizamos una frecuencia ¢ como base, al aplicar la estructura mostrada obtenemos la
escala, en la tabla I elegimos ¢ = 1. Analicemos lo que sucede si construimos la escala
pitagérica con t = 4/3, o alguna otra nota; a esto se le conoce como trasposicion,
el resultado es un conjunto de notas distintas a la escala original con ¢t = 1. Este
fue un grave problema que tiempo después encontraron los compositores, deseaban
una escala similar a la Pitagérica pero que sin importar en que nota se iniciara, en
el conjunto resultante se encontraran siempre las mismas notas, o sus equivalentes
por octavas®. Intentaron variaciones de la misma que tuvieran un equilibrio entre
trasposicién y simplicidad entre los cocientes de las notas. La que més aceptacion
ha tenido, no sin mucha controversia es la escala igualmente temperada. Consiste
en la divisién de las frecuencias entre t y 2t en doce intervalos iguales, es decir, en
lugar de construirla con potencias de 3/2 = 1,5, la construimos con potencias de
27/12 — 1 .4983071..., que es una aproximacién relativamente cercana. Comparando la
escala pitagdrica con la igualmente temperada obtenemos resultados numéricos muy
aproximados pero se pierde la idea de perfeccién numérica sobre cual se construyé en
primer lugar. Ver tabla I. La escala pitagérica también se conoce como escala mayor.

Hay cierta ironia en estas escalas y su construccién. Por un lado los pitagéricos
deseaban que la miisica fuera construida por cocientes sencillos, mds aun, considerar

la idea de nimeros que no pueden expresarse como cocientes era una especie de

2 Se recomienda al lector construir ejemplos de dichas trasposiciones y compararla con la escala
Pitagorica.
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Pitagdérica Igualmente temperada
1 =
9/8 =1,125 22712 5 1 122
81/64 =~ 1,265 9412 2 1,259
4/3 ~ 1,333 P e ] B4
32 =15 27712 1,498
27/16 ~ 1,687 2912 ~~ 1,681
243/128 ~ 1,898 QU121 RRY
9 212/12 ~ 9

Tab. I: Escala pitagorica.

aberracién. Ahora, siglos después tomando como base su construccién se llega a
la convencién de utilizar el ntimero 27/'2 para construir las escalas, el cual tiene
la peculiaridad de ser irracional. Sin embargo las escalas y afinaciones igualmente
temperadas son fundamentales para los instrumentos con teclado fijo si se desea la
transposicién, sacrificando los intervalos con cocientes sencillos.

El problema de la construccién de escalas, o de las afinaciones, no estd resuel-
to, la escala igualmente temperada no es mejor que las anteriores, es simplemente
una convencién que nos permite cambiar de escalas sin mayor problema, s6lo con
una pequefia desafinacién con respecto a los intervalos puros creados por 3/2. En
cierta forma la escala igualmente temperada, podria llamarse también igualmente
desafinada.

Ademss de los griegos muchas personas han abordado el problema de las afinacio-
nes. Otro problema fundamental en la misica es la dicotomia consonancia-disonancia.
La consonancia es un fenémeno actstico que surge al combinar dos notas: de acuer-

do a la relacién entre sus frecuencias se pueden escuchar pulsaciones®. Mientras mas

3 Esto se debe al fenémeno fisico llamado resonancia, para ver una explicacién més detallada ver
[20].
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rapido sean, se dice que es mas disonante, mientras mas lento son mds consonantes.
También se relaciona con la simplicidad de los cocientes de las fracciones: entre més
simple la fraccién, es més consonante, de alli que 1, 3/2 y 1/2 sean considerados los
que cumplen mejor esto. El cientifico Helmholtz en su obra: “Die Lehre von den To-
nempfindungen als Physiologische Grundlage fur die Theorie der Musik™, es quien
ha proporcionado la explicacién més satisfactoria de este fenémeno hasta la fecha.
En la figura 2.2 se muestra uno de sus resultados, donde se grafican los intervalos
entre las notas contra su grado de disonancia; un valor mayor corresponde a un a
disonancia mayor. Notemos que uno de los intervalos més consonantes es el de una
quinta 3 : 2. '

En algunos libros se dice que la consonancia suena bien, y la disonancia mal, esto
es una descripcién ambigua e injusta ya que muchos de los momentos mas bellos de
nuestra miusica son precisamente en los momentos de disonancia, ya que introducen
un efecto de tensién, que aplicado correctamente puede ser muy bello. Esta discri-
minacién de intervalos representa en parte la idea de belleza que mencionamos de
los griegos; donde fracciones sencillas son mejores que complejas, la consonancia es
mejor a la disonancia en este sentido.

Estas escalas son la base para el andlisis del presente trabajo, como veremos
més adelante tomaremos ventaja de la invariancia a transposiciones de la escala en
afinaciones igualmente temperadas para traducir conceptos musicales a un lenguaje

matematico un poco més convencional.

1 “Sobre las sensaciones de tono como base fisiolégica para la teorfa de la musica” [20].
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Fig. 2.2: Diagrama de consonancia, (Fauvel J., Flood R., Wilson R, Music and Mathema-
tics, Oxford University Press EE.UU. 2005, pag 87).



3. DEFINICIONES MUSICALES

Existen muchos lenguajes, como espaifiol, ruso, alemén o francés, por mencionar
s6lo algunos. Cada uno utiliza distintos alfabetos, palabras y sonidos, todos pueden
ser escritos y leidos. De igual manera para la musica, cada sociedad, a lo largo de la
historia ha desarrollado su propio lenguaje y algunas también una forma de plasmarlo
y escribirlo, de forma que puedan compartirlo y sus obras Sobrevivaﬁ a sus creadores.
En este trabajo estamos utilizamos el lenguaje musical conocido como miusica tonal.
Comenzamos con una breve introduccién a la notacién que sirve como base para
poder leer y escribir este tipo de miisica.

Una nota musical es un sonido, que en su forma mas simple tiene asociada una
frecuencia. Una nota es aguda si tiene frecuencia alta y es grave si tiene frecuencia
baja. El conjunto de las frecuencias estd ordenado totalmente, por lo que siempre po-
demos comparar las notas y decir cual es mas grave o aguda con respecto a cualquier
otra. La musica tonal sélo toma un conjunto finito de notas con las que trabaja. El

! es un buen ejemplo para aprender a leer y escribir musica. En

teclado de un piano
el mismo cada tecla representa una nota musical y la distancia entre dos notas con-
secutivas se le llama semitono correspondiente a una distancia de 2'/1? en frecuencia.

Es importante notar la periodicidad que tiene el teclado: cada doce teclas se repite el

patrén. Como se muestra en la figura 3.1, los nombres de las notas que corresponden

1 Por teclado nos referimos a un piano convencional de nuestros tiempos.

13
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a las teclas blancas del teclado son do, re, mi, fa, sol, la, si, mientras que las notas
correspondientes a las teclas negras del mismo son® do#, re#, fa#, sol#, la#; (do
sostenido, re sostenido,) etc. O bien son llamadas reb, mib, solb, lab, sib; (re bemol,
mi bemol, etc). A la nota do que estd mds cerca del centro del teclado se le conoce
como do central. Suele denotarse como dos, el que estd a una octava superior como

dog, una octava inferior doy, y asi consecutivamente, lo mismo con las demds notas.

reb mib solb lab sib do# re# fa#t sol# la#

do | re |mi| fa |sol| la | si do|re |mi| fa|sol| la |si

Fig. 3.1: Notas en el teclado. Izquierda con bemoles (b), derecha con sostenidos (#).

De momento, este teclado musical es nuestra forma de “expresar” mtsica, sin
embargo, para leer utilizamos el pentagrama. Consiste en un diagrama con cinco
lineas horizontales que grafica tiempo contra nota. Se dibujan circulos en las lineas
o en los espacios, representando el sonido de una nota. Entre mas arriba esté la nota
escrita en el pentagrama, es mds aguda, mds abajo es mas grave. Se lee de izquierda
a derecha de modo que se puede escribir una sucesién de notas como se muestra en
la figura 3.2. La ventaja de ésta forma de escribir las notas es que pueden expresarse
sonidos simultaneos, es decir lo que esté en la misma linea vertical suena al mismo
tiempo, como se muestra en la figura 3.3. Si se desean alcanzar més notas de las
nueve que contiene el pentagrama, sélo se escriben pequenas lineas sobre o debajo

del mismo (ver tercer nota en la figura 3.3).

2 Tease el simbolo # como sostenido, y el simbolo b como bemol.
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Fig. 3.2: Pentagrama
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Fig. 3.3: Pentagrama con dos voces.

Queremos una correspondencia de las notas del teclado con las del pentagrama,
sin embargo nos falta un punto de referencia, para esto se introducen las claves. La
clave de sol, por ejemplo, es un simbolo que se escribe al inicio de cada pentagrama
y representa un punto de referencia absoluto: indica que la segunda linea del penta-
grama leida de abajo hacia arriba es la nota sol que estd inmediatamente sobre el do
central. Por su parte la clave de fa indica que la segunda linea del pentagrama leido
de arriba hacia abajo es la nota fa que estd inmediatamente debajo del do central

(Ver figuras 3.4 y 3.5).

e
[ fan)
A vl
e/ -~

Fig. 3.4: (1) Clave de sol y nota do central.

Por tradicién, para mucha de la musica de piano y de algunos otros instrumentos
de teclado, se suelen escribir dos pentagramas: arriba con la clave de sol y abajo con

la clave de fa a esta notacién se le llama sistema y se muestra en la figura 3.6. En
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Fig. 3.5: Clave de fa con do central.

general un sistema puede consistir de méds pentagramas, como seria necesario para

plasmar una sinfonfa, con todos sus instrumentos.

o)

(=
—o——
e
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Fig. 3.6: Sistema.

Una vez que tenemos como representar las notas en el pentagrama, y tenemos el
punto de referencia do central que nos relaciona el teclado con el sistema, podemos
definir donde estan todas las demds notas. Los espacios y lineas del pentagrama
corresponden de momento unicaménte a las teclas blancas en el teclado. Las teclas
negras se localizan con ayuda de las anteriores. Si queremos la tecla que esta entre
do y re podemos indicarla como do#, que significa la tecla inmediatamente superior
a do; o por reb, que significa la tecla inmediatamente inferior a re. Debido a que
trabajamos con una escala igualmente temperada, do# y reb corresponden a la misma
nota. De igual manera podemos aplicar este procedimiento para identificar las demas
teclas negras con una posicién en el pentagrama.

Ahora retomando la periodicidad del teclado, si comenzamos alguna de las notas
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Fig. 3.7: (N1) Teclas blancas del teclado.
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Fig. 3.8: (91) Teclas negras del teclado expresadas con sostenidos.

do y subimos doce notas, es decir doce pasos, notamos que llegamos a otra nota do,
sélo que més.agudo. Si nos movemos sélo por las notas blancas, vemos que al avanzar
siete pasos llegamos a una nota do mas aguda. A las siete notas qﬁe pasamos para
llegar de dos a dog: do, re, mi, fa, sol, la, si; le llamaremos estructura de la escala
do mayor. Notemos que las distancias entre notas consecutivas es un semitono, o
dos semitonos (también conocido como tono). La escala mayor consiste de los pasos:
“tono, tono, semitono, tono, tono, tono, semitono”. Esta estructura nos permite
construir escalas mayores basadas en otras notas, por ejemplo si queremos la escala
mayor basada en sol, debemos comenzar en alguna nota sol y tomar las notas que
surgan de sumar los pasos: “tono, tono, semitono, tono, tono, tono, semitono”. La
diferencia es que ahora ya no estaremos sélo en las notas blancas, sino que tendremos
que tomar alguna nota negra: sol, la, si, do, re, mi, fa#, sol. Asi podemos construir

cualquier escala mayor.

,\._-.
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Fig. 3.9: Teclas negras del teclado expresadas con bemoles.
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Existe otra escala muy predominante en el lenguaje de la miisica tonal llamada
escala menor. Si tomamos las notas blancas entre una nota la y la siguiente la ms
aguda, tenemos las notas: la, si, do, re, mi, fa, sol, la, llamada escala la menor, que
nos ofrece la estructura: “tono, semitono, tono, tono, semitono, tono, tono”. De igual
forma si queremos construir una escala menor basada en otra nota, debemos empezar
en dicha nota y aplicar la estructura: “tono, semitono, tono, tono, semitono, tono,
tono”. Por ultimo es apropiado mencionar la escala cromdtica que consiste en doce
notas separadas por un semitono.

Las escalas mayor y menor son fundamentales para la musica tonal, sin embargo
las escalas qﬁe surgen de tomar las notas blancas empezando en otras notas que do
y la también tienen nombres y pertenecen a lo que se conoce como masica modal,
que no es de nuestro interés de momento.

Si utilizamos las notas de una escala distinta a do mayor, puede que nos encon-
tremos con el problema de estar escribiendo muchos sostenidos # y bemoles b, por
lo que es costumbre escribir al inicio de la linea todos los sostenidos y bemoles que
requiramos, expresando de esta forma la escala en la que estamos trabajando; a esto
se le conoce como armadura de la escala. De esta forma, las notas que en el penta-
grama aparezcan en las lineas y espacios pertenecen a nuestra escala, mientras que
las que aparezcan con simbolos # y b, son notas que no pertenecen. Las notas que
pertenecen a la escala en la que decidimos trabajar se les llaman diatdnicas, a las
que no pertenecen a la misma se les llama cromdticas. En las figuras 3.10, 3.11 se
muestran las escalas sol mayor y sol menor.

El siguiente paso en nuestras definiciones musicales bésicas es el de intervalo, que

es la distancia que hay entre un par de notas. Si las dos notas suenan simultdneamente
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Fig. 3.10: (92) Escala sol mayor.
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Fig. 3.11: () Escala sol menor.

se dice que es un intervalo armdnico. Si una nota suena primero que la otra tenemos
un intervalo melddico, ambos se muestran en la figura 3.12. Los intervalos se clasifican
de acuerdo al niimero de semitonos que hay entre el par de notas, como se muestra

en la tabla 1.

()

e/

Fig. 3.12: (1) Intervalo melddico, Intervalo arménico.

Hay que notar que los nombres son nimeros ordinales “segunda”, “tercera”, etc,
hasta llegar a la “octava”. Es importante ver que los nombres de los intervalos no
tienen relacion aparente con el nimero de semitonos que involucran, por ejemplo:
la sexta mayor, si la vemos simplemente como una sucesién de diez semitonos, no
tiene nada que ver con algo sexto aparentemente. Es necesario que recordemos que
en la musica tonal se trabaja con escalas de siete notas, por lo que los nombres de

los intervalos reflejan precisamente esto. Si en la escala diaténica en que trabaja-

mos avanzamos seis notas desde una fija, llegaremos a una nota que esté a 10 u 11




3. Definiciones musicales 20

Semitonos | Notacion Nombre
0 P1, °2 Unisono
1 m2, +1 | Segunda menor
2 M2, °3 Segunda mayor
3 m3, <42 Tercera menor
4 M3, °4 Tercera mayor
5 P4, +3 | Cuarta perfecta
6 +4, °5 Tritono
7 P5, °6 Quinta perfecta
8 m6,+ 5 Sexta menor
9 M6, °7 Sexta mayor
10 m7, +6 | Séptima menor
11 M7, °8 Séptima mayor
12 P8, +7 | Octava perfecta

Tab. I: (9) Clasificacién de intervalos donde M significa mayor, m meno-r, + aumentado y
° disminuido.
semitonos de distancia, lo cual representa precisamente el intervalo de una sexta.

Se pueden tener intervalos més grandes, sin embargo, como se tiene que las notas
son periédicas, los intervalos serfan equivalentes a los que ya definimos. A estos se
les conocen como se conocen como intervalos compuestos, por ejemplo el intervalo
décima mayor M10 consiste de 16 semitonos, y como las notas tienen periédo de 12
notas es equivalente al intervalo tercera mayor M3.

La periodicidad de la escala en estos términos se expresa diciendo que, un do mas
agudo que otro se dice que es un nimero de octavas superior o inferor al original.
Las escalas mayor y menor son periddicas con periédo de una octava perfecta.

En la musica tonal hay una distincién mas en los intervalos, consiste en el con-
cepto de disonancia y consonancia. Estos términos se refieren al fenémeno auditivo
que surge al combinar las frecuencias de dos notas distintas. Los pares de notas

consonantes predominan en la musica tonal, mientras que la disonancia es tratada
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con cuidado. La razén de preferir la primera es que corresponde a pares de notas
que tienen una relacién de frecuencias fi/fs sencilla como 1/2,2/3, etc., como se
mencioné en la construccién de la escala pitagoérica. Recordemos la relacién de con-
sonancia que se mostré en la figura 2.2.

Los intervalos disonantes son las segundas, las séptimas, el tritono, y en algunos
casos la cuarta [4]. Los intervalos consonantes se clasifican en perfectos e imperfectos.
Las consonancias perfectas son el unfsono, la quinta y la octava, las consonancias
imperfectas son las terceras y las sextas. El intervalo de la quinta perfecta es el mas
importante en el lenguaje de la musica tonal, de él surge la triada, que es la base de
la armonia, todos los demds intervalos se subordinan a este.

Ahora definimos un acorde, que es un conjunto de notas que suenan simultédnea-
mente, algunos ejemplos se muestran en la figura 3.13. Existen muchos tipos de
acordes, en la musica tonal son de primordial intéres los acordes de tres notas que
estan basados en el intervalo de una quinta, llamados triadas. Una triada consiste
en un conjunto de tres notas donde el intervalo que hay entre la nota mas baja y la
central es una tercera, v el intervalo que hay entre la central y la més alta es también
una tercera, de modo que el intervalo entre las notas més alejadas es una quinta ya
sea perfecta, aumentada o disminuida. Otra forma de verlo consiste en las maneras
de combinar dos intervalos terceros, mayores o menores que es equivalente a que una
nota es la base, y las otras dos se encuentran a distancias de una tercera y una quin-
ta respectivamente. Vemos que hay cuatro tipos de triadas 3M3M, 3M3m, 3m3M y
3m3m, que son llamadas aumentada, mayor, menor y disminuida respectivamente.

Si tenemos una triada, tenemos tres notas: la base, tercera y la quinta, y si

encontramos notas iguales a las anteriores pero en otras octavas que suenan simulta-
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neamente decimos que el acorde es equivalente al original pero esta en una inversion.
Si la nota que representa la tercera de la triada estd mas abajo que las demés te-
nemos una triada en primera inversidn. Por otra parte si tenemos que la nota que
representa la quinta de la triada estd més abajo que las otras dos tenemos una triada
que estd en segunda inversion. En la figura 3.14 se muestra un acorde en su forma
base, as{ como su primera y segunda inversién. En la figura 3.15 se muestran acordes

equivalentes a los de la figura anterior, pero con notas escritas en otras octavas.

)
= ==

e

Fig. 3.13: (9) Algunos acordes de tres notas: (sols, las, dos), (sols, sis, mig) y (dog, mig,
solg).

§§§

¢

Fig. 3.14: (93) Triada, primera y segunda inversién: (dos, mis, sols), (mis, sols, dog) y
(sols, dos, mig).

De hecho, si tenemos més de cuatro notas, pero si algunas son repetidas, de
modo que al quedarnos sélo con las distintas vemos que es una triada o alguna de
sus inversiones, ese conjunto con muchas notas es equivalente a la triada. Esto se
muestra en la figura 3.16. Hemos mencionado solamente triadas y acordes formadas

por notas de la escala, a estas se les llama triadas diatonicas; esto debido a que
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Fig. 3.15: (%) Triada, primera y segunda inversién, equivalentes a la figura anterior.

podemos tener conjuntos de notas que satisfagan los requisitos de la triada mas no
pertenezcan a la escala en la que estemos trabajando. Como ejemplo de esto basta
ver los acordes anteriores donde cada triada era diaténica a sol menor o do mayor,

sin embargo ninguna es diaténica a do# menor.

L O I
K O I
(O N
8 8 8
¢
Fig. 3.16: (91) Acordes equivalentes: (dos, mis, sols, dos), (dos, mis, sols, mig) y (dos,
mis, sols, solg).

Hasta este punto hemos mencionado muy poco del aspecto temporal de la musica,
es decir la distribucién de las notas en el tiempo. Para esto primero se define un pulso,
que es la unidad de tiempo bésica. Suele indicarse como el nimero de pulsaciones
que ocurren en un minuto, por ejemplo si decimos que vamos a trabajar con 60
pulsaciones por minuto, el pulso mide un sesentavo de minuto.

La duracién de una nota se muestra como diferentes trazos que se le hacen al

circulo original que representa la nota. Un circulo vacio se conoce como una redonda,
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un circulo con una barra vértical se conoce como una blanca, que tiene la mitad de
duracién; un circulo relleno con una linea vertical es llamado negra, que dura la mitad
del anterior y se requieren cuatro de estas para igualar a la original. A continuacién
se encuentran los octavos llamados corcheas, dieciseisavos llamados semicorcheas,
etc. Si se desea prolongar la duracién de una nota se traza un pequefio punto al
lado derecho del circulo, lo cual indica que la duracién de la nota es tres medios la
duracién de la nota original; o bien se puede prolongar la duracién de la misma si
se pone una liga, que es una linea que une dos notas consecutivas indicando que la
duracién de la nota es la suma de las duraciones de cada nota separada. Para una
explicacién més detallada ver 3].

Los silencios, por su parte, son tan fundamentales como las notas, por ello tienen
su propia notacién. En la figura 3.17 se muestra la notacién para las duraciones de

los silencios junto con sus andlogos en sonido.

= - o———o | — —
AN b
== = = & & e

Fig. 3.17: Notacién para las duraciones de las notas y silencios (1, 3/2, 1/2, 3/8, 1/4, 3/16,
1/8, 1/16).

Asf como las notas son periédicas, también se organiza la musica en el tiempo

de modo que se tenga cierta periédicidad. Se agrupan conjuntos de notas en lapsos

llamados compases, cada uno dura lo mismo, pero las notas que lo conforman pueden

tener distintas duraciones, siempre y cuando en cada compés la suma del tiempo
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Fig. 3.18: (91) Ejemplo de metro cuatro cuartos, compases y duracién de las notas.

sea igual a la de otro compés. Conociendo esto definimos el metro, este indica la
estructura de los compases. Se suele expresar con un par de ntimeros al inicio de la
linea, donde el superior indica el nimero de pulsos que hay en un compas, mientras
que el inferior indica el tipo de nota que define el pulso. Por ejemplo si tenemos
indicado cuatro sobre cuatro, significa que en cada compds hay cuatro notas negras,
el tiempo equivalente en silencio o en otras combinaciones de notas como una redonda
o dos blancas. Cada que termine un compés se indica con una linea vertical que cruza
el pentagrama.

Algunas veces para facilitar la lectura, si se tienen grupos de corcheas, se suele
trazar una linea horizontal que las una; si se tienen grupos de semicorcheas se unen
con dos lineas horizontales. En las figuras 3.18 y 3.19 se muestran ejemplos de lo
mencionado anteriormente. Fs costumbre indicar el tiempo cuatro cuartos con un
semicirculo que se asemeja a la forma de la letra C, asi como el tiempo dos medios
con un semicirculo y una linea que la cruza verticalmente. Por su parte, las dos lineas

verticales al final del pentagrama, indican el final del ejercicio o la pieza.

7 [3] ] } I i [ I | 1 1 ] I | t — 11
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Fig. 3.19: (1) Ejemplo de metro tres cuartos, liga y lineas entre las notas.

Existen metros compuestos como 9/8, o 12/8, pero de momento esto basta para

nuestras definiciones de notas en el tiempo y en general de las definiciones musicales

25
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bésicas. Para ver més ejemplos de distintos metros asi como piezas escritas en los

mismos ver [3].




Parte 11

MODELO MATEMATICO




4. DEFINICIONES MUSICALES, DESDE UN PUNTO DE VISTA
MATEMATICO

La intencién de esta seccién es reescribir las definiciones que se dieron en el
capitulo anterior pero ahora en un lenguaje matematico mas tradicional, para poder
encontrar mas adelante alguna estructura geométrica relacionada con algunos de los
objetos que surjan de estas definiciones.

Una estructura geométrica es un objeto matemédtico que es un conjunto con al-
gunas operaciones y funciones definidas en él. Ejemplos de ellos son los espacios
vectoriales, los espacios de Hilbert, los espacios métricos y espacios topolégicos. To-
dos ellos tienen sus operaciones y funciones bien definidas. En este trabajo, a grandes
razgos, queremos definir algunos conjuntos, asi como operaciones y funciones en ellos,
que nos permitan caracterizarlo como una estructura geométrica.

Comencemos definiendo el conjunto en el que vamos a trabajar. Tomemos como
punto de partida las notas en un teclado de un piano convencional, que consiste
aproximadamente de siete octavas. Utilizaremos la periodicidad del mismo asi como
la equivalencia de notas en distinta octavas a nuestro favor. Imaginemos un teclado
con m octavas, es decir con 12 x m notas. Ahora utilicemos el grupo abeliano Zig,, =
{0,1,2,3,...,12m — 1} con la operacién definida como sigue: si a,b € Z;9,,, entonces

a*b = (a+ b)mod(12m), usualmente se denota simplemente por +. Tomemos la

28




4. Definiciones musicales, desde un punto de vista matematico 29

primera nota del teclado y asignemosle el niimero 0, a la nota siguiente ascendente
el 1, a la siguiente el 2, etc., hasta llegar a la tltima 12m — 1. Un piano convencional
tiene aproximadamente siete octavas, por lo que m = 7 y la nota do central se
encuentra cuatro octavas sobre la primer nota, es decir le corresponde el nimero 48.
De esta manera tenemos una funcién biyectiva entre las notas en el teclado y el grupo
abeliano Zigm,.

Lo agudo o grave de una nota corresponde al orden natural de los enteros; agudo
corresponde a mayor y grave a menor. El hecho de moverse por semitonos corresponde
a sumar o restar 1 a la nota correspondiente, salvo las notas en el extremo del teclado,
ya que 0 — 1 = 12m — 1. Asf a cada nota se le asigna un ndmero.entero, como se

muestra en la figura 4.1.

12(m-1) 12m-1

Fig. 4.1: Numeros correspondientes a las notas.

4.1. FEscalas

Como vimos en el capitulo anterior, una escala consiste en una nota base, asf como
una estructura de tonos y semitonos, siendo un semiténo —1 o 1 y un tono —2 o 2.
La escala cromatica consiste en una sucesién lineal de doce notas separadas todas

por un semiténo; a nosotros nos interesan de momento las escalas diaténicas mayor
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Escala Estructura

Cromatica. {0,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}
Mayor {0,2,4,5,7,9,11}

Menor natural | {0,2,3,5,7,8,10}

Tab. I: (1) Algunas escalas musicales.

y menor que consisten en las notas dadas por las estructuras: tono, tono, semitono,
tono, tono, tono, semitono para la primera y tono, semitono, tono, tono, semitono,
tono, tono para la segunda. Podemos expresar una escala como una nota base, por
ejemplo el cero, y su estructura como se muestra en la tabla I. En base a esto podemos

definir una escala musical de la siguiente manera:

Definicién 4.1.1. Sea N = {z¢, %2, ,Zn_1}, tales que 0 < n < 12, z; € Zigyy,
Tj < Tjqp1 CON Tp_1 — To < 12; y sea b una nota base: 0 < b < 12. Una escala E es

un subconjunto F C Zia,, definido por:

E = {z € Zign|z = z; + b+ 121},

para t,7 € Z con xz; € N, 0 < 1 < m, donde m es el mimero de octavas. N es la
estructura de la escala, n es el nimero de clases de notas en ella y b es la

nota base de la escala.

Inmediatamente de la definicién podemos ver que la escala E se genera con su
estructura IV, que consta de n elementos. Mds aun podemos encontrar una particién

de la misma con los siguientes conjuntos:
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Definicion 4.1.2. Llamamos grados de la escala a los conjuntos:
[z;] = {z € Blz = z; + b+ 127},

para algun v € Z con 0 < v < m. Sie € [z;] se dice que e pertenece al grado i de la

escala.

Es claro que [z;] N [z;] = ¢ si y sblo si i # j, asi como:

B = O[E‘]

Con esta particion de E podemos definir una relaciéon de equivalencia en sus ele-
mentos. Diremos que a,b € E estdn relacionados a ~13 b si a,b € [z;] para algin
1 <4 < n. Podemos ver también que las notas en las clases de equivalencia [z;] estén
relacionadas por octavas, ya que la distancia entre ellas son miltiplos de doce. Por
otro lado, si tenemos la escala E, su base y la particion del conjunto dada por ~q,

podemos recuperar la estructura al realizar el siguiente cociente:

N=(B—b)/~s.

En esta definicién lo que estamos expresando es que cuando trabajamos con una
escala musical, hay una estructura bésica que se repite. No permitimos que una
escala tenga mds de doce clases de notas (0 < n < 12), tampoco que existan dos
notas identicas o pertenecientes a la misma clase, como un do y otro do una octava

superior (z; < Zj41, Tn—1 — o < 12). Al considerar la escala E nos aseguramos
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que aparezcan todas las octavas de una cierta nota; por ejemplo si tenemos do ~» 0,
también tendremos a do,, ~ 0+ 12n en semitonos, de acuerdo al niimero de octavas
m. Es natural considerar a la estructura de la escala N como los representantes de
las clases de equivalencia o de los grados de la misma. Si IV tiene 7 notas distintas,
entonces E tiene 7 clases de equivalencia dadas por los multiplos de los elementos de
N.

Por ejemplo para la escala do mayor su estructura es N = {0,2,4,5,7,9,11}, y

su nota base es el 0. Obteniendo la escala:

E=1{0,2,4,5,7,9,11,

12,14, 16, 17,19, 21, 23,

924,26, 28, 29, 31, 33, 35,
coe, 12m — 1}

Esta escala tiene siete clases de equivalencias 0 ~ do, 2 ~ re, 4 ~ mi, 5 ~ fa,
7 ~ sol, 9 ~ la, 11 ~» si. Notemos también que si tomamos cualquier otra escala
con la forma mayor, donde la tinica diferencia es la nota base, seguirfamos teniendo
siete clases de equivalencia, lo importante es la estructura y la distancia en semiténos
que hay entre las notas. Tomemos por ejemplo, la escala do# mayor, sabemos que

do#t ~» 1, y la estructura es N = {0,2,4,5,7,9,11}, por lo que la escala es:

E = {1,3,5,6,8,10,12,

13,15, 17, 18, 20, 22, 24,

25,27, 29, 30, 32, 34, 36,
-, 12m}
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Esta escala es identica a do mayor simplemente estd trasladada un semiténo. De igual
forma cualquier escala mayor es una traslacién de la escala do mayor. Tomemos por
convencion la escala do mayor como referencia a todas las demés. Como esto es valido

para cualquier estructura de la escala, lo expresamos en la siguiente proposicion.

Proposicién 4.1.3. Sean E una escala con nota base b, asi como D la escala con
nota base 0, ambas con la misma estructura N. Entonces eziste un k € Ziop, 0 <
k <12 tal que E+k = {e+ kle € E} = D. Es decir, cualquier escala de estructura
N es una traslacion de a lo mds doce notas, de la escala do con la misma estructura.

91 sucede esto, decimos que las escalas son equivalentes.

Demostracion. La base de E es b, con 0 < b < 12. Tomemos k = —b ya que b+k = 0.
Como F tiene estructura N construyamos la escala E + k con estructura N. Ambos
E y D comparten la estructura N, sie € E, e = z; + b+ 12p, para algin p € Z,
e € [z;], pero por construccién e — b = z; + 0+ 12p, por lo que e — b € [z;] en una
escala con base cero. Por lo que todas las notas que estén en el grado 7 de la escala
E, también estardn en el grado 4 de la escala D. Podemos hacer esto con todas las
clases de notas en E obteniendo todas las clases de notas de D y como las clases de
equivalencia son una particién del conjunto tomaremos todos los elementos de E y
D.Porloque E4+k=D.m

Ahora pasamos a asignar una estructura de grupo que nos pueda ser de utilidad
a una escala. Encontrando una funcién biyectiva con un grupo podemos definir una
operacién binaria en la escala. Tomemos una escala I con base b y estructura N.
Como demostramos que son equivalentes trabajemos con la escala D, tiene la misma
estructura pero con base en 0. Al igual que en los ejemplos anteriores, lo que nos

interesa es la estructura.
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Para encontrar la biyeccién primero notemos que d € D puede expresarse de
manera Gnica como d = z; + 12r para algun grado de la escala dado por z; € Ny
algin r € Z, 0 < r < m. Definamos pues, la funcién f : D C Zigm — ZLipm COMO
F(d) = f(z: +12r) = i+ nr, donde n = |N| es el ntmero de clases de notas. Es
f4cil verificar que esta funcién estd bien definida ya que cada nota se puede expresar
Gnicamente como d = z;+ 12r. Sumar nr en Zn, equivale a sumar 12r en D, donde r
representa la octava en la que se encuentra la nota. Esta funcién ignora los semitonos
que se encuentran entre las notas de la escala, simplemente muestra como cada n-
notas se repite la estructura de la escala, en lugar de las 12 que se requerian en F. Una
interpretaciéh de esta funcién es que cada nota puede expresarse por la clase a la que
pertenece, junto como su octava correspondiente nr. Esto permite que moverse en la
escala sea més sencillo. Pero notemos que la definicién de f requiere el conocimiento
de la estructura N de la escala D.

La funcién inversa es f~' : Znm — D, f~4(z) = (i +nr) = z; + 12r. Notemos
que nm = 0z por lo que f~Y(nm) = zo. Hemos encontrado una biyeccién entre
D con estructura N y el conjunto Zpm, por lo tanto entre cualquier escala F con
estructura N y el conjunto Zpm.

El conjunto f(D) hereda la particién de D, si definimos los conjuntos
[i] = {a € f(D)|a=1i+nr},

para algun v € Z con 0 < r < n. Es claro que [{jN[j] = ¢ si y sdlo si i # j, asi como:

n—1

()=l

=0
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Denotaremos a la relacién de equivalencia definida por esta particién en f(D) por

Nﬂ'

Para dotar de una estructura de grupo a la escala D, utilizaremos la estructura,
de grupo que ya tiene Z,,, y la jalaremos a D via la biyeccién f; esto es: definamos

la. siguiente operacién binaria en D como +p : D x D — D, para a,b € D

a+pb=f7(f(a) + f (b)),

donde la suma del lado derecho corresponde a la suma en Z,,,. Vemos que es cerrada

por que f es-biyectiva. La asociativa es clara por su definicién:

(a+pb)+pc=f(F(f7(f(a) + f(B)) + f(c)) = F7'(f(a) + F(B)) + F(c)),

a+p (b+pc) = (f(a) + F(f7(F(a) + £())) = F(f(a) + £(b)) + £(c))-

El elemento identidad en D es id = min{D} = z¢ € N, ya que f(zo) = 0 por lo que
a+pzo = fH(f(a) +0) = a.
Si a € D, entonces su inverso es —a = f~}(nm — f(a)), ya que
045 (~a) = S(H(@) + £ m — £(@))) = £ (nm) = 0.

Con esto demostramos que D es un grupo con la operacién +p. Podemos ge-
neralizar esto para otras escalas E con la misma estructura que D, definimos la

operacion +g como tomar la escala F, trasponerla a D y realizar en ella la operacién
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+p y el resultado trasponerlo nuevamente a E. Es decir, siempre trabajamos con D
que representa a las demds escalas con la misma estructura. Con todo lo anterior

preparamos el camino para el siguiente:

Teorema 4.1.4. Sea E C Zyom una escala con mota base b y estructura N con
m octavas y n = |N| clases de notas, entonces E ¢ Zpm. A la escala E con la

estructura de grupo también la denotaremos por Zg.

Demostracion. Como F con estructura N es equivalente a la escala con base cero D
dotada de la misma N, demostremos para D y el resultado es inmediato para una
escala con cualquier otra base.

Por su definicién, la funcién f es una biyeccién entre D y Zp,. Ahora revisemos
que también es un homomorfismo. Tomemos a,b € D, &emostremos que f(a+pb) =
f(a) + f(b). Sabemos que a +p b = f~(f(a) + f(b)), por lo que f(a +p b) =
F(fY(f(a) + f(b)) = f(a) + f(b). Por lo tanto D = Zyy, y es inmediato que
B2t Lymm

Este teorema representa que una escala es isomorfa al grupo abeliano Z,,. Su
importancia radica en que nos permite movernos en un espacio donde las notas
son Unicamente las de la escala, es decir nos movemos de forma diaténica. Como
ejemplo de lo mostrado en la proposicién anterior tomemos la escala do mayor D
con estructura {0,2,4,5,7,9,11}. En ella la nota 33, como 33 = 10 mod 12 podemos
escribirla como 33 = 94 12 x 2, por lo que r = 2, z; = 9 lo que nos dice que 33
pertenece a la clase de notas ¢ = 5 que es el sexto grado de la escala!, de modo que 33

serfa algdn la. Al aplicar la funcién f tenemos f(33) = f(9+12x2) =5+7x2 = 19,

! Los grados de la escala se suelen denotar con niimeros romanos I, II, III, IV, V, VI, VII;
sin embargo como estamos utilizando notacidon de grupos, nosotros contamos los grados como
0,1,2,3,4,5,6, de modo que el sexto grado de la escala VI para nosotros es i = 5.
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ya que la escala do mayor tiene siete notas. Si sumamos 1 a f(33) nos movemos un
paso en la escala, f~1(14+f(33)) = f~1(20), como 20 = 6 mod 7 lo podemos expresar
como 20 = 6+ 7 x 2, por lo que f~1(20) = z¢ + 12 X 2, como zg = 11 en esta escala,
entonces f~1(20) = 35. Con esto vemos que si tenemos a € Zg el sumar y restar 1
corresponde a movimientos a pasos por la escala, sin embargo en el conjunto de notas
E C Zpm el movimiento puede no coincidir con pasos de tamaiio 1 en semitonos. La

relacion entre una escala F y su equivalente Zg se muestra graficamente en la figura

eoo
0245|791

12(m-1) 12m-1

E
(5) -
L

12(7-1) 12(7)-1

4.2.

Fig. 4.2: Relacién entre ' y Zg para la escala do mayor.

Por 1ltimo, todas las notas posibles en una teclado bien temperado vienen dadas
por la escala cromdtica N = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}. De modo que si tenemos
una escala con base 0, denotada D, con estructura N, es inmediato que f(D) = D;
més aun, no importa quien sea la base, obtenemos el mismo conjunto. Nos referiremos

a dicha escala cromatica con estructura de grupo, como C o Z¢ .
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4.2. Intervalos

El siguiente paso en nuestra reformulacién de las definiciones musicales es el del
intervalo. Este serd uno de los fundamentos méds importantes para establecer una

métrica a espacios musicales. Lo definimos como sigue:

Definicién 4.2.1. Si tenemos una escala Zg y a,b € Zg, definimos el intervalo

armonico entre dos notas como

I(a,b) = |f7'(a) — £ ().

Clomo vimos en la seccién anterior si tenemos una escala Zg y tomamos dos notas
consecutivas en ella a+ 1, a € Zg; no necesariamente la distancia en semitonos entre
sus notas primitivas f~1(a), f~'(a + 1) es igual a 1. La definicién de un intervalo
arménico nos permite conocer la distancia entre notas de la escala Zg con respecto a
sus notas primitivas. Por ejemplo, tomemos las notas 19 y 20 en la escala do mayor
Zp, como en la seccién anterior. La distancia entre ellas es |19 — 20| = 1, como
elementos de la escala, pero su intervalo arménico nos dice la distancia en semitonos
que existe entre ellas: 1(19,29) = |f~1(19) — f~'(20)| = [33 — 35 = 2. Por otra
parte, los intervalos arménicos se clasifican en consonantes y disonantes, como se
menciond en secciones anteriores, de acuerdo con la relacién de las frecuencias de
las notas entre si. Los consonantes se subdividen en perfectos e imperfectos. En la
tradicién tonal aparecen principalmente intervalos consonantes perfectos, después los

imperfectos y las disonancias se utilizan con cuidado para lograr algun efecto musical
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Semitonos | Nombre Tipo

0 P1 Consonante P
1 m2 Disonante

2 M2 Disonante
3 m3 Consonante I
4 M3 Consonante I
5 P4 Consonante (D)
6 +4 Disonante

7 P5 Consonante P
8 m6 Consonante
9 M6 Consonante
10 m7 Disonante
i} M7 Disonante
12 P8 Consonante P

Tab. II: (93) Intervalos consonantes y disonantes (P: perfecto, I: imperfecto).

deseado. Los intervalos disonantes y consonantes se muestran en la tabla II.
Los intervalos melddicos, por su parte tienen como funcién no solo decirnos el
intervalo arménico entre dos notas, sino la direccién necesaria para llegar de la nota

a hasta b, ascendente o descendente.

Definicién 4.2.2. St tenemos una escala Zg y a,b € Zg, definimos el intervalo

melddico entre dos notas como:

Mel(a,b) = 7(8) — £(a).

Si quieremos la distancia diaténica entre las notas simplemente hacemos su resta
en el siguiente orden

M(a,b) =b— a.
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Con esto concluimos las definiciones bdsicas, en la siguiente seccién analizamos el
conjunto de los acordes y las triadas diatdénicas.

Hasta este punto hemos escrito de forma matemética las definiciones de: escala,
estructura y grados de la misma, asi como los intervalos. Esto es el fundamento de
las estructuras geométricas que queremos construir. Por una parte las escalas y sus
estructuras sientan las bases para lo que més adelante serd el movimiento de voces,
ya que imponen restricciones sobre los grados de las mismas que pueden aparecer
simultaneamente. Por otra parte los intervalos nos permiten construir distintos tipos
de acordes y més atn, nos serdn de mucha utilidad para definir una métrica en

nuestros espacios musicales.




5. ESPACIO DE TRIADAS DIATONICAS

Un acorde es un conjunto de notas que suenan simultaneamente, son los bloques
con los que se construye gran parte de la misica, en particular los que contienen
intervalos de quinta y tercera, llamados triadas, son muy importantes para la misica
tonal. Comencemos con la definicién de un acorde en general. El conjunto de todos

los acordes de n-notas lo definimos como sigue:

Definicién 5.0.3. Si tenemos una escala Zg, llamamos acordes de n-notas a
los elementos de Z7. Para un acorde de 4 notas (B,T, A, S) € Z¢, llamamos a sus
componentes bajo, tenor, alto y soprano respectivamente. Si el acorde es de 3

notas (T, A, S) € Z% sus nombres son: tenor, alto y soprano respectivamente.
c D

Los acordes bésicos en la musica tonal son la triade que consiste de tres notas y
la séptima, de cuatro. Por tradicién se dice que cada componente del acorde lo canta
una voz, donde Soprano y Alto corresponden a voces femeninas, mientras que Tenor
y Bajo a masculinas; como si un ensable coral fuera quien ejecutara el acorde. En
realidad estos nombres suelen utilizarse aunque sea un conjunto instrumental el que

interpreta. Esta tradicién viene de cuando la musica era principalmente vocal.

41
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5.1. Triada

Pasemos ahora a definir una triada. Como se dijo en la seccién de definiciones
musicales, una triada es un conjunto de tres notas, donde los extremos forman un
intervalo de una quinta, mientras que la nota media forma, intervalos de terceras con
las otras dos notas. Como se ha mencionado el intervalo de la quinta es el fundamento
de las escalas que trabajamos y no es la excepcidn para la construccién de acordes.
Las triadas mayor y menor son las més estables armdnicamente [4], ya que sus no-
tas exteriores forman una quinta perfecta. La triada mayor con nota fundamental
dos ~» 0 es (0,4,7) en la escala croméatica, su respectiva triada menor es (0,3,7),
podemos ver cierta simetria en su estructura ya que la primera consiste en la suma
de intervalos 4 + 3, mientras que la segunda 3 + 4, es decir, son las concatenaciones
de los intervalos 3M3m y 3m3M. Otras triadas menos estables surgen al considerar
las posibles combinaciones de intervalos de terceras 3m = 3, 3M = 4. Por ejemplo
al concatenar dos terceras menores 3m3m obtenemos el acorde (0,3,6), donde el
intervalo que forman las notas exteriores no es una quinta perfecta P5 =7, sino una
quinta disminuida 5° = 6, por tal razén, esta triada se conoce como triada disminui-
da. El otro caso consiste en concatenar dos terceras mayores 3M3M, obteniendo el
acorde (0,4, 8), el intervalo exterior es una quinta aumentada 5 = 8, por lo tanto
se conoce como triada aumentada.

Resumiendo lo anterior, la triada surge de concatenar intervalos de terceras, exis-
ten cuatro posibles estructuras para una triada y se muestran en la tabla L.

Es importante notar que las triadas mayor y menor son los tinicos acordes posibles
donde todos los intervalos entre las notas que lo forman son consonantes. Los acordes

séptimos por su parte, son acordes formados de concatenar tres intervalos de tercera,
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Tipo de triada | Estructura en Z¢
Mayor (0,4,7)
Menor (0,3,7)

Disminuida (0,3,6)
Aumentada (0,4,8)

Tab. I: (93) Estructura de las triadas.

es importante notar que el intervalo que se forma entre las notas extremas del acorde
corresponde a una séptima, de donde el acorde obtiene su nombre. Sin embargo
los intervalos séptimos estdn clasificados como disonantes. De aqui que se hable
de acordes consonantes y disonantes, las triadas mayor y menor son consonantes,
mientras que los demés son disonantes. Algunas veces por cuestiones técnicas otros
acordes son considerados consonantes, de momento no entraremos en esos detalles
técnicos.

El siguiente paso importante son las triadas diaténicas de una escala dada, son las
que se pueden formar exclusivamente con notas de la misma. De ahora en adelante
sélo consideraremos escalas mayores, es decir con estructura mayor. Otra considera-
cién que debemos tener en cuenta para las triadas diaténicas que deseamos definir es
que no existan cruces de voces, esto es que se respete que la voz soprano siempre es
mayor o igual que las demds, siguiendo la voz alto, tenor y bajo. Esto para permitir
que cada voz tenga una posicién bien definida.

Hasta ahora hemos mencionado la estructura de una triada, por ejemplo mayor
(0,4,7), sin embargo podemos tener acordes que no consistan exactamente de las
notas 0,4,7 y aun as{ sea una triada mayor. El ejemplo mads sencillo de esto es con
notas que estén en otra octava; este acorde traspuesto 12 semitonos sigue siendo una

triada mayor (12, 16,19) = (0+12,4+12,7+412), de hecho la trasposicién por octavas
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preserva la estructura del acorde, de modo que (0,4,7) = (0+12r, 4412k, 7+ 12m),
siempre y cuando 0+ 12r < 4 4+ 12k < 7+ 12m para evitar el cruce de voces.

Los acordes son invariantes ante “permutaciénes”! también, es decir, si tenemos
(0,4,7), T =0, A =4, 5 =7, el acorde (4,7,0 + 12), también es una triada.
La estructura del acorde nos permite identificar que voz interpreta que parte de la
triada. En el caso (0,4, 7), 0 es la base del acorde, 4 es la tercera del acorde por ser un
intervalo de tercera, mientras que 7 es la quinta del acorde por formar un intervalo
de quinta con la base. De modo que en el acorde equivalente (4,7,0 + 12) decimos
que a la voz tenor T' = 4 le corresponde la tercera del acorde, el alto A = 7 tiene la
quinta, mientras que el soprano S = 0+ 12 la base. Resumiendo, la estructura de una
triada es invariante a traslacién y permutacién de las partes de la triada, siempre y
cuando no haya cruce de voces.

Algo interesante a notar es que las escalas mayor y menor precisamente por
sus construcciénes permiten que cada uno de sus grados sea la nota fundamental
de alguna triada. Comencemos con la escala do mayor D y su estructura N =
{0,2,4,5,7,9,11}. En Zp tenemos siete grados de la escala correspondientes a cada
z; € N, 0,1,2,3,4,5,6 las demds surgen de trasponer éstas en miltiplos de 12.
Dicha estructura permite que cada grado de la escala sea una triada con notas de
la escala. Los intervalos entre las notas nos ayudan a ver esto, notemos que dos
notas consecutivas en la escala siempre nos dan un intervalo de segunda, ya sea
menor -(2m = 1 semitonos) o mayor (2M = 2 semitonos). Si tenemos una nota

i € Zp entonces I(2,% + 2) siempre es un intervalo de tercera, ya sea menor (3m = 3

I Permutaciones de una manera de momento ambigua, ya que se permutan las partes del acorde,
pero las notas resultantes no son permutaciones de las originales. Se permutan las clases de las
notas.
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Distancias (4,7 + 1)

Distancias I(i,i+ 2)

1(0,1) = 2 100,2) = 4
1(1,2) = 2 I(1,3) =3
1(2,3) =1 1(2,4) =3
1(3,4) =2 1(3,5) =4
1(4,5) =2 I(4,6)=4
1(5,6) = 2 1(5,0+7) =3
1(6,7) = 1 16,7+ 1)=3

Tab. II: Intervalos en la escala do mayor. Segunda mayor 2M=2, menor = 2m=3; tercera
mayor 3M=4, menor = 3.
semitonos) o mayor (3M = 4 semitonos). Esto se muestra en la tabla IT.

De modo que si tomamos una nota cualquiera a € Zp, el acorde (a,a+2,a+4)
es una triada ya que es la concatenacién de dos intervalos de tercera, puede ser una
triada mayor, menor, aumentada o disminuida, pero una triada al fin; mds aun es
una triada diaténica ya que estd formada por notas de la escala. El tenor T' = a
seria la nota fundamental de la triada, el alto A = a + 2 la tercera y el soprano
S = a + 4 la quinta. Sin embargo como vimos, los acordes son invariantes ante
trasposicién por octavas y permutaciones de los elementos de la triada, vemos que
el acorde (a+2 —7,a,a + 4) es equivalente al anterior, ya que sélo se traspuso una
octava? y se intercambié con la nota que le correspondia al tenor.

Hasta ahora hemos dado una idea de lo que son las triadas diaténicas, sin embargo
falta una definicién que exprese mateméticamente las ideas que hemos manejado en

esta seccion.

2 Recordemos que en las escalas mayor y menor una octava corresponde a una suma de 7, a
diferencia de la cromética que requiere 12 semitonos.
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Definicién 5.1.1. Una triade diaténica en una escala mayor es un elemento

a = (a1, a9,a3) € Z3 tal que ay < ay < ag y existen un k € Zp y o € S3 de modo que
(k) k: k) + (aa(l)z Qg (2), 0’0‘(3))m0d (3= (0> 2, 4):

Llamaremos T al conjunto de triadas diaténicas de la escala do mayor.

Esta definicién expresa que un acorde de tres notas en la escala do mayor es una
triada diaténica si bajo alguna trasposicién y permutacién, el acorde tiene estructura
de una triada® (0,2, 4). Sélo nos falta poder identificar que voz interpreta que parte
de la triada,‘necesitamos una funcién biyectiva entre las voces T, A, S y los grados
de la triada: fundamental ~» 0,tercera ~ 2 y quinta ~» 4.

Dada una triada a = (a1, as, az) € Z3), necesitamos identificar que componente de
la triada es cada voz. Para ello permutamos las componentes de modo que la primera
sea la fundamental, la siguiente sea la tercera y la iltima sea la quinta de la triada,
en esta representacién puede que las voces se crucen, pero no importa ya que sélo la
utilizaremos para identificar sus partes.

La funcién de estructura ests dada por Est: T C Z}, — Z}, si a = (a1,a9,a3) €

E.S‘t(a.1,a.2,a3) = (ai; a'j:a'l)1
donde
a;|k +a; mod 7 =0,
a;lk+a; mod7=2,
a|k +a, mod 7 = 4,

Con 4, 4,l € {1,2,3}.

3 En notacién de notas de la escala, como vimos (a,a + 2,a + 4) es una triada, aquf se incluyen
los cuatro tipos: mayor, menor, aumentada y dismunuida.
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Esta funcién toma una triada y acomoda sus coordenadas en orden de los grados
que la componen (fundamental, tercera, quinta). Notemos que % es el dado en la
definicién de triada. Esta funcién es una simple permutacién de las coordenadas,
sin embargo puede que el resultado no sea una triada debido al cruce de voces.

Resumiendo lo anterior podemos formularlo en la siguiente definicién.

Definiciéon 5.1.2. El espacio de triadas diatdénicas para la escala do mayor es

el par (T, Est).

Notemos que la funcién E'st es una permutacion de las coordenadas de @ € T que

denotaremos por Est(ai, as,a3) = (asq), Go(2), Gs(3)), CON 0 € S3.

Definicién 5.1.3. Sea a = (aj,a9,a3) € T una triada y su estructura Est(a) =
(@o(1), Go(2), Go(1)), St o(i) = 1, entonces la fundamental de la triada es Fundamental(a) =

ai, st 0(i) = 2, entonces Tercera(a) = a; y si 0(i) = 3, entonces Quinta(a) = a; con

i€ {1,2,3}.

Lo anterior se aplica para cualquier escala mayor, ya que son sélo trasposiciones
de do mayor. Notemos también que el espacio T se particiona en siete clases de

equivalencia dadas por los grados de la escala

L{O1], (111, (7211, 1311, {1411, [[51], ([61].

Definidas como [[i]] = {a € T|i = Fundamental(a) mod 7}, utilizamos doble cor-
chete para distinguir las clases de equivalencia de triadas, de las de notas. Cualquier
triada diaténica tiene como fundamental una nota perteneciente a la estructura de

la escala N = {0,2,4,5,7,9,11}. Podriamos definirlo andlogamente para las terceras
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de la triada, pero por razones musicales se caracterizan por su base. En notacién

musical a estas clases de equivalencia se les denota con niimeros romanos®:

I,II,II,III,IV,V,VI,VII.

5.2. Ll conjunto de triadas diaténicas como espacio métrico y

conjunto parcialmente ordenado

Dado un par de acordes, medimos la distancia entre ellos de acuerdo a la suma

de los desplazamientos de cada una de las voces, explicitamente como:

Definicién 5.2.1. Sean a,b € Zg dos acordes de m-notas, la distancia melédica
entre ellos estd dada por
n
d(a,b) =Y |a; — b.
=0
Por otra parte, la norma de a estd dada por
i3
d(a,0) = Z |ai].
i=0
Denotaremos la norma y la distancia por d(a,b) = ||la — b||.
Esto corresponde a una métrica conocida como “métrica del taxista” o “manhat-
tan”. Recordemos la definicién matemédtica de métrica, que nos permite conocer la

distancia entre dos puntos de un conjunto:

4 Cuando se utilizan niimeros romanos para denotar acordes, se escriben con letras mindsculas
los que tienen estructura menor. En este trabajo, no manejamos dicha notacién, sino que escribimos
todos con mayusculas.
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Definicion 5.2.2. Una métrica en un conjunto X, es una funcidn d : X x X —
Rt U {0} que satisface Vz,y,z € X :

w d(z,y) >0,

Es un buen momento para recordar que estamos trabajando con definiciones
matematicas, no musicales. Esto lo comentamos para evitar confusiones: al hablar
de métrica nos referimos a un concepto geométrico que involucra distancias, no a la
definicién mﬁsical que se refiere a la estructura ritmica de una pieza.

Como el espacio de triadas diaténicas T es un subconjunto no vacio del espacio
métrico con la métrica de taxista en Z3, entonces T también es un espacio métrico.

Para triadas diaténicas T, K € T, la distancia entre ellas est4 dada por:
d(T, K) = ,Tl — K1| + ITQ i K2| += |T3 — Kgl

Llamamos a esta funcién “distancia melédica”, para no llamarla del taxista. Tam-
bién porque representa la suma del desplazamiento total de cada voz, esto es la suma
del movimiento melédico de las voces. Si fueran acordes de una nota, esta métrica
coincidiria con el valor absoluto del intervalo melédico entre las notas (acordes de
una nota).

Por otra parte, es conveniente definir una métrica en Z;, ya que es el conjunto
que representa las clases de las notas con las que el bajo se mueve. Para ello tomemos
a,b € Zy. Definimos dr(a,b) = min{|a — b|, |a — b|~'}. El inverso es con respecto al

conjunto Zr. Por ejemplo, tomemos las notas do ~» 0 y si ~» 6, la distancia entre ellas
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n a3
A a»

Y AV S=F
[ Fan) [ @] [@] ap
ANV ~ P
e/ £ -5 =

Fig. 5.1: (1) Triadas diat6nicas en do mayor, crecientes de izquierda derecha.

es d7(0,6) = min{|0—6/,|0—6|"'}, como 67! = 1 tenemos d(0,6) = min{6,1} = 1,
por lo que su distancia es 1.

Ahora recordemos el orden lexicografico en conjuntos. Si tenemos a, b € Z™, donde

a= (a1, ag, -+ ,a,) y b= (by,bs,-++,b,), decimos que a < b si a; < b; o bien
a; = bl:
a9 = bg,
ar = bka
ag—1 < bg—1,
para algin k=1,...,n— 1.

Este orden consiste en comparar la primera coordenada, la que tenga valor mayor,
es el elemento mayor; si ambas son iguales, entonces comparamos la segunda, y
asi consecutivamente. Esta forma de organizar los elementos es similar a la forma en
que se encuentran las palabras en un diccionario, para buscar una palabra buscamos
la primera letra, despues comparamos la segunda, etc. Por ejemplo aire < automdvil,
pero Aaron < aire. En el caso de triadas comparamos las voces empezando por el
tenor, alto y soprano. Sabemos que Z> con el orden lexicogrifico es un conjunto
ordenado, como T C Z3, hereda la estructura de orden. Esto se muestra en la figura

5.1.
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5.2.1. Implicaciones armonicas

De la métrica melddica entre triadas diaténicas surgen resultados interesantes que
relacionan el movimiento melddico con las sucesiones de acordes, conocidas también
como progresiones arménicas. Tomemos una triada a € T, queremos definir una
operacién que mueva la fundamental de la triada n-pasos, o bien la tercera o quinta.
Para ello requerimos saber que parte de la estructura de la triada a = (7', 4, S) tiene
cada componente; esto lo obtenemos con ayuda de la permutacién Est. Definamos

esta operacion como sigue

Definicién 5.2.3. Sia € T, definamos la funcién @ : T X Z* — Z} como:

(a1, a2, as) @ (k,m, 1) = (e;-1), €r—1(3), Er1(3)),

Donde (e1, ez, e3) = (@o(1), Bo(2), Go(3)) + (K, m, 1) y o es la permutacidn asociada a la

estructura de la triada, Est(ai,as, a3) = (Go(1), Go(2), Ga(3))-

Un problema natural que surge de esto, es describir el conjunto A tal que:

TEGACT,

En otras palabras nos interesa encontrar, dada una triada (a;, as,a3) € T, los puntos
(r1,72,73) € Z* que satisfacen (a1, as,a3) @ (r1,72,73) € T. Por inspeccién podemos
comprobar que los elementos que se muestran en la tabla III cumplen este requeri-
miento:

Mientras que los de la tabla IV no lo cumplen.

Con esto caracterizamos todos los elementos de Z* que al operar sobre una triada
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(0,0,0)
(0,0,1)
(-1,0,0)
(0,1,1)
(-1,-1,0)
1,1,1)
FLe, )

Tab. III: Elementos (a1, az, ag) € Zs tales que |a;| <1ya®beTparaaeT.

(0,0,1) | (1,1,-1)
1,0,0) | (0,-1,1)
(0,1,0) | (-1,1,1)
(0,-1,0) | (1,-1-1)
WL | L0
01,1 | (-L-L,1)
(0,1,-1) | (-1,1,-1)
(1,L,0) | (1,-1,-1)
-1,1,0) | (-1,1,0)
(1,-1,0) | (1,10

Tab. IV: Elementos (a1, as, ag) € Z3 tales que |a;| <1 ya®@b¢ T paraaeT.
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diaténica generan movimientos a paso en cada una de las voces, es decir ninguna voz
tiene movimiento mayor a 1 al aplicar las operaciones. De los veintisiete elementos
(a1, az,a3) € Zs tales que |a;| < 1; s6lo siete de ellos generan otra triada diaténica.
Por otra parte si tomamos la operacién @ y la aplicamos a los elementos de las
triadas de acuerdo a la particién T = [[0]] U [[1]] U [[2]] U [[3]] U [[4]] U [[5]] U [[6]],
obtenemos relaciones que pueden ser de interés musical ya que expresan una idea
fundamental del contrapunto, que es el movimiento minimo de las voces, del cual se

hablara méas adelante. Estas relaciones se muestran en la tabla V.

Sia € [i
a®(-1,0,0) € [i + 2|
a®(0,0,1) € [ — 2]
a®(0,1,1) € [i + 3
a®(~1,—1,0) € [i — 3]
a®(1,1,1) € [i+1]
a®(-1,-1,—-1) € [i — 1]

Tab. V: Operaciones con las triadas.

Esto significa que podemos pasar de una clase de triadas cualquera a otra con
movimientos unitarios en las voces. Por ejemplo si tenemos una triada a € [i] y
queremos encontrar una triada que esté en la clase de equivalencia [¢ + 2], basta
realizar la operacién e = a ® (—1,0,0), por la construccién d(e, a) = 1, es decir sélo

la voz que es la fundamental de la triada a se movié un paso.

Teorema 5.2.4. Sia,beT cona € [i] y
1. d(a,b) =1, entoncesb€ [i+2] 0 b€ [t —2|.
2. d(a,b) =2, entoncesb€ [t +3] o b€ [i — 3.

3. d(a,b) =3, entoncesbe [i+1] obe [i —1].
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Demostracion. La distancia d(a, b) = 1 corresponde a movimiento en solamente una
voz, los elementos e € Z* que cumplen d(a,a ® e) = 1 son tnicamente (—1,0,0) y
(0,0,1) por la tabla V concluimos que b € [i +2] o b € [i — 2], donde b= a ®e.
Para d(a,b) = 2 los posibles movimentos en las voces que cumplen d(a,a®e) = 2
con e € Z° son tnicamente (0,1,1) y (=1,-1,0), por la tabla V, concluimos que
beli+3lobeli—3|
En el caso d(a,b) = 3 tenemos solamente d(a,a G e) = 3 si ¢ = (1,1,1)ye =
(=1,—1,—1), por la tabla V, concluimos que b € i+1lobefi—1]m

Este teorema nos serd de mucha utilidad ya que permite clasificar todos las triadas
que estén a una distancia menor o igual a 3 de una triada dada. Es.decir si tenemos
una vecindad alrededor de una triada a € T, B(a,4) = {b € T|d(a, b) < 4} podemos
saber a que distancia se encuentran las notas fundamentales de cualquier par a,b.
De modo que la operacién ® nos permite movernos de una triada a hacia la triada,
b mds cercana de cualquier grado b € [[i]] con i € Zg; siempre y cuando utilicemos
elementos r € Z* que satisfagan a®r € T, en especifico los mostrados en la tabla III,
debido a que todos generan un desplazamiento de a lo més 3 bajo la operacién ® para
cualquier elemento de T. En cierto sentido ® nos facilita encontrar el movimiento
minimo entre clases de triadas. Por ejemplo si estamos en una triada do~» 0 mayor
(0,2,4), podemos pasar a la triada perteneciente a la clase de mi~ 2 mas cercana

con la operacién (0,2,4) ® (—1,0,0) = (—1,2,4).

5.3. Conduccién de voces

Hasta este punto hemos hablado de triadas diaténicas y su relacién con otras de

acuerdo a su distancia melddica y clase de equivalencia a la que pertenece. En esta
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seccién definimos las progresiones armédnicas que, junto con los resultados obtenidos
en la seccién anterior, y de acuerdo a las convenciones arménicas de la musica tonal,

nos permiten generar sucesiones de acordes.

Definicion 5.3.1. Una progresion de m-acordes es una sucesion de elementos
T, € Z%, {T;},. Una progresion de triadas diaténicas es una sucesion {T;}7,,

conT €T.

Definicién 5.3.2. Dada una sucesion de triadas diatdnicas {T; Yy conT; = (t1,t2,t3) €
7. Definimos el bajo de la sucesién como {a;} tal que la a; es la fundamentalP

de la triada T; modulo 7, para todo i € {1,2,3}.

Por una parte tenemos las definciénes de sucesiénes de acordes y triadas diatoni-
cas. Estas nos permiten trabajar con lo que podriamos llamar el esqueleto de una
pieza musical. De hecho muchas de las composiciones musicales comienzan con un
esbozo de los acordes que la conformardn, para después pasar a elaborarlos y de-
tallarlos, obteniendo algo mucho més complicado. Por otra parte, la definicién del
bajo de una sucesién es muy importante, ya que nos indica a que clases de triadas
[[é]] pertenece cada elemento de la sucesién. Como veremos més adelante, basta con
conocer una triada inicial, una sucesién de bajos y la operacién ® sobre los elementos
de la tabla III, para generar una sucesion de triadas con movimiento minimo.

Cabe notar que diversas triadas pueden tener el mismo bajo, por lo que el pro-
blema de la conduccién de voces consiste en: dada una sucesién de bajos, encontrar
progresiones de acordes “musicalmente adecuadas”. Esto es un término ambiguo,

pues en la construccién de piezas musicales se utilizan muchas reglas que son dificiles

5 Recordemos que la fundamental de la triada se define como: F' undamental(ai, az,a3) = a; tal
que o(i) = 1; donde ¢ estd dado por la permutaciéon E'st, intrinseca a la triada. Es decir, la primer
coordenada de la permutacién Fst.
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de expresar en pocas palabras. A pesar de esto existen ciertas guias, o reglas bésicas
que suelen utilizarse. Entre ellas destaca el movimiento minimo de las voces, que se
refiere a que dos triadas consecutivas no deben estar muy separadas. Esto es andlogo
a pedir que las voces no tengan mucho desplazamiento, lo cual nos induce a requerir
principalmente movimiento a pasos® en las mismas. En el lenguaje que hemos venido
trabajando se representaria como d(a,b) < 4 donde a,b € T, lo cual junto con la
operaciéon @ y los elementos de la tabla V, resumidos en el teorema 5.2.4 satisfacen
las condiciones musicales que acabamos de mencionar. Lo m4s importante es que con
lo anterior tenemos una forma operacional de pasar entre una triada a y cualquier

elemento en su vecindad B(a,4) de acuerdo a reglas basicas de la musica tonal.

9.3.1.  Accidn de Zy sobre las progresiones de acordes

En esta seccién queremos expresar las progresiones de triadas diaténicas como
una accién de grupo, o alguna otra funcién que nos sea de utilidad. Recordemos que
una accién de grupo nos permite aprovechar la estructura del mismo para analizar

conjuntos que no necesariamente tienen una estructura algebraica. Su definicién es:

Definicién 5.3.3. Una accién de un grupo G en un conjunto X es una funcidén
de G x X — X, escrita como g % a, para todo g € G yx € X, que satisfaga las

siguientes propiedades:
L g1+ (92*2:) = (gl +92)*$; para todo 91,92 € GJ S X)
2. 0%z =z, para todo z € X,

donde la operacidn binaria dentro del grupo se estd denotando por +.

% Movimiento a paso se refiere a movimientos con desplazamiento 1 en la escala.
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Tenemos siete notas en las escalas que estamos trabajando, por lo que el bajo de
una sucesién de triadas puede ser una de esas siete notas y ninguna otra. De manera
que el bajo se mueve por intervalos de segundas, terceras, cuartas, quintas, sextas y
séptimas. Si escogemos uno de estos y lo repetimos siete veces volvemos a la nota
inical como se muestra en la tabla VI. Estas progresiones son tipicas precisamente por
su simetria, si se escuchan, tienen un sonido muy caracteristico a piezas de musica
tonal. Por otra parte coinciden exactamente con las progresiones obtenidas por los
generadores de Z7, y como 7 es primo son todos sus elementos, esto se ilustra en la

tabla VII.

Movimiento Orden de las notas
(—) Segundas , (+) séptimas. | I-IT-TI-1V-V-VI-VII -1
(—) Terceras, («) sextas. |[I-VI-IV-II-VII-V-TI-1
(—) Cuartas, (<) quintas. |I-IV-VI-II-VI-II-V-1I

Tab. VI: Progresiones tipicas de triadas diat6nicos en intervalos constantes. Notacién mu-

sical.
Elemento del grupo Orbita
(=) 1, (<)6. (o] — {17 — [{2I] — [3]] — [[4]] — [{5]] — [{6]] — (O]

:‘
(W]

2]] - [[o]]
I )

)= [
} [[5]] — (311 — [[1]] — [[6]] — [[4]] = [}

|
(=) 2 (=) 5. [[0]
] — (311 - [161] — [[21] — {501 — {41 — [[4

(=) 3, (=) 4 [[0

Tab. VII: Progresiones tipicas de elementos en T en intervalos constantes. Notacién ma-
tematica.

Si consideramos la accién trivial de Z; sobre Z; obtenemos las orbitas de las
fundamentales de las triadas, como se muestran en la tabla VII. Esta accion es muy
sencilla, sin embargo podemos extenderla al conjunto de triadas T de manera que
obtengamos algo que es musicalmente interesante. Primero extendamos la accién del

grupo al conjunto de representantes de triadas T/ ~= como sigue:
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1. Actuamos Zr sobre el bajo de cada representante de las triadas.

2. Ajustamos las terceras y quintas del representante de las triadas para obtener
la triada diaténica correspondiente al bajo mas cercana, que resulte de la accién
del grupo. Por la estructura de la escala esto corresponde a movimientos a pasos

en las voces.

Asi el cociente ']I‘/ ~y consiste en tomar el cociente con la relacién ~, que se
definié junto con la escala, a cada una de las coordenadas. Notemos que cada T' € T
pertenece a una clase 7 en T/ ~v, si a € Zy actua en T tomamos el elemento 7" € ar
més cercano a T con la métrica melédica, de modo que a7" = T". Lo interesante
de esta accién es que involucra exclusivamente movimiento a pasos en las voces, sin

contar el bajo. Explicitamente la accién de Z sobre T/ ~4 es como sigue:

Definicién 5.3.4. Si a € T/ ~y. Definimos la funcion 47 : Zy X T/ ~op— T/ ~oy
como:

= 0+7a=a0®(0,0,0).
" l4+7a=0a0(1,1,1).

-2+7a—a® 1,0,0)

4d47a=a ].,—]. 0)

5+7a=a®(0,0,1).

(

(

(=
347a=a0®(0,1,1).

® (=

® (

(=

6+ra=a0®(-1,-1,-1).

Notemos que no se puede extender directamente la accién sobre todo el conjun-

to de triadas diaténicas T, sin embargo podemos utilizarla para obtener resultados
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musicalmente interesantes. Por ejemplo definamos la operacién + igual que +7, pero

ahora sobre todo T en vez de T/ ~4 como:

Definicién 5.3.5. St a € T. Definimos la funcion + : Z7 x T — T como:

B 0+a=a® (0,0 )
m l4a= 1, ]. )
s D= 1,0,0).
md4qa= 1,-1,0).

m5+a=a

@ (0,
of
& (=

s 3+a=a0(0,1,1).
ol
® (0,0,1).
&~

s 6+a=a0(-1,—1,-1).

A manera de ejemplo tomemos la triada (do, mi, sol) que corresponderia a T =
(0,2,4) en la escala diaténica. Vemos que 1+ (1 +T) = (2,4,6), mientras que
(1+1)+T =2+T = (~1,2,4), ambas pertencen a la misma clase de triadas en
T/ ~7, sin embargo en Z son distintas, por lo que + no satisface la segunda condicion
de la definicién de accién. Con lo anterior vemos que el problema de la conduccién
de voces se ha convertido en como extender la accién de Zy sobre T/ ~7 al conjunto
de todas las triadas T.

Como se menciond, la funcién + : Zz x T — T no se extiende a T como una accién
de grupo, sin embargo obtenemos una estructura con ciertas propiedades interesantes,
por ejemplo en la tabla VIII se muestran las relaciones de orden entre los elementos
de T con respecto a la funcién +. Por otra parte, esta funcién nos permite pasar
entre clases de acordes [i], [k] operacionalmente, de modo que la distancia entre el

par de triadas sea minima. Esto sigue siendo uno de nuestros principales objetivos,
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de modo que aunque + no sea una accién de grupo, sigue respetando las propiedades
bésicas sobre las cuales fue construida.
Por otra parte, partiendo de una clase de triada, se puede llegar al repesentante

segundo més cercano de la clase, por medio de la operacién:

Definicién 5.3.6. Sia € T. Definimos la funcién +' : Zz x T — T como:
m () +’ a=0+a.

1+ a=44(4+a).

2+ a=1+4+(1+a).

s 3+ a=4+(4+(2+a)).

(

(

(
n 4+ a=1+(3+a).
5+ a=6+(6+a).
(

s 64+ a=3+(3+a).

Para mantener la neutralidad del 0, definimos 0+’ a = a, mientras que los demds
van al segundo més cercano. Esta definicién surge de que muchas veces los composito-
res no utilizan sélo las progresiones de acordes que involucran una distancia minima,
sino que suelen escoger una infinidad de otras opciones; entre ellas el siguiente paso
natural para nosotros es el segundo acorde mds cercano, lo cual introduce variedad
melédica a nuestras sucesiones de triadas. Una propiedad interesante de esta opera-
cién es que se invierten el orden de las operaciones, como si + fuera simétrica a +.
Esto se muestra en la tabla VIIL

Ninguna de estas dos funciones: + y +' cumple con la defincién de accién de

grupo, pero si con algo mds débil que llamamos una semiaccion.
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Definicién 5.3.7. SiT € T ya,b € G elementos de un grupo, llamamos a la funcion
%: G x T — T una semiaccion si cumple

1. axT €T, para todo a € G

2. 0xT =T, con 0 la identidad de G,

3. Sia+ab=0, entonces ax (bxT) =b*(axT)="T,

4. ayxag k- ai*x T = ag1) % Qy() Qo) * 1 para todo o € S;.

Si x satisface lo anterior, decimos que a semiactua sobre T.

Esto abre las puertas a un nuevo tema de estudio bastante amplio. La definicién
anterior permite que tratemos al espacio de triadas junto con las funciones + y -
como un sisfema dinédmico. Como tema de investigacién futuro, podria ser intere-
sante estudiar dicho conjunto, asi como las drbitas de los elementos para conocer
el comportamiento del mismo en busca de resultados que puedan ser musical o ma-
temdticamente interesantes.

Con todo lo anterior, tenemos una, estructura y algunas operaciones para analizar
las progresiones de triadas diaténicas. Pasemos ahora a consideraciones un poco mas
musicales. La importancia del intervalo de una quinta es tanta en la musica tonal, que
no sélo las escalas mayor y menor se construyen con él; nos dan la estructura bésica
para la construccién de las triadas y como veremos a continuacion se utilizan también
para. las progresiones arménicas. Esta importancia, como vimos en los antecedentes,

radica en que es el intervalo mds consonante despues del unisono y la octava.

a=04+a

a<a+1

a<a+b

a<a+3

a>a+2

a>a+4

a>a+6

a=0+"a

a>a4+'1

a>a+'b

a>a+ 3

a<a-+'2

a<a-+'4

a<a+'6

Tab. VIII: Propiedades de orden de las operaciénes +, 4' sobre T.
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Al tener una triada y una sucesién de bajos podemos generar progresiones diatoni-
cas de triadas que respeten el movimiento a pasos de las voces, con las funciones
+y+.%anT e Ty {Bi} una sucesién de bajos; las acciones necesarias pa-
ra generar una progresién de triadas diaténicas que tengan una conduccion de vo-
ces con movimientos principalmente a pasos se obtiene realizando las operaciones,
{a; = Biy1 — Bi}™;t. Utilizando +, o +' de acuerdo a lo que se desee: movimiento
minimo, o el segundo més cercano.

Aqui es un buen punto para mencionar que en la musica tonal, no todas las notas
tienen la misma importancia. De acuerdo al grado que pertenece con respecto a la
escala, es la funcién e importancia de la nota. Como es posible imaginar, la nota
principal, es decir la tonalidad alrededor de la que gira una pieza tonal, es la nota
base de la escala. Siguiendo con la jerarquia, la segunda nota en importancia es la
que se encuentre a una quinta de distancia. En do mayor, por ejemplo, las notas mas
importantes son do, que es la base de la escala y sol que es la nota que forma un
intervalo de quinta con la base. Se puede decir que gran parte de la musica tonal
consiste en un juego de progresiones de acordes que salen del primer grado de la
escala I, llegan al quinto V, y buscan la manera de regresar a I. Esta secuencia
bésica con todas sus elaboraciones, puede generar una gran riqueza musical. A los
demis grados de la escala también se les suele asignar funciénes, sin embargo de
momento no es nuestra intencién entrar en tales detalles. Para tal discusion ver el
libro [11]. Basta con que se tenga claro la importancia de la progresién I — V=1
y sus elaboraciones. Parte del trabajo de un compositor consiste en escoger la forma,
en que los acordes interactian entre si, asf como los adornos que pueda agregar a la

estrucura bésica de modo que pueda expresar lo que desea.
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5.4. QOtras escalas

Hasta este momento hemos estado trabajando exclusivamente con escalas mayo-
res, sin embargo todo lo que hemos trabajado se puede aplicar para otras escalas
similares, de las cuales la mds importante para nosotros es la que se conoce como
menor. El par de escalas “mayor” y “menor” constituyen una parte fundamental de
la misica tonal. Recordemos sus estructuras mediante la tabla IX.

Existe una relacién muy especial entre las escalas mayor y menor. Si tenemos la
escala do mayor Zp, podemos obtener una estructura de escala menor simplemente
cambiando la nota base. Recordemos que la base de la escala Zp estd dada por
M = D/ ~13, donde D = f~Y(Zp). Como la nota base es cero, entonces b = 0, es
decir M = f~1(Zp)/ ~12. Si cambiamos b por algina otra nota de la escala, por

ejemplo para b = 9, deseamos encontrar el conjunto (D — 9)/ ~13, que es:

D=1{.-,0,2,4,57,9,11,---},
D-9={..,-9,-7,-5-4,-2,0,2,---},
(D —9)/ ~19={0,2,3,5,7,8,10}.
Esta es precisamente la estructura de una escala menor, también conocida como
menor natural.
Para comprender mejor esto, puede ayudar imaginar un teclado. La escala do

mayor corresponde a las teclas blancas del mismo, sin embargo las mismas notas

Escala Estructura
Escala mayor | M = {0,2,4,5,7,9, 11}
Escala menor | m = {0,2,3,5,7,8, 10}

Tab. IX: Escalas mayor y menor.
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también corresponden a la escala la menor. Esto es lo que se trata de explicar con la
traslacién (D—9)/ ~1s. Estas dos escalas estdn intimamente relacionadas, se dice que
ambas son enarmdnicas por que comparten las mismas notas pero tienen diferentes
notas base y estructuras.

Més atin, si intentamos lo anterior con otros valores de b € M, obtenemos otras
escalas que también son de interés musical, pero no de la miisica tonal, sino de misica
modal. A nosotros nos basta de momento conocer la relacién entre la escala mayor y
menor. Todos los resultados que hemos obtenido para las escalas mayores son ciertos
para cualquier escala que sea una traslacién modulo doce, en particular para las que

tengan estructura menor natural.



6. ESPACIO DE PROGRESIONES DE ACORDES Y
CONTRAPUNTOS

En esta seccién deseamos caracterizar las sucesiones de acordes diaténicas dadas
por la operacién © de la seccién anterior. Requerimos una triada base asi como los
clementos dé Z; que semiactuan sobre T. Dada una triada inicial ¢ € T podemos
caractarizar cualquier progresién de n-acordes diaténicos con un elemento de Z7
donde cada entrada es el grado del acorde y la conduccién de voces viene dada por
movimiento minimo, es decir a los acordes més cercanos al acorde anterior, que como

vimos vienen dados por las operaciones + ¥ 1/ de la seccién pasada.

Definicién 6.0.1. Dada una triade base t € T, el conjunto de las progresiones
diaténicas de n-acordes con movimiento a pasos, estd dado por los elementos de

(a1,a9," " ,a,) € Z7, donde la sucesion explicita es {Si}i=:

Sj[:t,

Syt =0 + S

De esta forma, dada una triada inicial, identificamos de manera Unica las progre-
siones con un punto en Z%. Sintetizamos la informacién de modo que nos basta saber

el inicio y las intrucciones para que las voces se adapten y obtengamos una progre-
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sién diaténica adecuada. Cabe mencionar que estamos relacionando el conjunto de
las progresiones de triadas diaténicas, con un médulo, esta relacidn con dicha estruc-
tura algebrdica podria ser un tema a investigar en trabajos futuros. Quizd podamos
encontrar algunas propiedades contrapuntisticas que se reflejen en la estructura de
modulo.

Por otra parte, una forma distinta de visualizar estas sucesiénes consiste en un
conjunto de cuatro voces: Soprano, Alto, Tenor y Bajo que al cantar simultaneamen-
te producen armonias. Esta visién da prioridad al movimiento melédico, dejando,
un poco, a un lado las armonfas que se forman. El problema consiste en encontrar
conjuntos de cuatro voces que formen acordes consonantes, mientras se preserva una
melodia vocal!, principalmente a pasos. Este seria un enfoque contrapuntistico, con
énfasis en las voces, a diferencia del estudio que hemos estado trabajando, que se
enfoca principalmente en los acordes. Nosotros hemos tomado un camino méas enfo-
cado en armonia, encontramos todos las posibles progresiones de triadas completas
que satisfacen los movimientos melddicos bésicos y las voces individuales aparecen
de forma natural.

El contrapunto con cuatro voces viene dado cuando simultdneamente aparece la
sucesién de triadas {T;}*, v el bajo de la sucesién {B;}i-,. Es decir, al expresar
la musica generada por la sucesién de triadas, se anexa el bajo una o dos octavas

debajo, de acuerdo a los gustos del compositor.

1 Melodfa vocal se refiere a una que no tiene muchos saltos, en cierta forma es una melodfa
disefiada para ser cantada por la voz humana.



6.1. La gréfica completa K; y su ayuda en la visualizacién de las

progresiones

Al tener una triada inicial T € T, podemos explorar el conjunto de todas las
triadas a las que podemos llegar por medio de las operaciones +, y +', definidas
con ®. Recordemos que de manera general, lo que se hace es operar sobre el bajo
de la triada y la conduccién de voces estd dada por las operaciones mencionadas.
Una forma ttil de explorar dichas progresiones, es por medio de una grafica, es decir
un conjunto de puntos, llamados vértices, y lineas, llamadas aristas, que los unen.
En nuestro caso tenemos siete puntos, correspondientes a las clases de las notas
en la escala mayor. Como podemos pasar operacionalmente entre clases de triadas
mediante las operaciones + y +/, vemos que todas las notas estan relacionadas, por
lo que las podemos unir con una linea. Con esto obtenemos la grafica completa? K7,
que se muestra en la figura 6.1.

Esta visualizacién puede ser de mucha utilidad. Primero notemos que la grifica
estd expuesta de modo que los aristas representan las operaciones + o +' a una
cierta triada T' € T. Las lineas que conectan a las notas en el circulo, de color
café obscuro, corresponden a movimientos del bajo a pasos, es decir intervalos de
segundas (1+a, 6+a), los semicirculos exteriores, de color rojo, son intervalos de
terceras (2+a, 5-+a), mientras que las lineas interiores al circulo, de color amarillo,
son intervalos de quintas (3+a, 4+a). Ahora recordemos de las secciones anteriores
que las operciones + y +' tienen ciertas propiedades con respecto al ordenamiento
de las triadas, como se muestra en la tabla VIIL

Si utilizamos la operacién +, operar con 1 nos da un desplazamiento de triadas

2 Una gréfica completa es aquella donde todos sus vértices estdn conectados por un arista.
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Fig. 6.1: Gréfica completa K7, asociada a los grados de la escala mayor.

igual a tres, y una triada mayor a la anterior. Es decir para a € T tenemos d(a, 1+
a) =3y a < 1+ a. De operar con 6 nos resulta d(a,6 +a) = 3y a > 6+ a.
Estas son las lineas del cfrculo. Ahora las curvas exteriores son operaciones de 2
y 5, de las que nos resulta d(a,2 + a) = d(a,2 + a) =1 asicomoa >2+ay
4 < 54a. Por tltimo las lineas interiores corresponden a 3 y 4 de las cuales obtenemos
d(a,3+a) = d(a,4+a) = 2 asi como a < 3+aya>4+a. En cambio si utilizamos la
operacién -+’ obtenemos d(a, 1+'a) = d(a,6+'a) = 4, d(a, 24+'a) = d(a,5+'a) =6y
d(a,3+" a) = d(a,4+' a) = 5; asi como las desigualdades anteriores pero con sentido
opuesto.

La gréafica es ttil para visualizar las operaciones con intervalos constantes, y con
ayuda de la informacién anterior también a conducir la sucesién, para que se ajuste
a lo que el compositor desee. Al elegir la direccién del giro, se mantendra el sentido

creciente o decreciente. Por ejemplo, se tiene una triada a € T y se quiere una sucesion
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con acordes crecientes, se puede ver que no debe operarse con 2+ a, 4 +a 0 4+ a.
En cambio si el compositor desea una progresién a intervalos constates de segundas,

pero con cambio de direcciones, puede operar con:

534343+ a

Ya que las operaciones -+ y +' tienen sentido de giro opuesto y desplazamiento
distinto, el compositor puede experimentar con ellos para obtener una variedad de

progresiones musicales. Esto se muestra en la seccién 8.

6.2. Contrapuntos

El contrapunto por su parte tiene muchas reglas y recomendaciones que lo de-
finen y enriquecen, aqui mostramos sélo algunas para complementar la visién de
las progresiones que hemos venido trabajando. Consiste en un conjunto de melodias
simultaneas, que son consonantes entre si la mayor parte del tiempo. Suele haber
una melodfa principal llamada cantus y otras secundarias. Principalmente consta de
movimiento a pasos, sin embargo puede haber pequenos saltos®, siempre y cuando
no predominen. Para ver una descripcién detallada de las reglas del contrapunto ver
[4]. De modo que un cantus es una sucesién de notas {a:}-; con a; € Zg para toda
1<i<n.

Al introducir otras melodias hay muchas cosas que considerar, sin embargo la mas
importante es que las voces sean consonantes entre si. Es decir que para un par de

voces {(as, b;) Y&y, el intervalo I(a;, b;) es consonante?. Para tres voces, tenemos una

3 Intervalos melédicos mayores a. 1.
4 Ver tabla II en la seccién de Intervalos en definiciones musicales.
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situacién méds complicada ya que requerimos que se formen acordes consonantes®.

Estos se muestran en la tabla I.

Tipo de acorde Estructura

Mayor (0,3M, P5), (0,4,7).
Menor (0,3m, P5), (0,3,7).
Mayor primera inversién (0,3m,6m), (0,3,8).
Menor primera inversién (0,3M,6M), (0,4,9).
Disminuido primera inversién | (0,3m,6M). (0,3,9)

Tab. I: (97) Triadas consonantes.

Al referirnos a un acorde mayor o menor en primera o segunda inversién nos
referimos a que es una permutacién de las partes de la triada del original, sin embargo
siguen siendo acordes mayor o menor. Para una explicacién mas detallada ver [4].

Una restriccién muy importante que se utiliza en las progresiones de acordes,
es evitar lo que se conoce como quintas paralelas. Esto consiste en evitar que los
grados de las notas de un par de voces de la triada formen entre ellos un intervalo
de una quinta en dos pasos consecutivos de la sucesién. Por ejemplo, si tenemos
la progresién (0,2,4) — (1,3,5), vemos que en las dos triadas, los grados de las
voces externas; tenor y soprano forman un intervalo de quinta. Esta restriccion suele
aplicarse enfaticamente, una justificacién consiste en que el intervalo de una quinta
es el més fuerte, y da la impresién de que la melodia se detiene, obstruyendo el flujo
melédico®.

Otro recurso utilizado por los compositores consiste en utilizar acordes incom-

pletos. Para entender este concepto recordemos que estamos trabajando con triadas,

5 Son acordes donde los intervalos entre sus notas son consonantes. Esén formados por intervalos
de terceras, quintas y sextas. Ver libro [4].
6 Ver el primer capitulo del libro Counterpoint in Composition de F. Salzer y C. Schachter, [4]
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que consisten de tres notas, y un bajo que puede escribirse una octava debajo de la
nota més grave de la triada. El bajo contiene la nota fundamental de la misma, que
se repite en alguna de las voces superiores. Sin embargo si en las voces de la triada
tenemos que dos notas pertenecen a la misma clase de notas, por ejemplo el acorde
(0,2,7), decimos que es un acorde incompleto. Esto nos permite tener més variedad en
las herramientas de composicién, sin embargo de momento no nos interesan. Ahora
nos enfocamos en progresiones de triadas diaténicas completas.

Si tenemos un cantus {a,}, podemos definir otras secuencias de nimeros que nos

sean de utilidad como la de intervalos melddicos y la de intervalos cromdticos

{Mi} = {air1 — ai},
(L} = {f Y(au) — F*(as)}-

Estas secuencias nos indican la distancia en semitonos, o en grados de la escala, y
son de utilidad ya que nos muestran una forma explicita de trabajar con los cantus y
las sucesiones de notas. La primera nos ofrece una forma de clasificar las voces. Por
ejemplo, cuando decimos que una voz se mueve principalmente a pasos, nos estamos
refiriendo a que consiste de intervalos melddicos principalmente de 1 y —1. Esto

queda més claro con la siguiente definicién que involucra la sucesion {M;}:

Definicién 6.2.1. Si tenemos una voz con n intervalos melddicos {M;}, definimos

su desplazamiento como D =" | | M.

Esta definicién permite clasificar las voces por desplazamiento, vemos que mien-
tras més grande sea el valor |D — n| mds tiende la voz a tener salfos. En cambio si

D = n tenemos exclusivamente movimiento a pasos. Con esto en mente decimos que
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dos voces Py, P, estan relacionadas entre si cuandoD; = Dy, y definimos Po<PBsiy
s6lo sf Dy < Ds. Con esto particionamos el conjunto de todas las voces y podemos

establecer un preorden entre los elementos de la forma [Pi] < [Py] si P < B,

Ejemplo 6.2.2. Si P es una voz conn =5y Dp =8, algunas posibles distribuciones

de intervalos son.

1,-1,—-1,-2,-3;
1: 33 _2: _1: ’11
pero la distribucion 4,4 no es posible por que se requiere tener cinco notas.

Clabe notar también que las clases de equivalencia definidas por desplazamiento
son invariantes ante trasposicién y reflexién, ya que {M;} pertenece a la misma clase
que {—M;} y cualquier permutacién {M,(;} también. Esto es de interés musical por
que se suelen usar estas formas para variar una pieza.

Con esto terminamos la breve exposicién de algunas ideas contrapuntisj;icas, pa-
samos ahora a las aplicaciones de los resultados de este trabajo, que son las progre-
siones de acordes, v lineas melédicas generadas con elementos del espacio (T, Est) y

las operaciones +, +' y ©.



Parte III

APLICACIONES DEL MODELO MATEMATICO



7 QENERADOR DE PROGRESIONES DE TRIADAS
DIATONICAS

A lo largo del trabajo, hemos desarrollado una teoria bésica de los fundamentos
de 1a musica tonal, como las escalas, acordes, triadas y progresiones de ellas. Sabemos
que si tenemios una triada inicial y una sucesién de operaciones ©, =+, ¥ +/, pode-
mos generar dichas sucesiones, pero también hemos visto que los célculos requeridos
suelen ser largos y tediosos. Es un buen momento para recurrir a la ayuda de los
sistemas de cémputo, que nos permiten realizar calculos de manera automatizada,
si le damos las instrucciones correctas. La idea de este programa es que el usuario
pueda experimentar de forma, sencilla con las operaciones entre triadas, que se defi-
nieron en esta tesis. En nuestro caso, el trabajo consiste en escribir las definiciones
que hemos venido trabajando en un lenguaje que una computadora pueda entender.
Para este trabajo hemos escogido el lenguaje de programacién “Java” para la parte
del calculo matemético; y para la parte musical y de sonido el lenguaje “Lilypond”.
Ambos tienen la ventaja de ser compatibles entre diferentes sistemas operativos.

El programa final lleva el nombre «TriadasDiatonicas101.jar”, consiste en una
aplicacién que toma del usuario una triada inicial, y una secuencia de operaciones +
y +', dando como salida tres archivos en formato lilypond, que una vez procesados

generan las partituras y el sonido que resulte de los mismos.
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7.1. Instrucciones de uso

Para el funcionamiento correcto de la aplicacién es necesario contar con los si-
guientes paquetes instalados:
1. El ambiente Java JRE 6.0.
(https://java.sun.com/j2se/1.4.2/download.html)
2. El compilador de misica Lilypond 2.10.
(http://1lilypond.org/web/)

Ambos paquetes se incluyen en el disco anexo a esta tesis, o pueden ser obtenidos
en las paginas de internet correspondientes.

Pasos para obtener una sucesién de triadas diatdnicas:

1. Ejecutar la aplicacién TriadasDiatonicas101.jar.
2. Aparece una ventana de bienvenida.

3. Se debe ingresar la triada inicial T € T de la sucesién, comenzando por el valor
de la voz del “tenor”. Se debe ingresar un elemento de la escala do mayor Zp,

donde! 0 ~+ do y los demds valores corresponden a notas en la escala Zp.
4. Se ingresa el valor de la voz “alto”.
5. Por dltimo se ingresa el valor de la voz “soprano”.

6. Si los valores no corresponden a los de una triada, o hay cruce de voces, se

genera una advertencia y la aplicacién es terminada.

1 Por comodidad para el usuario, los nimeros n que se ingresan son traspuestos tres octavas,
n+ 3 x 7, de modo que 0 corresponde a la nota do central en 7Z.p, para evitar ingresar nimeros
como 21 o 28.
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10.

11.

Si los valores son correctos, se debe ingresar el niimero de operaciones que se

desean realizar sobre la triada.

Se introduce el primer valor a de las operaciones a realizar, sobre T. Si se
introduce un valor a > 0, se ejecuta la operacién a + 1. Si a < 0, se ejecuta la

operacién a +' T

Se introduce el segundo valor b de manera andloga al paso anterior. Esto se

realiza el nimero de veces que especificé el usuario.

Si todos los valores se ingresaron correctamente, se obtienen tres archivos en
formato lilypond con los resultados de las operaciones, que se encuentran en la
misma carpeta que la aplicacién TriadasDiatonicas101.jar. Cada archivo tiene
la fecha de creacién en el nombre, asi como las palabras: progresién, preludio

y sonata; estos se explican a continuacion:

a) Progresién: Este archivo genera la progresién de acordes de acuerdo a la
teorfa desarrollada. Cenera las triadas en la clave de sol, asi como el bajo

de las mismas en la clave de fa.

b) Preludio: Genera un archivo similar al anterior, pero los acordes son arpe-
giados de forma ascendente, es decir adornados de modo que se toca una
nota a la vez comenzando de la més grave, hasta la mas aguda, en lugar

de todas las notas simultaneas.

¢) Sonata: Una variacién del archivo anterior, donde la triada se expresa

como un bajo de Alberti, que es la divisién del acorde en forma estilizada.

Para compilar los archivos lilypond, basta ejecutarlos y seguir las instrucciones.
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Para mayor informacién ver la documentacién anexa en el disco compacto.

12. Por ultimo se obtienen las partituras asi como los archivos de sonido “MIDI”
por cada partitura, que es el resultado que buscabamos. Este es el fin de la

aplicacion.

El cédigo de la aplicacién corresponde a las funciones y definiciones de la teoria de
este trabajo. Como estamos utilizando un lenguaje orientado objetos, hemos dividido

las funciones en tres clases:

1. La clase Escala.java consiste en las funciones requeridas para pasar del conjunto

de notas E, al conjunto Zg, aqui se implementa la funcién f ! £ — Zg.

9. La clase Triada.jova es quiza la més extensa, ya que en ella se implementan
todas las funciones de las triadas en T. Entre ellas destacan: la funcién distancia,
la funcién Est que nos permite identificar las partes de la misma (fundamental,
tercera y quinta), las operaciénes ©, +y +': asf como las funciones que permiten
generar progresiones de triadas de acuerdo a las mismas. Es en esta clase donde

se generan las progresiones, preludios y sonatas.

3. La clase Lily.java consiste de las funciones de formato. Estas son las que tradu-
cen los resultados numéricos obtenidos por las clases escala y triada, al lenguaje

lilypond, requerido para obtener las partituras y archivos de sonido MIDI.

Por tltimo estéd el archivo principal del programa “TriadasDiatonicas101.java”
que es donde se organiza la interface grafica que utilizaré el usuario para ingresar
las operaciones. El cédigo de cada una de estas clases, se anexa en el apéndice, que

puede consultarse para mayor detalle de las funciones.



8. EJEMPLOS

Hemos encontrado dos estructuras que son de interes: el espacio de triadas T y las
progresiones diaténicas a un acorde base dado, que como vimos los podemos caracte-
rizar como puntos en Z". En esta seccién mostramos ejemplos de estas progresiones
de acordes: primero analizamos progresiones correspondientes a textos introductorios
a la armonia; después analizaremos algunos fragmentos de obras de; J.S. Bach.

Comencemos por introducir ejemplos de progresiones del libro [14], Harmony,
de Walter Pistén. Al introducir las sucesiones de triadas diaténicas menciona varios
ejemplos que pueden ser modelados con las operaciones que hemos definido. Consisten
en progresiones donde se exponen las triadas en las voces superiores, mientras que a
la voz inferior le corresponde el bajo de la sucesion, es decir las clases de los acordes.

A continuacién mostramos dos de ellos:

= En la pdgina 19 encontramos la progresién de triadas diaténicas que se muestra
en la figura 8.1. Se encuentra escrito en la escala do mayor; comienza con la

triada a = (3,5, 8) y consiste de las operaciones:

3+3+34+3+3+ a.

78
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Fig. 8.1: (1) Ejemplo 1.

= En la pigina 36 tenemos la progresion de acordes! que se muestra en la figura
8.2. En ella, la triada inicial es a = (2,4, 7), mientras que las operaciones que
se realizan son:

1+34+'54+5+3+54+1+5+5+a.
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Fig. 8.2: (91) Ejemplo 2.

Pasemos ahora a analizar algunos fragmentos de piezas de Bach. Comencemos
nuestro analisis con un fragmento de un pequefio preludio de Bach (BWV 924). El
fragmento se muestra en la figura 8.3. Counsiste de elaboraciones ritmicas y arménicas
un poco més complejas, sin embargo puede apreciarse que estd basada en una progre-
sién de triadas diaténicas sencillas, adornadas. La reduccién de una pieza consiste en

tomar lo més esencial de ella para analizar su estructura, en nuestro caso extraemos

11,3 versién de libro se encuentra en fo mayor, sin embargo por simplicidad en este trabajo se
traspuso a do mayor.
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una progresién de triadas diaténicas®, obteniendo como resultado lo que se muestra
en la figura 8.4. Esta progresién trabaja en una escala en do mayor, donde la triada

incial es a = (4,7,9) y las operaciones:
4+'4+4+ 4+ a.

Notemos que la forma en que se encuentran expuestos los acordes en el prelu-
dio dan la impresién de que sélo hay dos voces, sin embargo para fines arménicos
podemos agrupar las notas de modo que en realidad sea un acorde con cuatro vo-
ces, simplemente no todas las notas suenan simulatdneamente. A esta exposicién de

acordes se le conoce como arpegio.

. il -
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Fig. 8.3: (N) Preludio de Bach.
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Fig. 8.4: (41) Reduccién del preludio.

2 Para una exposicién més detallada de reduccién de piezas ver libro (2] E. Aldwell, C. Schachter,
Harmony & Voice Leading pag 271
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Podemos proceder de manera inversa, es decir generar progresiones de acordes
y exprezarlas en forma de pequefios preludios como el de Bach. Sin embargo como
los compositores no utilizan tinicamente progresiones de triadas diatonicas, sino que
las adornan ritmica y arménicamente, sus composiciones suelen ser mucho mas com-
plicados que nuestros resultados, pero estos pueden ser de utilidad pedagégica para
empezar a componer pequefias piezas. A continuaciéon mostramos ejemplos de dichas

piezas:

u Comencemos en la triada a = (4,7,9) en do mayor al igual que el pequerio
preludio de Bach. Ahora generemos una progresién de acordes que pase por las

clases:

ELIL L IV & VI, BLE, IV, V. 1,
que en los términos que hemos venido manejando son

[0], [21, (11, (3], (4], (0], [51, [21, (3], [4], [0],

como clases de triadas diaténicas. Si utilizamos ahora la técnica de conduccién
de voces que hemos desarrollado, definida con la operacién +, debemos realizar

las siguientes operaciones:
3+14+14+4+5+3+1+2+6+2+a.

Para llegar de [0] a [2] debemos realizar 2 + a, después para llegar de [2] a [1]

al resultado anterior le sumamos 6 + 2 + a y asi consecutivamente; obteniendo
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la progresién que se muestra en la figura 8.5. Adornandola como el preludio
de Bach obtenemos algo més interesante, que vemos en la figura 8.6; y po-
demos realizar muchisimos otros ejemplos como el de la figura 8.7. Con esto
mostramos como podemos comenzar de algo muy sencillo y crear estructuras

que musicalmente pueden sonar mds interesantes.
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i

Fig. 8.5: (9) Progresién ejemplo.
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Fig. 8.6: (93) Progresién adornada.
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Fig. 8.7: (91) Progresién adornada 2.

» Combinando las operaciones + y +' podemos realizar conducciones de voces

maés elaboradas. Por ejemplo en el anterior cambiamos la operacién de la triada
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mas cercana + en los primeros cinco términos, por el de la segunda triada més

cercana +':

3+H 1+ 14+44+54+'3+1+2+6+2+aq,

y obtenemos una progresién similar a la anterior pero con direccién distinta.?
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Fig. 8.8: (1) Progresién ejemplo b.
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Fig. 8.9: (1) Progresién b adorno.
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Fig. 8.10: (93) Progresién b adorno 2.

Las progresiones diaténicas que se generan con esta conduccién de voces, corres-

ponden a las que suelen encontrarse en las primeras secciones de libros introductorios

3 Esto es por las propiedades de orden que tienen las mismas que se mostraron en la tabla VIIL
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a la armonia como [3], [6], [7]. Esto debido a que en este trabajo no se incluyen los
acordes incompletos y acordes séptimos, que enriquecen mucho el vocabulario mu-
sical; pero complican la teorfa que intentamos desarrollar, eso es material para otro
trabajo.

Otra fuente de ejemplos de progresiones arménicas son los corales de Bach. Estos
consisten en pequenas piezas escritas generalmente para cuatro voces y se caracteri-
zan por tener una densidad arménica muy alta, en cada pulso se cambia la armonia

[21].

Corales de Bach

Tienen una gran riqueza y complejidad arménica por lo que van més alla de
simples progresiones diaténicas, sin embargo pueden encontrarse pequenos pasajes

donde podamos aplicar lo desarrollado en este trabajo para ser analizados.

« Tomemos por ejemplo el segundo compés del coral BWV 7.7 (figura 8.11). Este
se encuentra en la escala si menor; comenzamos con la triada a = (0,3,5) y
realizamos las operaciones:

443+ 64 a.

w En el coral BWV IIL6 (figura 8.12), en el tercer compés tenemos una progresion
muy sencilla en la escala do mayor, comenzando en la triada a = (2,4,7) se

realizan las operaciones 3 + 4 + a.

u En el coral BWV 12.7 que tenemos en la figura 8.13 tenemos un ejemplo de

una progresién con acordes incompletos en las voces superiores como el que
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Fig. 8.11: (1) Fragmento del Coral BWV 7.7.

AP

: I
{ {l T I = r F ] F r i
A F—fe—% & } f — }
(] - 1 T I T T
N
= t | t
%f — 1 T 1 T
L% 1 1 1 T - & o 1 P
 — —— s  —
3] o o = ¢
- e o sp|Fepe P P
raD v_a -~ — T T —t T
e i I = T 1
v - 1 ¥ —
> L I
L3 B I = 2 et —F———1
Z I 1 I A 1 1 i T rJ A
| 1 | == ; =i
I —_— -

Fig. 8.12: (1) Fragmento del Coral BWV IIL6.

aparece en el segundo tiempo del segundo compés, ademés el bajo no indica el

grado de la escala de la triada.

Es limitado el uso que podemos dar a nuestro modelo en los corales de Bach, de-
bido a su complejidad. Sin embargo vemos que hay fragmentos que podemos modelar
correctamente y esto nos da una vision, o idea de lo que sucede en ellos. Otra cosa
por considerarse mas adelante es la introduccién del bajo melddico, éste difiere con
el nuestro, en que la sucesién asociada corresponde a una melodia sin muchos saltos

como lo es tipicamente un cantus.
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Fig. 8.13: (f) Fragmento del coral BWV 12.7.




9. CONCLUSIONES

A lo largo de este trabajo se manejé la idea de visualizar las notas musicales como
puntos en el conjunto Zy,. Una vez expuesta toda la teorfa desarrollada, podemos

resumir los resultados més importantes de esta tesis como:

m Dotamos de una estructura de grupo y espacio métrico a las escalas musicales

de la forma Zg.

» Definimos el conjunto de triadas diaténicas a una escala, as{ como la funcién
que nos permite identificar las partes de la misma (T, E'st). Dando a este con-
junto una estructura de espacio métrico con la distancia melédica, asi como de

conjunto parcialmente ordenado con el orden lexicografico.

= Una vez encontrada la particién de clases de triadas dada por los grados de la
escala T = | JI=;[[i]], definimos las operaciones ®, + y +'; que nos permiten
estudiar la interrelacién entre dichas clases. Es decir, encontramos una forma

operacional de pasar entre clases de triadas con desplazamiento minimo.

u Describimos las progresiones de n triadas como puntos en Z", de modo que
dada una triada inicial y un punto en Z™ se pueda desarrollar la sucesién
completa. Asf como implementamos el programa. “TriadasDiatonicas101. java”,

que permite al usuario experimentar con los espacios aqui definidos.

87
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Con estas operaciénes y funciones definidas sobre el conjunto de triadas T, ob-
tenemos la estructura geométrica que buscabamos. Estos resultados justifican su
importancia con lo obtenido al analizar piezas musicales a la luz de dicha teoria.
De acuerdo a las piezas estudiadas, vemos que se describe adecuadamente un nivel
introductorio de la armonia tonal. Musicalmente se satisfacen dos de las condiciones
mas importantes de la conduccién de voces: el movimiento de voces principalmente
a pasos en la escala, asi como retener notas comunes entre triadas consecutivas. Sin
embargo, ain hay mucho trabajo por realizar para describir situaciones arménicas
mucho mas ricas y complejas.

Desde el -punto de vista musical, es necesario introducir el concepto de acordes
séptimos y resolucién de disonancias, asi como el de acordes incompletos en una
sucesion. También es necesario incluir la jerarquizacién de los grados de la escala
en una progresion dada y el concepto de modulacidon, que consiste en aprovechar las
escalas enarmonicas para simular el cambio de tonalidad en una pieza.

En este trabajo, se han sentado la bases para realizar todo lo anterior. Para
las progresiones de acordes séptimos, se pueden utilizar una generalizacion a cuatro
dimensiones de la operacion ®. Mientras que la jerarquizacién de los grados se puede
aplicar dando peso a los aristas de la gréfica de progresiones (fig 6.1). La modulacién
puede desarrollarse utilizando la trasposicién de escalas junto a la jerarquizacion de
las notas. En general, hay mucho trabajo por hacer.

Desde el punto de vista matematico, es de gran interés el hecho de que el conjunto
de progresiones de triadas diaténicas se comporta como un sistema dindmico. Es
necesario profundizar en las funciones ®, + y +' para encontrar alguna accién de

grupo que nos permita conocer mejor el conjunto T. En particular, es de gran interés
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caracterizar con claridad el conjunto A, que satisface T@ A C T, donde ® : T x (A C
7°) — T. Bs decir, los puntos (71,79, 73) € Z* que satisfacen (a1, ag, az) ® (r1,r9,73) €
T para cada triada (ay, ag, as) € T. Por otra parte, el conjunto de progresiones, visto
como Zy puede ser estudiado como un médulo, y quizé se encuentre informacién de
interés musical al trabajarlo de dicha forma.

Es interesante notar que el analisis musical con términos mateméticos puede ser
complicado y la notacién que requerimos puede ser muy obscura para alguien no
familiarizado, sin embargo es la esperanza que el exponer los conceptos musicales
con una notacién matemédtica geométrica, pueda servir para que alguna persona
familiarizada con ella pueda introducirse a la teoria musical. Es nuestra intencién
seguir desarrollando este modelo, para incluir méds aspectos de la misica en nuestra
teorfa. Como trabajo futuro se pretende llegar a una estructura robusta que permi-
ta describir operacionalmente aspectos diaténicos y crométicos de la misica, para

eventualmente analizar y generar composiciones musicales complejas.
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A. CODIGO DEL GENERADOR DE TRIADAS DIATONICAS

A.1. Clase Fscala
/%

* Escala.java

*/
package TesisMusica;
public class Escala {

public Escala() {
}

public Escala(int nota, char tip) {
tipo = tip;
base = nota;
this.Generar(base, tipo);

}

VES:
% Corresponde a la funcion ’’f"{-1}’’ de la seccion
*de matematicas que nos
*1leva de la escala a Z_E
* @param indice
* @return
*/
public int getNota(int indice){
int NOTA;
if (indice>=notas.length){
NOTA = notas[notas.length-1];
Yelse{
NOTA = notas[indice];

91
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¥
return NOTA;
+

FEL:

* Corresponde a la funcion ’’f’’ de la seccion de matematicas
*que nos lleva de la escala a Z_E

* @param nota

* @return
*f
public int getIndice(int nota){
int reg = 0;

for (int i=0; i<notas.length; i++){
if (nota == notas[i]){
reg = i,
return reg;
}
¥
// Cuidado si la nota no esta en la escala
System.out.println("ERROR, la nota no esta en la escala');
return 83;

}

/ k%
* Genera una triada diatonica con la nota fundamental indicada
* @param nota
* @return
*/
public int[] triada(int nota){
int nl = this.getIndice(nota);
int[] acorde = {notas[nl],notas[ni+2],notas[ni+4]};
return acorde;

}

Ve
* Genera un acorde septimo diatonico con la nota fundamental
*indicada
* @param nota
* Qreturn

*/
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public int[] septima(int nota){
int nl = this.getIndice(nota);
int[] acorde = {notas[nl],notas[nl+2] ,notas[nl+4] ,notas[ni1+6]};
return acorde;

>

VAL
* Genera la escala con la nota base y el tipo
* @param nota
* @param tipo

* Qreturn
*/
private int[] Generar(int nota, char tipo)-{

int[] Mayor = {2,2.1,2,2.2.1};
int[] Menor = {2,1,2,2,1,2,2};
int[] Dorian = {2,1,2,2,2,1,2};
int[] Phrygian = {1,2.2.2,1.2.2);
int[] Lydian = {00 9 4 9.9 17k,
int[] Mixolydian = {2,2,1,2,2,1,2};
int[] Tomo = 12.2.0.9 .0 9%
int[] Uctatonica = +$2.1.2,1,8,1.8,1%F;
int[] Cromatica = {1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1};
int[] Blues = {2,2.1,1,8,2%;

int [] Escala = {0};
switch (tipo)
{
case 'M’:
Escala
break;
case 'm’:
Escala
break;
case ’'D’:
Escala
break;
case 'P’:
Escala
break;
case 'L’:

(int [])Mayor.clone();

(int[])Menor.clone();

(int[])Dorian.clone();

(int[])Phrygian.clone();
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Escala = (int[])Lydian.clone();
break;
case 'X’:

Escala = (int[])Mixolydian.clone();
break;
case 'T’:

Escala = (int[])Tono.clone();
break;
case ’07:

Escala = (int[])Octatonica.clone();
break;
case 'C’:

Escala = (int[])Cromatica.clone();
break;
case ’'B’:

Escala = (int[])Blues.clone();
break;
default:

Escala = (int[])Mayor.clone();
break;

}

// Seis Octavas
int octavas = 6;
int[] ESC = new int[Escala.length*octavas];
ESC[0]=nota;
for (int i=1; i<Escala.length*octavas; i++){
ESC[i] = ESC[i-1] + Escalal[ (i-1)%Escala.length];

notas = (int[])ESC.clone();
return ESC;

}

[k

* Regresa un arreglo con las notas de la escala,
xcorrespondiente a las notas en E

* Qreturn

*/
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public int[] getNotas(){
int[] ESC = (int[])notas.clone();
return ESC;

}

/®%
% Corresponde a la funcion intervalo entre dos notas de la escala
* @param nl
* @param n2
* @return
*/
public int Int(int ni, int n2){
// Dada un par de notas en la escala ZE, encontrar su intervalo
int intervalo = Math.abs(this.getNota(nl) - this.getNota(n2));
return intervalo;

¥
char tipo;
int base;
int [] notas;
}
A.2. Clase Triada
/*
* Triada.java
*/

package TesisMusica;

import java.io.*;

import java.lang.Math;

import java.lang.String;

import java.util.Random;

import javax.swing.JOptionPane;

public class Triada {

/%% Inicializa la triada, toma como parametros el valor inicial
*del tenor, alto y soprano, revisa si eg una triada asignandole
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*el grado de la triada a cada voz.
* 0 es la base de la escala en que se trabaja
*mas cercana superior al do central.

public Triada(int Ten, int Alt, int Sop) {
//int[1[] Tr = new int[3][2];

Tr[0] [0] = Ten;
Tr[1]1[0] = Alt;
Tr[2] [0] = Sop;
this.setEstructura() ;
3
FET:

% Funciona igual que el inicializador de la clase "Triada".
* Q@param Ten
* Q@param Alt
* @param Sop
*/
public void Inicializar(int Ten, int Alt, int Sop) {
Tr[0] [0] = Ten;

Tr[11[0] = Alt;
Tr[2] [0] = Sop;
this.setEstructura();
}
[ %%

% Distancia entre triadas utilizando la metrica melodica.
* Q@param K
*Toma una triada diatonica
* Qreturn
*Regresa la distancia entre ellas
*/
public int Distancia(Triada K){
int dist = 0;
int ten, alt, sop;

ten = Math.abs(this.getTenor() - K.getTenor());
alt = Math.abs(this.getAlto() - K.getAlto());
sop = Math.abs(this.getSoprano() - K.getSoprano());

dist = ten + alt + sop;
return dist;
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/

ok

¥Toma un numero entero y actua sobre el valor actual
x*de la triada.

* @param numero

* Numero que actua

*/

public void Accion(int numero){
if (numero>6) {numero = numero%7;}

I

[ ®%

(numero){

: { this.Suma(0,0,1);
- { this.Suma(-1,0,0);

{ this.Suma(0,1,1);

switch
case b
case 2
case 3:
case 4
case 1
case 6
case 0:
default: ;
}

. { this.Suma(-1,-1,0);
. { this.Suma(1,1,1);
. { this.Suma(-1,-1,-1);

break;}
break;}
break;}
break;}
break;}
break;}

% Se mueve al segundo acorde mas cercano con respecto
*a la accion de la base
% @param numero

*/

public void Accion2(int numero) {
if (numero>6) {numero =

case
case
case
case
case
case

D= WO

switch
{ this.
{ this.
{ this.
. { this.
{ this.
{ this.

case 0:

(numero) {
Accion(6);
Accion(1);
Accion(2);
Accion(3);
Accion(4);
Accion(3);

default: ;

this
this
this
this
this
this

numeroh7 ; *

.Accion(6);
.Accion(1);
.Accion(4);
.Accion(1);
.Accion(4);
.Accion(3);

break;}
break;}
this.Accion(4);
break;}
break;}
break;}

break;}



A. Cédigo del generador de triadas diaténicas 98

[ **
Crea un archivo en formato Lilypond con una progresi\’on de acordes
dada por el usuario. Se especifica la escala y la duracion de los
acordes, asi como una triada base y una sucesion de elementos en
77 para que actuen sobre el bajo. Se utiliza la conduccion
de voces de la minima distancia (o segunda cercana )con la metrica
melodica.
Tempo 2/4. Regresa el nombre del archivo impreso.
*Indica la base de la escala.
* @param baseEscala
* @param tipoEscala
* @param dur
* @param acciones
* Q@return
*/
public String PROGRESION
(int baseEscala,char tipoEscala,int dur,int[] acciones){
// Tiene el bajo normalizado con nota minima el do4.
// 2/4
int templ = 2;
int temp2 = 4;
Lily L = new Lily(Q);
String ARCHIVO = "";
String Nombre = "Progresion";

*OK X X X X ¥

Escala Dom = new Escala(baseEscala,tipoEscala);
int[] E = Dom.getNotas();

Triada T = new Triada(Tr[0][0],Tr[1][0],Tx[2][0]);
// FIN Preparativos

// INICIO MUSICA

int 'T1,T2,T8;

int notas = acciones.length;
int[] TR = new int[3];

int[] Bas = new int[notas+1];

ARCHIVO += L.vozl(templ,temp2);
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T1 = T.getTenor();
T2 = T.getAlto();
T3 = T.getSoprano();

Bas[0] = T.getBaseNormalizada();

TR[0] = Dom.getNota(T1);
TR[1] = Dom.getNota(T2);
TR[2] = Dom.getNota(T3);

ARCHIVO += L.acorde(TR, dur);
for(int i = 0; i<notas ; i++){
if (acciones[i]>0){
T.Accion(acciones[il);
Telsed{
T.Accion?2(Math.abs(acciones[i]));
}

Il

T1 = T.getTenor();

T2 = T.getAlto();

T3 = T.getSoprano();

Bas[i+1] = T.getBaseNormalizada();

I

TR[0] = Dom.getNota(T1);
TR[1] = Dom.getNota(T2);
TR[2] = Dom.getNota(T3);

ARCHIVO += L.acorde(TR, dur);
}//for

ARCHIVO += L.voz2(templ,temp2);
for(int j = 0; j<notas+l ; g+ {

ARCHIVO += L.nota(Dom.getNota(Math.abs(Bas[j])))+L.duracion(dur);
}

// FIN MUSICA.

ARCHIVO += L.despues(2,templ,temp2);
ARCHIVO += (char) (37)+"Operaciones realizadas\n"+(char) (37)+"(";
for(int k =0; k<notas-1;k++){
ARCHIVO += acciomes[k]+", ";
}
ARCHIVO += acciones[notas-1]1+")\n";

ARCHIVO += (char)(37)+"Clase del bajo\n"+(char)(37)+”(";
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for(int k =0; k<notas;k++){
ARCHIVO += Bas[k]%7+", ";

}

ARCHIVO += Bas[notas]¥%7+")";

System.out.println (ARCHIVO) ;
String Nom2=L.ImprimirArchivoNom(ARCHIVO,Nombre+".1ly");

return Nom2;

+
[/ *%
* Crea un archivo en formato Lilypond con una
* progresi\’on de acordes en
* formato como el peque”{n}o preludio de Bach
* manejado en la tesis.
* Se especifica la escala y la duracion de los
* acordes, asi como una triada base y una sucesion
* de elementeos en Z7
* para que actuen sobre el bajo. Se utiliza la
* conduccion de voces de la
* minima distancia (o segunda cercana )con la
* metrica mel\’odica.
* Tempo 4/4. Regresa el nombre del archivo
* impreso.

* @param baseEscala
@param tipoEscala

@param dur
@param acciones
@return

* K ¥ *

*/

public String PRELUDIO

(int baseEscala,char tipoEscala,int dur, int[] acciones){
// Tiene el bajo normalizado con nota minima el do4.

int templ = 4;
int temp2 = 4;

int durBas = 4;

int dur2 = 16;

Lily L = new Lily();



A. Codigo del generador de triadas diatdnicas

101

String ARCHIVO = "";
String Nombre = "Preludio";

Escala Dom = new Escala(baseEscala,tipoEscala);
int[] E = Dom.getNotas();

Triada T = new Triada(Tr[0] [0],Tr[1][0],Tr([2][0]);
// FIN Preparativos

// INICIO MUSICA

int T1,T2,T3;

int notas = acciones.length;
int[] TR = new int[3];

int[] Bas = new int[notas+1];

ARCHIVO += L.vozl(templ,temp2);
T1 = T.getTenor();

T2 = T.getAlto();

T3 = T.getSoprano();

Bas[0] = T.getBaseNormalizada();
TR[0] = Dom.getNota(T1);

TR[1] = Dom.getNota(T2);

TR[2] = Dom.getNota(T3);

ARCHIVO += "r"+dur2+" "+L.arpegioSube (TR, dur2);
for(int i = 0; i<notas ; i++){
if (acciones[i]>0){
T.Accion(acciones[i]);
Yelse{
T.Accion2(Math.abs(acciones[i]));
+
T1 = T.getTenor();
T2 = T.getAlto();
T3 = T.getSoprano();
Bas[i+1] = T.getBaseNormalizada();
TR[0] = Dom.getNota(T1);
TR[1] = Dom.getNota(T2);
TR[2] = Dom.getNota(T3);
ARCHIVO += "r"+dur2+" "+L.arpegioSube(TR, dur2);
}//for

1l
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ARCHIVO += L.nota(Dom.getNota(Math.abs(Bas[j])))+L.duracion(dur);

ARCHIVO += (char) (37)+"Operaciones realizadas\n"+(char) (37)+"(";

ARCHIVO += L.voz2(templ,temp2);
for(int j = 0; j<notas+l ; j++){

¥
// FIN MUSICA.
ARCHIVO += L.despues(2,templ,temp2);

for(int k =0; k<notas-1;k++){
ARCHIVO += acciomes[k]+", ";

}

ARCHIVO += acciones[notas-1]+")\n";

ARCHIVO += (char)(37)+"Clase del bajo\n"+(char) (37)+"(";
for(int k =0; k<notas;k++){ -
ARCHIVO += Bas[k]%7+", ";

}

ARCHIVO += Bas[notas]%7+")";

System.out.println(ARCHIVO) ;
String Nom2=L.ImprimirArchivoNom(ARCHIVO,Nombre+".1ly");
return Nom2;

}
Jkk
* Crea un archivo en formato Lilypond con una
* progresil’on de acordes en
* formato 0535 dada por el usuario.
* Se especifica la escala y la duracion de los
* acordes, asi como una triada base y una sucesion
* de elementos en Z7
* para que actuen sobre el bajo. Se utiliza la
* conduccion de voces de la
* minima distancia (o segunda cercana )con la
* metrica mel\’odica.
* Tempo 4/4. Regresa el nombre del archivo
* impreso.

* @param baseEscala
* @param tipoEscala
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* @param dur
* @param acciones
* @return
*/
public String SONATA
(int baseEscala, char tipoEscala, int dur, int[] acciones){
// Tiene el bajo normalizado con nota minima el do4.

// 2/4
int templ = 4;
int temp2 = 4;

int durBas = 4;
int dur2 = 16;

Lily L = new Lily();
String ARCHIVO = "";
String Nombre = "Sonata";

Escala Dom = new Escala(baseEscala,tipoEscala);
int[] E = Dom.getNotas();

Triada T = new Triada(Tr[0] [0],Tr[1]1[0]1,Tr[2][0]);
// FIN Preparativos

// INICIO MUSICA

int T1,T2,T3;

int notas = acciones.length;
int[] TR = new int[3];

int[] Bas = new int[notas+1];

ARCHIVO += L.vozl(templ,temp2);
T1 = T.getTenor();

T2 = T.getAlto();

T3 = T.getSoprano();

Bas[0] = T.getBaseNormalizada();
TR[0] = Dom.getNota(T1);

TR[1] = Dom.getNota(T2);

TR[2] = Dom.getNota(T3);

ARCHIVO += L.arpegio0535(TR, dur2);
for(int i = 0; i<notas ; i++){
if (acciones[i]>0){
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ARCHIVO

ARCHIVO += (char) (37)+"Operaciones realizadas\n"+(char) (37)+"(";

/[ *k

T.Accion(acciones[i]);
Yelsed{
T.Accion2(Math.abs(acciones([i]));
F
T1 = T.getTenor();
T2 = T.getAlto();
T3 = T.getSoprano();
Bas[i+1] = T.getBaseNormalizada();
TR[0] = Dom.getNota(T1);
TR[1] = Dom.getNota(T2);
TR[2] = Dom.getNota(T3);
ARCHIVO += L.arpegio0535(TR, dur2);
}//for

ARCHIVO += L.voz2(templ,temp2);
for(int j = 0; j<notas+l ; j++){

+= L.nota(Dom.getNota(Math.abs(Bas[j])))+L. duraclon(dur)

+

// FIN MUSICA.
ARCHIVO ;= L.despues(2,templ, temp2) ;
for(int k =0; k<notas-1;k++){

ARCHIVO += acciomes[k]+", ";

}
ARCHIVO += acciones[notas-1]+")\n";

ARCHIVO += (char) (37)+"Clase del bajo\n"+(char) (37)+"(";

for(int k =0; k<notas;k++){
ARCHIVO += Bas[k]%7+", ";

¥

ARCHIVO += Bas[notas]%7+")";

System.out.println(ARCHIVO);
String Nom2=L.ImprimirArchivoNom(ARCHIVO,Nombre+".1y");
return Nom2;
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Crea un archivo en formato Lilypond con una

progresion de clases de

*

%

* triadas asi como las clases del bajo.

* Por convencion musical se ponen las triadas
snormalizadas con respecto a la nota base en la

* octava de do central,

* mientras que el bajo se pone dos octavas abajo.

* @param baseEscala

#*Indica la base de la escala.

* @param tipoEscala

*Indica el tipo de la escala ’M’: mayor ’m’:

* @param dur

#Indica la duracion de las notas de la escala.

* @param acciones

*Indica las operaciones a realizar.

*/

public void ProgresionTZ7

(int baseEscala,char tipoEscala,int dur,int[Jacciones){
// Tiene el bajo normalizado con nota minima el do4.

/1 2/4

//templ,temp2
int templ = 2;
int temp2 = 4;

Lily L = new Lily();
String ARCHIVO = "";

String Nombre = "Triadas";

Escala Dom = new Escala(baseEscala,tipoEscala);
int[] E = Dom.getNotas();

Triada T = new Triada(Tr[0] [0]%7+3*7,Txr[1] [0]1%7+3*7,Tr [2] [0]%7+3%7) ;

// FIN Preparativos

// INICIO MUSICA
int T1,T2,T3;

int notas = acciones.length;

int[] TR = new int[3];

int[] Bas = new int[notas+1];

ARCHIVO += L.vozl(templ,temp2);
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It

T1 = T.getTenor () %7+3%*7;

T2 = T.getAlto()%7+3%7;

T3 = T.getSoprano()%7+3%T7;
Bas[0] = T.getBaseNormalizada();

TR[0] = Dom.getNota(T1);
TR[1] = Dom.getNota(T2);
TR[2] = Dom.getNota(T3);

ARCHIVO += L.acorde(TR, dur);
for(int i = 0; i<notas ; i++){
T.Accion(acciones[i]);

T1 = T.getTenor ()}7+3%7;

T2 = T.getAlto()%7+3%7;

T3 = T.getSoprano()%7+3*7;
Bas[i+1] = T.getBaseNormalizada();

Il

TR[0] = Dom.getNota(T1);
TR[1] = Dom.getNota(T2);
TR[2] = Dom.getNota(T3);

ARCHIVO += L.acorde(TR, dur);
}//for

ARCHIVO += L.voz2(templ,temp2);
for(int j = 0; j<notas+l ; j++){

ARCHIVO += L,nota(Dom.getNota(Math.abs(Bas[j])))+L.duracion(dur);
}

// FIN MUSICA.

ARCHIVO += L.despues(2,templ,temp2);
ARCHIVO += (char) (37)+"Operaciones realizadas\n"+(char) (37)+"(";
for(int k =0; k<notas-1;k++){
ARCHIVO acciones[k]+", ";
}
ARCHIVO +

+
Il

acciones[notas-1]+")\n";

ARCHIVO +
for(int
ARCHIVO

r
ARCHIVO +

(char) (37)+"Clase del bajo\n"+(char) (37)+"(";
=0; k<notas;k++){
Bas [k]%7+", ";

+ "
Il

]

Bas[notas]%7+")";
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System.out.println(ARCHIVO);
L. ImprimirArchivo (ARCHIVO, Nombre+".1y");

/®%
* Toma el bajo de una sucesion de acordes, asi como las acciones
*correspondientes a dicho bajo y genera un bajo
* melodico. Puede mejorarse
*creando una funcion que dado una sucesion de
* clase de bajos obtengamos
* las acciones necesarias para generar dicho bajo.
*# Falta Revisar el rango
*de la voz
* @param Bas
* @param acciones
* @return
*/
public int[] BajoMelodicoNormalizado(int[] Bas, int[] acciones){
// Revisar rango de la voz
int[] BasMel = new int[Bas.length];
BasMel [0]=Bas [0] A7+ 2%7;
int k = 0;
int M = 0;
for(int i = 0; i<Bas.length-1; i++){
//k = (Bas[i+1]%7-Bas[i]1%7);
k = acciones[i]%7;
if (k>3){
M = Math.abs(7-k/T7);
BasMel[i+1]=BasMel[i]-M;
Yelse{
//BasMel [i+1]=BasMel[i]+(Bas[i+1]%7-Bas[i]%7);
BasMel [i+1]=BasMel [i] +k;

}

return BasMel;

/] ————- Funciones con triadas.
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[ x%
* Se asigna un vector (B,T,Q) que se suma a la
*triada donde la primer
* coordenada es la base del acorde, T es la tercera y
* ] es la quinta.
# Esta funcion se encarga de que se sumen
* correctamente.
* @param B
*Valor que se suma a la base.
* @param T
*Valor que se suma a la triada.
* @param {
*Valor que se suma a la quinta.
*/ _
public void Suma(int B, int T, int @) {
for(int i = 0; i<3; i++){
if ( Tr{il[1] == 1 ){Tr[i][0] = Tr[il[0] + B;}
else{if ( Tr[il[1] == 3 ){Tr[i] (0] Tr[i] [0] + T;}
else{if( Tr[il[1] == 5 ){Tr[i][0] = Tr[il[0] + Q;}//if3}//else 2

Il

}//else 1
}//else 2
}//for
this.setEstructura() ;
+
VAL

* Revisa que se evite el cruce de voces, asi como
* que en efecto sea
% una triada. Cumple la funcion de EST en la teoria
* de la tesis.
*/
public void setEstructura(){
if ( Tr[11[01<Tr[0]1[0] | Tr[2][0l<Tr(0][0] | Tr[2][0I<Tr[1il[0] ){
System.out.println("ERROR..."+Tr[0] [0]+", "+Tr[1] [O]+", " +
"n+Tr[2] [0]+", cruce de voces.");
JUptionPane.showMessageDialog(null, "ERROR... cruce de voces.");
System.exit (1) ;
}
if ((Tr[1] [0]1-Tr[0] [0])%7==2 & (Tr[2][01-Tr[0][01)%7==4 ){
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Tr[0] [1]=1;
Tr[1] [1]1=3;
Tr[2] [1]1=5;
}else {//else 1
i£( (Tr[11[0]1-Tr[01[01)%7==4 & (Tr([2][01-Tr[0] [0])%7==2 ){
Tr[0] [1]1=1;
Tr[1] [1]=5;
Tr[2] [1]=3;
Yelse {//else 2
if( (Tr[11[01-Tr[0]1[01)%7==2 & (Tr[2][0]1-Tr[0][0]1)%7==5 ){
Tr[0] [1]1=3;
Tr[1] [1]1=5;
Tr[2] [1]=1;
Yelse {//else 3
if( (Tr[1][01-Tr[0][01)%7==56 & (Tr([2][0]-Tr[0] [01)%7==2 ){
Tr[0] [1]1=3; .
Tr([1] [1]1=1;
Tr[2] [1]1=5;
Yelse {//else 4
if( (Tr[11[01-Tr[01[01)%7==3 & (Tr[2][0]1-Tr[0][01)%7==5 ){
Tr[0] [1]=5;
Tr[1] [1]1=1;
Tr[2] [1]=3;
}else {//else 5
if( (Tr[1]1[0]-Tr[0]1[01)%7==5 & (Tr[2][0]-Tr[0][0])%7==3 b
Tr[0] [1]=5;
Tr[1] [1]=3;
Tr[2] [1]=1;
}Yelse{//else 6
System.out.println(”ERRDR...”+Tr[0][O]+”, npTell] [Ol+", "
nuyTr[2] [0]+", no es una triada");
JUptionPane.showMessageDialog(null, "ERROR... no es una triada");
System.exit(1);
}//else 6
}//else 5
}//else 4
}//else 3
}//else 2
}//else 1
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/*%
* Regresa el valor de la voz alto en la triada.
#* @return
*/
public int getTenor(){
return Tr[0] [0];
}
Ve
* Regresa el valor de la voz alto en la triada.
* Qreturn
*/
public int getAlto(){
return Tr([1] [0];
}
/ &k
* Regresa el valor de la voz alto en la triada.
* @return
*/
public int getSoprano(){
return Tr[2] [0];
}

VEE:
* Regresa el valor de la voz que es la base del
* acorde en la triada.
* @return
*/
public int getBase(){
int Base = -100;
for(int i = 0; i < 3; i++){
if( Tr[il[1]==1 ){ Base = Tr[i]l[0]; }
i
return Base;
}
[ H
* Regresa la clase del acorde de acuerdo a su base.
* Es normalizado por
* que lo muestra en la octava Do4 - Dob5.
* @return
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*/

public int getBaseNormalizada(){
int Base = -100;
for(int i = 0; i < 3; i++){

if( Tr[i]l[11==1 ){ Base = Tr[i] [0]; }

+
Base = Basel,7 + 2x%7;
return Base;

VES:
* Regresa el valor de la voz que es la tercera del
* acorde en la triada.
* @return
*/ )
public int getTercera(){
int Tercera = -100;
for(int i = 0; i < 3; i++){
if( Tr[i]l[1]==3 ){ Tercera = Tr[i][0]; }

¥
return Tercera;
¥
/ xk
* Regresa la clase del acorde de acuerdo a su base.
* Es normalizado por
* que lo muestra la primer nota en la octava Do4d -
* Dob y tiene rango de

kuna octava.

* Qreturn
*/
public int getTerceralNormalizada(){
int Tercera = -100;

for(int 1 = 0; i < 3; i++){
if( Tr[i]l[1]==1 ){ Tercera = Tr[i][0]; }
}
Tercera = Terceral7 + 2%7;
return Tercera;

YE S
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* Regresa el valor de la voz que es la quinta del
* acorde en la triada.
* @return
*/
public int getQuinta(){
int Quinta = -100;
for(int i = 0; i < 3; i++){
if( Tr[il[1]1==5 ){ Quinta = Tr[i][0]; %
+

return Quinta;

[ x*
* Regresa que parte de la triada es la voz tenor,
* si la base (1), tercera(3)
*0 quinta(b);
* @return
*/
public int getTenorTip(){
return Tr[0] [1];
+
YEE:
* Regresa que parte de la triada es la voz alto,
¥si la base (1), tercera(3)
*o quinta(b);
* @return
*/
public int getAltoTip(){
return Tr[1][1];
}
FEE:
* Regresa que parte de la triada es la voz alto,
% si la base (1), tercera(3)
*0 quinta(5);
% @return
*/
public int getSopranoTip(){
return Tr[2][1];
%

[ ®%
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*Este vector de tres componentes guarda el valor de

* las voces Tr[0] [0]:

*Tenor, Tr[1][0]: Alto, Tr[2][0]: Soprano. La segunda
* componente indica

*el grado de la nota en la triada si la base (1),

* tercera(3) o quinta(5),

*/
int[][] Tr = new int[3][2];
¥
A.3. Clase Lily
/*
* Lily.java
*/ .

package TesisMusica;

import java.util.Calendar;

import java.lang.Math;

import java.lang.String;

import java.util.GregorianCalendar;
import java.io.*;

import java.util.Random;

public class Lily {

public Lily() {
}

// INICIO FORMATO

// Comillas

VA TS

* Funcion para Lilypond que imprime un par de comillas: ’’
* @return

*/

public static String 11(){
String reg = ""+(char) (34);
return reg;
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yE:
* Funcion para Lilypond que imprime una comilla: °
* @return
*/
public static String 1(){
String reg = ""+(char) (39);
return reg;

VAL
* Funcion para Lilypond que imprime la version del
* mismo con la que se
* trabaja
* @return
*/
public static String version(){
String reg = "\n\\version "+11()+"2.10.10"+11()+"\n\n";
return reg,

}

/%
* Funcion para Lilypond que escribe el preambulo
* para la musica que
kconsistira de solo una voz. Toma como parametros
* el tempo que llevara.
*Indicado por tl para el numero superior y t2 para el
* inferior.
*Por ejemplo cuatro cuartos seria til=4, t2=4.
* @param tl
* @param t2
* @return
*/
public static String vozl(int t1, int t2){
// Para piano
String reg = "arriba = \\context Voice = "+11()+"one"+11();
reg 4= n\n\nn;
reg += ”{\n\n";
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// reg += "\\key "+s+"\n"; Clave, opcional
reg += "\\clef treble\n\n";

reg 4= “\\time "+t1+”/"+t2+"\n\n";

return reg;

¥

/ ¥k

% Funcion para Lilypond que escribe el preambulo para la musica que
#consistira de dos voces. Toma como parametros el tempo que llevara.
#*Indicado por tl para el numero superior y t2 para el inferior.

#Por ejemplo cuatro cuartos seria tl=4, t2=4.

* @param tl

* @param t2

* @return

*/

public static String voz2(int t1, int t2){
// Para piano
String reg = "\n}\n\n";
reg += "\n\nabajo = \\context Voice = "+11()+"two"+110);
reg += "{\n\n";
reg += "\\clef bass\n\n";
reg = "\\time "+t1+"/"+t2+"\n\n";
return reg,

/**

% Funcion para Lilypond que imprime la segunda

* parte del archivo, junto

*con los parametros necesarios para la salida de
* audio MIDI. Toma como

*parametro el mismo tempo que se indico para vozl
* y voz2, asi como el

*numero de voces que se manejan: 1 o 2.

* @param voces

* @param tl

* Q@param t2

* Qreturn

*/

public static String despues(int voces, int tl, int t2){
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//\bar *||"

String reg = "\\bar"+11()+"||"+11()+"\n}\n\n";
reg += "\\score {\n\n";

reg += "\\context PianoStaff <<\n";

reg += "\t\\context Staff = "+11()+"treble"+11();
reg += "\n\t<<\n";

reg += "\t\\time "+t1+"/"+t2+"\n";

reg += "\\arriba\n";

reg += "\n\t>>\n";

if (voces == 2)
{
reg += "\t\\context Staff = "+11()+"bass"+11();
reg += "\n\t<<\n";
reg += "\\abajo\n";
reg += "\n\t>>\n";

¥
reg += ">>\n";
reg += "\\layout { Fn";
reg += "\\midi {\n";
reg += "\t\\context {\n";
reg += "\t\\Score\n";
reg += "\ttempoWholesPerMinute = #(ly:make-moment 90 4)\n";
reg += "\tHn";
reg += "\tH\n";
reg += "}";
reg += "";
reg += version();
return reg;
}
Ve

#* Funcion para Lilypond que le asigna un numero a
% cada nota de la escala,

# utilizando sostenidos. Consiste de siete octavas.
* Qparam d

* @return
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public static String nota(int d){
// Se puede corregir lo de la 1();
// Tambien falta con bemoles.

+=
+=

String reg = "";
switch (d)
{
case 0: reg
case 1: reg
case 2: reg
case 3: reg
case 4: reg
case b: reg
case 6: reg
case 7: reg
case 8: reg
case 9: reg
case 10: reg
case 11l: reg
case 12: reg
case 13: reg
case 14: reg
case 15: reg
case 16: reg
case 17: reg
case 18: reg
case 19: reg
case 20: reg
case 21: reg
case 22: reg
case 23: reg
case 24: reg
case 25: reg
case 26: reg
case 27: reg
case 28: reg
case 29: reg
case 30: reg
case 31: reg

"c,,"; break;
"cis,,"; break;
"d,,"; break;
"dis,,"; break;
"e,,"; break;
"f£,,"; break;
"fis,,"; break;
"g,,"; break;
"gis,,"; break;
"a,,"; break;
"ais,,"; break;
"b,,"; break;
"c,"; break;
"cis,"; break;
"d,"; break;
"dis,"; break;
"e,"; break;
"f,"; break;
"fis,"; break;
"g,"; break;
"gis,"; break;
"a,"; break;
"ais,"; break;
"b,":; break;
"e": break;
"cis"; break;
"d"; break;
"dis"; break;
"e"; break;
"f', break;
"fis"; break;
"g"; break;
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case 32: reg += "gis"; break;
case 33: reg += "a"; break;
case 34: reg += "ais"; break;
case 35: reg += "b"; break;
// Do central

case 36: reg += "c"+ 1(); break;

case 37: reg += "cis"+ 1(); break;

case 38: reg += "d"+ 1(); break;

case 39: reg += "dis"+ 1(); break;

case 40: reg += "e"+ 1(); break;

case 41: reg += "f"+ 1(); break;

case 42: reg += "fis"+ 1(); break;

case 43: reg += "g"+ 1(); break;

case 44: reg += "gis"+ 1(); break;

case 45: reg += "a"+ 1(); break;

case 46: reg += "ais"+ 1(); break;

case 47: reg += "b"+ 1(); break;

case 48: reg += "c"+ 1()+1(); break;
case 49: reg += "cis"+ 1()+1(); break;
case 50: reg += "d"+ 1(0)+1(); break;
case 51: reg += "dis"+ 1()+1(); break;
case 52: reg += "e"+ 1()+1(); break;
case 53: reg += "f"+ 1()+1(); break;
case 54: reg += "fis"+ 1()+1(); break;
case 55: reg += "g"+ 1()+1(); break;
case 56: reg += "gis"+ 1()+1(); break;
case 57: reg += "a"+ 1()+1(); break;
case 58: reg += "aig"+ 1()+1(); break;
case 59: reg += "b"+ 1()+1(); break;
case 60: reg += "¢"+ 1(0)+1(0)+1(); break;
case 61: reg += "cis"+ 1()+1()+1(); break;
case 62: reg += "d"+ 1()+1()+1(); break;
case 63: reg += "dis"+ 1()+1()+1(); break;
case 64: reg += "e"+ 1()+1()+1(); break;
case 65: reg += "f"+ 1()+1()+1(); break;
case 66: reg += "fis"+ 1()+1()+1(); break;
case 67: reg += "g"+ 1(0)+1(0+1(); break;
case 68: reg += "gis"+ 1()+1()+1(); break;
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case
case
case

case
case
case
case
case
case
case
case
case
case
case
case

default:

}

69:
T70:
71:

72:
3
74:
75:
76:
77
78:
79:
80:
81:
82:
83:

return reg;

}

/x%

reg +=
reg +=
reg +=

reg +=
reg +=
reg +=
reg +=
reg +=
reg +=
reg +=
reg +=
reg +=
reg +=
reg +=
reg +=

reg +=

* Funcion para lilypond

* una nota,

se escribe

*inmediatamente despues

* ingresa un valor negativo, se

Ilall+
llaiSI|+
IIbH+

||CII+
"CiS“+
Hdll+
||disll+
||ell+
llfll+
||fisll+
"g"'l'
"giS“+
Ila|l+
llaisll+
|]b||+

nn

10+10+1(); break;
10+1(0+1(); break;
10+1()+1(); break;

1O0+10+1()+1(); break;
1O0+10+1()+1(); break;
10+10+10+1(Q); break;
10+10+1(0)+1(); break;
10+10+10)+1(0); break;
10+410+10+1(Q); break;
10+10+10+1(); break;
10+10+10)+1(); break;
10+10+10+1(); break;
10+10+10+1(); break;
10+10+10)+1(); break;
10+10+10+1(); break;

que imprime la duracion de

de la misma. Si se

* imprimira un silencio con dicha duracion.

* @param n
% Qreturn

/

public static String duracion(int n){
String reg = "";

if (n < 0){

reg 4= N rn+(_n)+n n;

¥

else if (n >= 40){
reg += 1l||+n%10+ll H;

}
else {
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reg = Mt ||;
}
return reg;

i

// Funciones de texto
// Polifonia

[ **
* Funcion para Lilypond que inicializa la estructura
* de polifonia, a
* continuacion se escriben las notas de la voz
* superior.
* Qreturn
*/
public static String PolifInic(){

String reg = "<< { ";

return reg,

¥

Ve
*# Funcion para Lilypond que corresponde a la parte
* central de la
*estructura de polifonia. A continuacion estan las
* notas de la segunda voz,
*es precedida por las notas de la primer voz.
* @return
*/
public static String PolifMed(){
String reg =" } \\\\ \n { v;

return reg;

/kk

* Funcion para Lilypond que termina con la

* estructura de polifonia. Es

* precedida por Poliflnic, las notas de la primera voz,
* PolifMed

* y las notas de la segunda voz
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* @return
*/
public static String PoliFin(){
String reg = " } >>";
return reg;
L,
AL

* Funcion para Lilypond que Imprime el acorde con 3
* notas en X de duracion ’d’ de manera 0535.

* Donde los numeros anteriores representan

* las partes de la triada.

* @param X

* @param d

* @return

7]

public static String arpegio0535(int[] X, int d){
// funciona solo para acordes de tres notas
String reg = " ";

reg += nota(X[0])+d+" ";
reg += nota(X[2])+d+" ";
reg += nota(X[1])+d+" ";
reg += nota(X[2])+d+" ";

reg 4= N u+n\nu;
return reg;

FET:
* Funcion para Lilypond que imprime la triada con
* notas en X y duracion
#’d’ de manera arpegiada descendente.
* Q@param X
* @param d
* @return
*/
public static String arpegioBaja(int[] X, int d){
String reg = " ",
for (int i = X.length-1; i >=0 ; i —- ){
reg += nota(X[i])+d+" ";
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}

reg 4= uu+u\nu.
return reg,

}

/ %
* Funcion para Lilypond que imprime la triada con
* notas en X y duracion
*’d’ de manera arpegiada ascendente.
* @param X
* @param d
* @return
*/
public static String arpegioSube(int[] X, int d){
String reg = " ";
for (int i = 0; i < X.length; i ++ ){
reg += nota(X[i])+d+" ";

¥
reg 4= n II+II\n||;
return reg;
}
AL
* PFuncion para Lilypond que imprime un acorde de
# duracion ’d’dcon las
% notas del arreglo de tres elementos X.
* @param X
* Qparam d
* Q@return
*/
public static String acorde(int[] X, int d){
String reg = "< ";

for (int i = 0; i < X.length; i ++ ){
reg += nota(X[i])+" ";

}

reg 4= “>”+d+"\n";
return reg;

}
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// FIN FORMATOs

// FALTAN LAS FUNCIONES ESPECIFICAS
// DE ARMONIA Y ESCALAS.

/K%

* Dado un arreglo de enteros A y un valor ’’a’’, nos

* indica si es o no
*elemento del mismo.
* @param a
* @param A
* Q@return
*/
public boolean Elemento(int a, int[] A){
boolean condicion = false;
for(int i=0; i<A.length; i++){
if(a == A[i]){
condicion = true;
+
}

return condicion;

eSS

* Dado el arreglo ’int’ A, obtenemos un elemento al

*azar de los
% contenidos en el mismo
* @param A
* @return
*/
public static int aleat(int[] A){

// Random integers that range from from O to n

Random rand = new Random();
int n = A.length;

int i = rand.nextInt(n);
return A[i];

/ ®k
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* Dado el arreglo ’double’ A, obtenemos un elemento
* al azar de los

* contenidos en el mismo

* @param A

* @return

*/

public static double aleat(double[] A){
// Random integers that range from from O to n
Random rand = new Random() ;
int n = A.length;
int i = rand.nextInt(n);
return A[i];

[/ *k

* Dado un érreglo de numeros ’’double’’ A, nos
* regresa un reordenamiento

* pseudoaleatorio del mismo.

* @param A

* Qreturn

public static double[] MatAleat(double[] A){
// Random integers that range from from O to n
Random rand = new Random();
int n = A.length;
double temp;

for(int i=0; i<n; i++){
int k = rand.nextInt(n);

temp = A[i];
A[i]l = Alk];
Alk] = temp;
¥
return A;

/Hk

* Dado un arreglo de numeros enteros A, nos
*regresa un reordenamiento

* pseudoaleatorio del mismo.
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* Q@param A
* Qreturn
*/
public static intl[] MatAleat (int [] A){
// Random integers that range from from O to n
Random rand = new Random();
int n = A.length;
int temp;

for(int i=0; i<n; i++){
int k = rand.nextInt(n);

temp = A[il;
A[i] = Alk];
A[k] = temp;
k
return A;
}
/ k%

* Imprime el escrito ARCHIVO en un archivo con nombre: NOMBRE
* en la carpeta donde se encuentre la aplicacion. '
* @param ARCHIVO
* @param NOMBRE
*/
public static void ImprimirArchivo(String ARCHIVO, String NOMBRE ){
Calendar cal = new GregorianCalendar();
String anio = String.valueﬂf(cal.get(Calendar.YEAR));
String mes = String.valueDf(cal.get(Calendar.MDNTH)+1);
String dia = String.valueUf(cal.get(Calendar.DAY_DF_MDNTH));
String hora = String.valueOf(cal.get(Calendar.HDUR_DF_DAY));
String minuto = String.valueUf(cal.get(Calendar.MINUTE));
String segundo = String.valueOf(cal.get(Calendar.SECUND));

String Nombre = mes+"-"+dia+"-"+anio+"-Hr-"+hora+"-"
+minuto+"-"+segundo;
NOMBRE = Nombre+"-"+NOMBRE;
// Intentar sacar a archivo
FileOutputStream out; // declare a file output object
PrintStream p; // declare a print stream object
try
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{
// Create a new file output stream
// connected to "myfile.txt"
out = new FileOutputStream(NOMBRE) ;
// Connect print stream to the output stream
p = new PrintStream( out );
p.print (ARCHIVO) ;
p.close();
iy
catch (Exception e)
{
System.err.println ("Error writing to file");
}
:;
VAL :
* Imprime el escrito ARCHIVO en un archivo con nombre: NOMBRE en la
* carpeta donde se encuentre la aplicacion. Anexando la fecha en
* que fue creado.
* @param ARCHIVO
* @param NOMBRE
* Q@return
W
public static String ImprimirArchivoNom

(String ARCHIVO, String NOMBRE ){
Calendar cal = new GregorianCalendar();

String anio = String.valueOf(cal.get(Calendar.YEAR));

String mes = String.valueOf(cal.get(Calendar.MONTH)+1);

String dia = String.valueOf(cal.get(Calendar.DAY_OF_MONTH));
String hora = String.valueOf (cal.get(Calendar.HOUR_OF_DAY));
String minuto = String.valueOf(cal.get(Calendar.MINUTE));
String segundo = String.valueOf (cal.get(Calendar.SECOND)) ;
String Nombre = mes+"-"+dia+"-"+anio+"-Hr-"+hora+"-"+minuto+"-"
+segundo;

NOMBRE = Nombre+"-"+NOMBRE;
// Intentar sacar a archivo
FileOutputStream out; // declare a file output object
PrintStream p; // declare a print stream object
try



A. Cédigo del generador de triadas diatdnicas 127

{
// Create a new file output stream
// connected to "myfile.txt"
out = new FileOutputStream(NOMBRE);
// Connect print stream to the output stream
p = new PrintStream( out );
p.print (ARCHIVQ) ;
p.close();

}

catch (Exception e)

1
System.err.println ("Error writing to file");

}

return NOMBRE;
}
+
A.4. Clase principal: TriadasDiatonicas101
/*
*x TriadasDiatonicaslOl. java
*/

package triadasdiatonicasl01;
import java.io.*;

import java.lang.Math;

import java.lang.String;

import javax.swing.JOptionPane;
import TesisMusica.Triada;
import TesisMusica.Lily;

public class TriadasDiatonicas101 {

public TriadasDiatonicas101() {
¥

public static void main(String(] args) {
Lily L = new Lily();
String ans, archivoNom;
int tenor, alto, soprano, numUp, esc;
char tipo;
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JOptionPane.showMessageDialog(null,"Bienvenido a Triadas diatonicas "
+"1.01.\n\nA continuacion ingresa los datos que se te indican "
+"para\nobtener una progresion de triadas diatonicas en " +
"la escala do mayor. \n" +
"Al final obtendras tres archivos que debes compilar con " +
"Lilypond\npara poder accesar las partituras y los " +
"archvos MIDI.\n\n");
ans = JOptionPane.showInputDialog(null,
"Ingrese triada inicialln" +
"(0=do central): Tenor");
tenor = Integer.parselnt(ans);
tenor = tenor + 3%7;//0
ans = JOptionPane.showInputDialog(null,
"Ingrese triada inicial: Alto");
“alto = Integer.parselnt(ans);
alto = alto + 3%7;//2
ans = JOptionPane.showInputDialog(null,
"Ingrese triada inicial: " +
"Soprano") ;

soprano = Integer.parselnt(ans);
soprano = soprano + 3%7;//4
Triada T = new Triada(tenor,alto,soprano);

ans = JOptionPane.showInputDialog(null, "Numero de operaciones.");
numOp = Integer.parselnt(ans);
int[] accionUs = new int[numOp];
for (int i =0; i<accionUs.length; i++){

ans = JOptionPane.showInputDialog(null, "Ingrese las operaciones " +

" (x>0 operacion +, x<0 operacion +’ )");

accionUs[i]l=Integer.parselnt(ans);

Ly

int dur = 4;

T.Inicializar(tenor,alto,soprano);

archivoNom = T.PROGRESION(O,’M’,dur,accionUs);
JOptionPane.showMessageDialog(null, "Ejecutar archivo:
"+archivoNom+" " +
"\ncon el programa lilypond para obtener el resultado.");

archivoNom = T.PRELUDIO(O,’M’,dur,accionUs);
JDptionPane.showMessageDialog(null, "Ejecutar archivo:
"+archivoNom+" " +
"\ncon el programa lilypond para obtener el resultado.");
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archivoNom = T.SONATA(O,’M’,dur,accionUs);
JOptionPane.showMessageDialog(null, "Ejecutar archivo:
"+archivoNom+" " +
"\ncon el programa lilypond para obtener el resultado.");
}
+

A.5. Disco compacto con sonidos, programa y documentacion.

Como anexo a esta tesis se incluyen los sonidos para todos los ejemplos, el progra-
ma ejecutable, asi como su cddigo y documentacién, en un disco compacto. También
pueden obtenerse directamente de la pdgina:

http://cristian.manuel.googlepages.com/tesis

o bien contactandome en cristian.manuel@gmail.com con gusto se lo puedo pro-
porcionar.
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