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RESUMEN de la tesis que como requisito parcial para la obtencién
de la Licenciatura en Fisica presenta Miguel Angel Gonzalez Mandujano.

Ensenada, Baja California, México, Enero de 2009.

ESPARCIMIENTO ELECTROMAGNETICO POR UN
CILINDRO DE RADIO ARBITRARIO

Resumen aprobado por:
o
Dr. Claudio Ismael Valéncia Yaves

Director de tesis

Resumen.
En este trabajo se desarrollé un formalismo bidimensional para calcular la efi-

ciencia y el coeficiente diferencial de esparcimiento en un cilindro de radio pequeno,
comparado con la longitud de onda incidente.

Se realizaron estudios numéricos en medios materiales de conductividad finita y en
el agua, teniendo en cuenta la dispersién de los medios cuando se modifica la longitud
de onda. Los resultados se ilustraron para los modos fundamentales de polarizacién s y
p. Los cdlculos numéricos se implementaron mediante cédigos escritos en FORTRAN
90.

Se estudiaron zonas cercanas a las resonancias que se producen en las curvas exper-
imentales provenientes de la Ag. Se observé en dichas regiones, abruptas variaciones
en el flujo de energia irradiado. '

Se comparé el método vélido para radios pequenos con el método para radios
arbitrarios cuando la onda incidente tiene polarizacién p

v
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Capitulo 1

Introduccion

Muchos sistemas que se pueden encontrar en la naturaleza o bien sistemas fab-.
ricados por el hombre presentan caracteristicas especiales cuando interactian con la
radiacién electromagnética. Por ejemplo si una particula o una coleccién de particulas
se interpone en el camino de un haz luminoso la energia incidente se va a repartir en
energia absorbida por el sistema (en forma de calor) y energia esparcida. Esta tltima
estd relacionada con lo que se conoce com.o' esparcimiento electromagnético.

El espa.rcimient,o electromagnético puede presentar diferencias muy notorias cuan-
do se modifican pardmetros de incidencia, como por ejemplo la polarizacién, la longi-
tud de onda del haz incidente, la funcién dieléctrica del material dispersor o también
su geometria. Dentro de la variedad de sistemas que se pueden estudiar podemos
mencionar los casos en donde los elementos dispersores sean esferas o cilindros.

La importancia de estudiar este tipo de geometrias radica en el hecho de que a
partir de ellas podemos modelar situaciones tanto de interés teérico como experimen-
tal y que las soluciones para el caso de una particula se obtiene en forma analitica.

La mayoria de los formalismos que resuelven sistemas compuestos por colecciones de
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particulas [1, 2] emplea las soluciones analiticas del caso simple de una sola particu-
la. Por lo tanto es muy 1itil contar con soluciones confiables de una particula para
generar la solucién de un sistema complejo de particulas.

Los métodos rigurosos para resolver el problema de esparcimiento electromagnético
estdn basados en las ecuaciones de Maxwell y sus condiciones de frontera. En el
caso particular de la esfera o del cilindro infinito de seccién circular, se proponen
desarrollos vectoriales de los campos electromagnéticos.

Si bien es muy dificil precisar quien fue el primero en desarrollar este tipo de
formalismos, trabajos publicados en 1908 por Mie y en 1909 por Debye constituyen
algunos de los aportes mds importantes considerando pequenas particulas esféricas
3, 4].

Cuando el tamano de las particulas dispersoras'se hace muy chico comparado con
la longitud de onda, aparecen propiedades que pueden interpretarse fisicamente de
una manera clara, por ejemplo la radiacién dipolar de particulas pequefias. Si bien
existen muchos trabajos sobre el tema, la mayoria son para particulas esféricas, con
menos frecuencia encontramos desarrollos validos para geometrias cilindricas.

De acuerdo a lo mencionado anteriormehte, la motivacién principal de este traba-
jo fue estudiar algunos aspectos del espal‘cinlient(; 'elect,romagnético por un cilindro
infinito de seccién circular, tanto para radios pequefios como arbitrarios. Para cubrir

este objetivo entendemos que los aportes principales fueron los siguientes:

1. Desarrollar un método cuasi-estacionario para calcular el esparcimiento para

radios pequenios, basado en el método de la funcién de Green.

2. Implementar un método numérico, a partir de la teoria de Mie, para simular el

esparcimiento electromagnético de un cilindro muy largo de radio arbitrario.
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3. Comparar los dos métodos mencionados anteriormente cuando se trabaja con

cilindros de radios chicos.

Este manuscrito esta organizado de la siguiente manera. En el Capitulo 2 se pre-
senta el marco tedrico, donde se describe de manera elemental la teoria clésica elec-
tromagnética en la cual estdn sustentados los Capitulos posteriores. En el Capitulo 3
se desarrolla el tratamiento cuasi-estacionario partiendo del problema electrostatico
de un cilindro infinito de constante dieléctrica arbitraria inmerso en un campo uni-
forme. Cabe destacar, que en lo que respecta a nuestro conocimiento, no nos hemos
encontrado en la bibliografia el desarrollo utilizado en este Capitulo. En el Capitulo
4 describimos los aspectos principales del esparcimiento por un cilindro, basadoé en
la teoria de Mie. En el Capitulo 5 se efectiian estudios numéricos para cilindros de
radios arbitrarios y también se toma el limite de radios pequefnos. Se comparan las
resonancias de las curvas experimentales de la Ag con las resonancias de las eficiencias

eslﬁarcidas. Finalmente en el Capitulo 6 se dan las conclusiones del trabajo.



Capitulo 2

Marco teorico

En este capitulo se desarrollard la teoria y conceptos utilizados para resolver
nuestro problema. Se partird de las ecuaciones de Maxwell y se terminard en la

formulacién del problema de esparcimiento y en la necesidad de condiciones de la

frontera bien definidas.

2.1. Ecuaciones de Maxwell en el v;ich'

Un campo electromagnético puede ser definido como el estado de ezcitacidn de
cada punto del espacio debido a la presencia de cargas eléctricas. l\'Ié,tenlé.tica.nlellte
lo representaremos por los vectores E' y B, denominados campo eléctrico e induccion
magnética respectivamente. El concepto de campo electromagnético es relativamente
moderno si se tiene en cuenta que el desarrollo histérico de la electricidad y el mag-
netismo tiene sus origenes en la época de los griegos. Una descripciéon detallada del
tema puede encontrarse en los volimenes de Sir Edmund Whittaker [8], o una mds

breve (enfocada a la éptica) en la introduccién del libro de Born and Wolf [7].
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El avance en esta disciplina fue muy rapido entre los siglos XVIII y XIX, en donde
a través de experimentos muy cuidadosos se formularon las leyes fundamentales de
la electricidad y del magnetismo. Este conjunto de hechos empiricos més la genial
contribucién de Maxwell constituye lo que se conoce como la teoria electromagnética.
Desde el punto de vista cldsico dicha teoria es representada por 4 ecuaciones que en

el vacio se escriben de la siguiente manera:

V x E(r,t) = -%?%Q, (2.1)

V. E(r,t) = dnp(r, 1), (2:2)

V x B(r, 1) = 47" (J(r,t) + %%t—» , (23)
V. B(r,1) = 0. (24

Las expresiones (2.1)-(2.4) son las ecuaciones de Mazwell escritas en el sistema
Gaussiano de unidades, el cual serd utilizado a lo largo de todo este trabajo. Las
cantidades p y J son las densidades de carga y corriente respectivalilente,.c.lenom-
inadas usualmente fuentes del campo electromagnético o simplemente fuentes, ¢ .~
3 x 10%cm/seg es la velocidad de la luz en el vacio. .

Las ecuaciones de Maxwell constituyen representaciones diferenciales de los exper-
imentos desarrollados en los siglos XVIII y XIX. La ecuacién (2.1) proviene de la Ley
de induccion de Faraday, la (2.2) de la Ley de Coulomb (frecuentemente menciona-
da como la Ley de Gauss-Coulomb) y la (2.3) de la Ley de Ampere (frecuentemente
mencionada como la Ley de Ampere-Maxwell). La (2.4) es una consecuencia de la
ausencia de monopolos magnéticos.

Si queremos estudiar el comportamiento de un campo electromagnético en una
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region lejana a las fuentes que lo produce, basta con poner p = 0y J=0 en las Ecs.

(2.2) y (2.3). Con estas condiciones y utilizando las otras dos ecuaciones de Maxwell

obtenemos:
1 &PF(x,1)

(,‘2 T = 0, (25)

V2F(r,t)

donde F' puede ser tanto el campo eléctrico E como la induccién magnética B.

Por lo tanto el campo electromagnético en una regién libre de fuentes responde a la

ecuacién de onda (2.5).

2.2. Medios materiales .

Para estudiar un campo electromagnético en presencia de medios materiales es
conveniente introducir dos nuevos vectores D y H denominados desplazamiento
eléctrico y campo magnético respectivamente. Con esta modificacién las ecuaciones

de Maxwell para medios materiales nos quedan:

_ 10B(r,t) ' :
V x E(I‘,t) = —ZT, ‘ (26)
V. D(r,1) = dnj(r, t), @7
V x H(r,1) = 4?“ (J(r, 0+ %%) , (28)

V- B(r,t) = 0. (2.9)
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Los vectores B, B, D y H se relacionan de la siguiente manera:

D(r,t) = E(r,t) + 47 P(r, 1), (2.10)

B(r,t) = H(r,t) + 4nM(r,t), (2.11)

donde P es la polarizacion eléctrica y M la magnetizacion, promedios macroscopi-
cos de los momentos dipolares por unidad de volumen. Para poder determinar con
precisién la respuesta de un material necesitamos especificar lo que se conoce con el
nombre de relaciones constitutivas.

Esto quiere decir que debémos conocer la relacién que existe entre los campos y las
polarizaciones. Este tipo de relaciones suele ser muy complicada para determinados
materiales o bajo condiciones especiales de excitacién.

Afortunadamente existe una extensa variedad de materiales, de interés tedrico y
aplicado, en donde las relaciones constitutivas pueden ser representadas matematica-
mente de manera muy simple. Por ejemplo en los materiales que presentan una re-
spuesta lineal respecto del campo aplicado, independiente de la direccién espacial

e independiente de la posicién, podemos escribir las relaciones constitutivas de la

siguiente forma:

P(r,t) = x(w)B(r,t), (2.12)

M(r,t) = x™(w)H(r,1), (2.13)

donde x¢ y x™ son la susceptibilidad eléctrica y magnética respectivamente. Esta-
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mos asumiendo que estas cantidades son dependientes de la frecuencia w del campo

electromagnético.

Los medios que satisfacen las Ecs. (2.12) y (2.13) se denominan medios lineales,

isétropos y homogéneos o abreviadamente medios LIH. Reemplazando (2.12) y (2.13)

en (2.10) y (2.11) nos queda:

D(r,t) = e(w) E(r, ), (2.14)

B(r,t) = p(w)H(r,t), ' (2.15)
con

€(w) = 1+ 4mx°(w), (2.16)

p(w) =14+ 4rx™(w), (2.17)

~donde € y i son la funcidn o constante dieléctrica y la permeabilidad magnética del

medio respectivamente.

Para medios que obedecen a la Ley de Ohm la relacién constitutival adecuada es
J(r,t) = o(w)E(r,t), (2.18)

donde o representa la conductividad del material.
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2.3. Dependencia armoénica

Asumiendo dependencia arménica en el tiempo tanto para campos como para

fuentes podemos escribir:

F(r,t) = F(r) exp(—iwt), (2.19)
J(r,t) = J(r) exp(—iwt), (2.20)
p(r,t) = p(r) exp(—iwt), (2.21)

donde estamos suponiendo que F' representa a cualquiera de los campos. Reem-

plazando (2.19)-(2.21) en (2.6)-(2.9) nos queda:

V x E(r) = z% H(r), (2.22)

V. E(r) = 47rp—(:—), | (2.23)

V x Hir) = —%“’(eE + zt—” I(r)), (2.94)
V. H(r) = 0. (2.25)

Para metales de conductividad finita donde vale la Ley de Ohm (Ec. 2.18) la (2.24)

se escribe como:

V x H(r) = —"‘fc E, (2.26)

donde
4
bo= €+ e (2.27)
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2.4. Teorema de Poynting

El teorema de Poynting representa la ley de conservaciéon de energia en elec-
trodindmica y puede ser derivado de las ecuaciones de Maxwell. Aplicando (—H-) a

la ecuacién (2.6), (E) a la ecuacién (2.8) y posteriormente sumando ambas ecua-

ciones, se obtiene:

E-(VxH)—H-(vXE)JgJ-EJrl(E-%—?Jrﬂ.aa—f), (2.28)

c
donde suprimimos la dependencia (r,t) en la notacién sélo por comodidad. Uti-

Iizaﬁdo la identidad vectorial:
V-(ExH)=—E-(VxH)+H-(VxE),

podemos escribir (2.28) como:

1 oD 0B

. :

Analizando (2.29), los términos del lado derecho corresponden a la taza de cambio

de la densidad de energia del campo electromagnético:

0 1 oD 0B
—a (we[ +wm) = _217['- (E -aT + H. E) (230)

Esto puede ser mejor visto introduciendo la densidad de energia del campo eléctri-

Co:
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i 1
W = E/ E.dD = §E D (2.31)
0

y la densidad de energia del campo magnético:

I/BH iB=—- 0. B (2.32)
Wy = — . =—H-. A
4 Jo 8w
Sustituyendo en (2.29) se obtiene:
¢ 3]
—V - (ExH)+J-E=—— (W + wn) (2.33)
4 ot

La ecuacién (2.33) describe la transferencia de energia durante la disminucién
de la densidad de energia total del campo electrodinamico en el tiempo. El término
J - E representa el trabajo hecho por el campo sobre densidad de corriente, tambien

conocida como calor de Joule.

Otra razén para la disminucién de la energia del campo es la divergencia del

vector:
c

S
47

(E x H) (2.34)

llamado Vector de Poynting.
Este vector describe la intensidad del flujo de energia por unidad de tiempo a
través de un drea unitaria a través perpendicular a la direccion del ﬂujb. [ S-nda.

Por ltimo integrando (2.33) sobre un volumen arbitrario y aplicando la Ley de Gauss:

J- EdV + ?f S - fida (2.35)
S

(we + W) AV :/

Vv

— !

Esta ecuacién representa la ley de conservacién de energia en electrodinamica
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(Teorema de Poynting); el término S- 7, da el flujo de energfa cruzando el elemento

de drea da en la direccién de la normal 7. El Vector de Poynting apunta en la direccion

de la propagacion de la energia.

2.5. Promedio temporal del vector de Poynting

Si se tiene dependencia arménica en el tiempo la ecuacién 2.34 se puede escribir

CcOomo:

§= 4i (ReEe~™ x ReBe ), (2.36)
. 7r *

0 mds extensamente como:
c :
8= In (E, coswt + iE; senwt) x (B, coswt + iB; senwt), (2.37)

donde el subindice r es la parte real y el subindice 7 indica la parte imaginaria.

Reordenando términos en (2.37) y aplicando el promedio temporal tenemos que:

(S) = % [Er x B, (c()s,2 wt> + (E, x B; + E; x B;) (sinwt coswt) + E; x B; (sin2 wt)] ,

to+T

sustituyendo el valor de los promedios temporales {cos? wt) = % fto cos? wtdt =

1, (cos?wt) = (sin’ wt) y (coswtsinwt) = 0 obtenemos:

(S):é%(ETxBrJrEixB,»),
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para finalizar podemos reescribir la ecuacion anterior en otra forma equivalente como:

(8) = g Re (B x BY). (2.38)

La ecuacién (2.38) es conocida como el promedio temporal del vector de Poynting,

esta ecuacién solo se cumple para ondas arménicas.

2.6. Formulacién del problema de esparcimiento

El problema a resolver en la teoria de esparcimiento es el siguiente, dado una
particula de forma, tamaiio y propiedades pticas especificas. Esta particula es ilumi-
nada por una onda arbitraria monocromética polarizada, se desea encontrar el campo
electromagnético en todos los.puntos en la particula y el campo electromagnético en
todos los puntos donde la par_tfcula esta inmersa. Aunque en este trabajo nos limi-
" tamos a la consideracién de ondas planas armdnicas, esta no es una restricciéon como
parece ya que cualquier tipo de onda puede ser separada en una superposicién de
. ondas planas. Por lo tanto sin importar la iluminacion de nuestro sistema, se puede
encontrar la solucién al problema de absorcién y ésparcimiento por superposicion.
" En este trabajo el campo electromagnético dentro de la particula sera denotado co-
mo (E;,H,) y el campo electr{_omagnét.ico fuera de la particula sera denotado como

(E,, Hy) donde este campo es la superposicion del campo incidente (Eine, Hine) y €l

campo esparcido (Eesp, Hesp), Figura (2.6).

Ey = Eine + Eespy H; = Hipe + Hcsp- (239)
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Figura 2.1: Gréfica de una particula arbitraria incidido por (E;n., Hise) que da origen
al campo interno (E;, H,) y al campo esparcido (Egp, Heps).

2.7. Condiciones de frontera

Las ecuaciones de Maxwell rigen gl campo electromagnético en todo punto del
espacio cuando y y € son continuos. Sin embargo cuando se pasa la frontera que separa
dos medios materiales hay un salto en estas propiedades, el cual ocurre en un espesor
de nivel atémico. Desde un punto de vista macroscépico hay una discontinuidad en la

frontera, en donde se puede demostrar, que los campos electromagnéticos satisfacen:

[B2(x) ~ Ba(a)], x = 0 (2.40)

r en S,

=0 (2.41)

=)

[Hy(z) — Hy(z)], x7

z en S
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donde el versor 72 es normal a la superficie S, la cual representa la frontera entre los
medios; la expresion (2.41) se satisface en ausencia de corrientes en la interface. Las
ecuaciones 2.40 y 2.41 reflejan la continuidad de las componentes paralelas de los
campos en la superficie. Es interesante destacar que esta propiedad de continuidad
de los campos es una condicién suficiente para que se verifique la conservacion de la

energia en la frontera frontera como puede verse en el Apéndice B.



Capitulo 3

Zona de radiacién y funcién de

Green 2-D

En este capitulo se desarrollard una teorfa para el esparcimiento electromagnético
valida en la llamada zona de radiacion, es decir donde p >> ). Realizando la aprox-
imacién cuasi-estacionaria se obtiene el momento dipolar de de un cilindro infinito
inmerso en un campo eléctrico uniforme. Luego-se obtiene una expresién para el

vector potencial y finalmente calculan los campos esparcidos.

3.1. Aproximacién cuasi-estacionaria

En la Fig. 3.1 se representa un cilindro infinito de radio a y constante dieléctrica e,
cuyo eje es paralelo al eje z. El cilindro estd afectado por.un campo eléctrico uniforme
Eo en la direccién y. Se busca encontrar el campo eléctrico total como consecuencia

de la interaccién entre el campo uniforme Eq y el medio material del cilindro.

16
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P

Figura 3.1: Cilindro dieléctrico en presencia de un campo eléctrico uniforme E,

Se parte de la ecuacién de Laplace para obtener el potencial electrostatico y -
posteriormente el campo eléctrico. Dado que el eje del cilindro es paralelo al eje z, el
problema tendrd simetria en este eje, o sea 9. .. /dz = 0. Por lo tanto sélo se necesita
| resolver la ecuacion de Laplace en dos dimensiones, siendo el potencial electrostatico
funcién unicamente de las coordenadas polares p y ¢: @(p,ga).' Entonces se puede
escribir la ecuacion de Laplace de la siguiente manera:

. ) :
%) pae @

en la cual se propone separacion de variables:

®(p, p) = R(p)O(p). (3.2)

Sustituyendo(3.2 ) en (3.1)se obtiene:

pdip (p%ﬁp)) =n’R(p), (3.3)
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d’O(y)

dy? +n?0(p) =0, (3.4)

donde n la constante de separacién. Resolviendo las ecuaciones diferenciales 3.3 y 3.4

se llega a las siguientes soluciones:
R(p) = ap" +bp™", (3.5)

O(p) = Acosnyp + Bsinnyp, (3.6)

para cada valor de n; la solucién general serd una superposicién de (3.5) y (3.6), la

cual puede escribirse de la siguiente forma:

O (p,p) =ag+bglnp+ Z (anp” sin(np + an) + bnp™" sin(ne + Bn)) - (3.7)

n=1

El campo y el potencial electrostdtico tienen que cumplir ciertos requisitos para que
el problema tenga sentido fisico. Por ejemplo el potencial electrostédtico no puede
diverger en el origen, con lo cual b, = 0,V,,. Por otro lado, muy lejos del cilindro se

tiene que recuperar el campo eléctrico uniforme; poniendo esta condicién en términos

del potencial nos queda:
& — —Eyy = —Eypsinp.

Con estas consideraciones los potenciales adentro y afuera del cilindro nos quedan de

la siguiente forma:

Ban(p ) = 3 angsinng, (35)

n=1
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oc
Bear(p, @) = —Eopsing + Y _ Cpp " sinng, (3.9)

n=1

donde los subindices int y ext denotan interior y exterior al cilindro. Las condiciones

de frontera en p = a se pueden escribir como:

1 8(pdentro 1 Bq)fuem
= s s 3.10
a Oy lo= a Op o (eI
aq’dentro a(Dfuera
- = — _— A1
€ 8[) |/’—ﬂ ap |p—¢l: (3 )

donde las Ecs. 3.10 y 3.11 representan la continuidad de la componente paralela del
campo eléctrico y la continuidad de la componente normal del vector desplazamiento-

respectivamente, ambas en p = a.

Aplicando (3.10) y (3.11) en las expresiones (3.8) y (3.9) se obtiene que los tinicos

coeficientes distintos de cero son a; y ¢;:

2F,
= —— 3.12
ay €+1) . ( )
e—1 . :
= Ega®. - 13
C1 et 1 0 (3 )

Por lo que los potenciales quedan de la siguiente manera:

2E, . ‘
it = —6 -I-()lpS]n ¥y (314)

. € —1a?
(I)ext = —EOPSII]‘p (1 - . lp—2> . (315)
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Utilizando :
E=-Vo, (3.16)
nos queda:
2Ey = 2Ey -
Ein = S 3 s 1
' (E+151ntp)p+<6+1coscp>w (3.17)
2Ep \ .
Ein = . 1
! <€ + 1) 4 (3.18)
. ¢ —1a?\ . e—1a%\ .
Eea:t:EOSH“P<1+'€—+T/?),0+EOCOS(,0<1— €+1/?) ©. (3.19)

Se puede ver que el campo incidente y el campo adentro del cilindro son paralelos.

3.2. Funcién de Green en la Norma de Lorentz

En la mayoria de los problemas de electromagnetismo es méds conveniente tratar
primero con los potenciales 4 y ¢ en vez de los campos. E y B. Por ejemplo, la

ausencia de monopolos magnéticos (Ec. 2.4) permite escribir:
B=VxA. (3.20)

Si ahora se combina esta tiltima expresién con la Ley de Faraday (Ec. 2.1) se obtiene:

' 10A
E=-V¢———. 3.21
¢ c Ot (321)
Por lo tanto con las expresiones (3.20) y (3.21) se puede derivar los campos a partir

de los potenciales. Cabe destacar que el potencial escalar ¢ en la Ec. 3.21 no tiene el

mismo significado fisico que en el caso electrostdtico donde vale la Ec. 3.16. Supong-
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amos ahora que se quiere estudiar la propagacién de un campo electromagnético en

el vacio generado por las fuentes J y p. Utilizando la identidad vectorial:

VxVxA=V(V-4)-V4 (3.22)
y la Ley de Ampere-Maxwell (Ec.2.3) podemos escribir:

10%4 10¢ 4
va_g_aﬁ_v[v.A-an}:—?J. (3.23)

Por otro lado aplicando la divergencia a la Ley de Gauss-Coulomb (Ec. 2.2) nos

queda:

o2, 1O(V-A) 4w
v¢+c——3t === (3.24)

Se puede observar de la Ec. 3.20 que se tiene ciertas libertades para elegir el vector
potencial A, estd definido a menos de un gradiente. Esta libertad permite elecciones

que faciliten el calculo de los potenciales. En esta seccién se elige la siguiente relacién:

V.A_;_la_qb:(), ’ . (3.25)
c ot

la cual se denomina condicién o norma de Lorentz. Utilizando 3.25 podemos escribir

en forma compacta:

024 = —%TJ, (3.26)
0%¢ = —4mp, (3.27)
donde
2
O =Vv?- i (3.28)

c? ot
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se denomina operador DAlambertiano. Dado que nuestro problema tiene simetria de
traslacién en z vamos a utilizar la funcién de Green bidimensional para calcular los
potenciales. La linealidad del operador DAlambertiano nos permite expresar dichos

potenciales de la siguiente forma:

P(ray,t) = //G(rmy =gy b= t')ﬁ(r'zy, t)dS'dt’, (3.29)

Alray,t) = / / G ray — Toyrt — t')%J(r;y, £yds'dr, (3.30)

donde G es la funcién de Green, ry,, = pp = pcos @i+ psingy y dS’ es un diferencial

de superficie en el plano x — y. Para este tipo de problemas se pide que la funcién de

Green satisfaga:
(PG (roy — Ty t — 1) = —4m(xay — 15, )5(t — ). ~ (3.31)

Nétese que si se satisface la (3.31), aplicando el operador (1% a los potenciales A y ¢,
. también se satisfacen (3.26) y (3.27). Por lo tanto el problema se reduce a resolver la

Ec. 3.31. La representacién de G en términos de su transformada de Fourier G, se

puede expresar conio:

oo ) ,‘ dw
Glrey— l‘lxy,t — ) = / e —iw(t—t )Gw(rmy - r;y)%. (3.32)

Para escribir (3.32) se utilizé la identidad:

e et
sit—t) = / e"“’“‘”%. (3.33)
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Aplicando la transformada de Fourier a ambos miembros de (3.31) y utilizando la

(3.33) se tiene que:

2
(V2 i %) Gty — r’my) = —4md(rgy — 1g,). (3.34)

Escribiendo la Ec.3.34 en coordenadas polares para el caso ry, # r;,, Nos queda:

10 0
-~ — )+ ki’J G =0, 3.35
[po = (Po ap0> (40) (3.35)

donde k = w/cy po = |rzy — 17, |. Haciendo el cambio de variable u = kpy se obtiene:

2G.  1dG; '
2 T udn +Gr=0. (3.36)

Esta es la ecuacidn de Bessel de orden cero. Entre toda la familia de soluciones de la
Ec. 3.36 las que fisicamente corresponden a ondas salientes son las Hél) funciones de

Hankel orden cero y primera especie. Finalmente nos queda:
Gi(po) = irHS (kpo), (3.37)
donde los casos limites en el origen y en el infinito son:

wm HSY (kpo) = —2in(kpo), (3.38)

po—0

; P T
o el i) = ,/k—;e'“ﬂoﬁ). (3.39)
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Por lo tanto, la Ec. 3.32 queda como:

o 5 ’ 2 i w ’ ™ dw
Glrgy — Xt —1) = / emiwlt=t) [ ET (e ) &Y (3.40)

w /
le‘;y — rzy 27

3.3. Zona de radiacién

Suponiendo todos los eventos arménicos en el tiempo la expresion (3.30) nos queda

COomao:

. _ , o
A(rzv)e—ifdt = l\/‘//J(I‘.{ny)e_ﬂ'ﬂle—iwl(t—t,) —,Lei(%lr”_r"u|+%) didsldt',
| ¢ 2|y — o

reordenando términos:

A(rmy)e—i“{l_—_l /J(r,x )/e—it'(w—w’)@ie—iwlg _,l_ei(%lhxy—r’,yl-f%)dw/dsl,
. ¢ ! 2n %Irfy - r.{r.yl

¢ %lrfy _r.fr:y,

Alra)e™ = 1/ / It )b(w — e, | 2T (F it E) gy,

r;ry

/ o i (2lrmy=r4y 1+5) 457 (3.41)
Irzy :u/

Considerando la zona de radiacién lejana es decir kp >> 1, entonces podemos
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aproximar en el exponente:

b /

/
!rfy_rry PP Ty

Alr) = 1 [300),[5oete P Das, (3.42)

U2 apes) [ (2D
Alen) = - —Q—pe(cﬂﬂ)/J(rzy)ZTyds. (3.43)
c n=0 ’

Los términos decaen rapidamente con n, el término que més contribuird serd el de
n = 0 que es el que se utiliza para la aprozimacidn dipolar eléctrica (momento

dipolar). Con esta aproximacién (3.43) nos queda como:

Alray) =% 27 i(20+3) / 3(x',)dS" (3.44)

“
c

Consideremos la siguiente-identidad:
V- (zJ)=Vz; - J+2;V-J, (3.45)

podemos escribir:

Aplicando (3.46), podemos integrar por partes la (3.44):

Ai(ray) = —%., /z_ief(%rw%) / 2V - J(t,)dS, (3.47)

donde se ha considerado que la distribucién de corrientes J esta acotada en el plano
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x — y. Utilizando la ecuacién de continuidad con dependencia arménica:

V - J(ry,) = iwp(rey), (3.48)

Ty

se tiene que:
) 2 s @ n
Alry) = =2 27 i(zr3) / v p(x! )", (3.49)
(& E'D
La integral [1'p(r')dS’ en (3.49) representa una densidad de momento dipolar
por unidad de longitud en z, a la cual escribiremos como p;, luego el potencial vector

queda de la siguiente forma:

; W (27w, x 4 '
Alra) = =24 [ Dpufo) (3.50)

c

Calculando la induccién magnética a partir del potencial vectorial tenemos para

la zona lejana de radiacién (kp — 00):

' w2 27 i(Lp+Z2) s~
B(ray) = 4 /;pe (20+%) (Fx py). (3.51)

Ahora utilizando E(r,,) = 1VxB y también el limite de radiacién lejana (kp —

00) nos queda:

w2 27 i(2ptE cac A
E(rgy) = Eg\/;pe (E+3) (5 x py) x P (3.52)

La expresion general de la densidad volumétrica dipolar en funcién del campo

P= <€4_7Tl> E. (3.53)

eléctrico para medios LIH es:
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De la Ec. 3.53 podemos calcular la polarizacién inducida py, utilizando el campo

eléctrico que se genera en el interior del cilindro de acuerdo a la Ec. 3.17. De esta

forma podemos escribir a p;, como:
e—1Y\ a?
= —— | =Eu. .54
PL (€+1)2 oY (3.54)

Aplicando esto en (3.51) y en (3.52) los campos quedan como:

w2 A i(<pt™ e—1 0.2 ~

B(I‘zy) = —g g—pe (Cp+") <€ n 1) —2—E0 COS Yz, (355)
w? (21 juppny (€— 1) a® -

E(rzy) = —C—2 E—p‘e (CP+4) (6 T 1) EE()COS(,O(p. (356) :



Capitulo 4

Cilindro de radio arbitrario

En este capitulo se describe un formalismo riguroso para estudiar el esparcimiento
electromagnético por un cilindro infinito de radio arbitrario. El formalismo tiene como

punto de partida la construccién de vectores armonicos, los cuales constituyen una

base para escribir los campos esparcidos.

4.1. Ecuacién de Helmholtz y vectores armonicos

En la (Seccién 2.3) se mostré que las ecuaciones de Maxwell sin fuentes para
medios LIH, con dependencia arménica de los campos, se pueden escribir en el sistema

gaussiano de unidades como:
V-:E=0, .V-H=0,

VxE=i"H, VxH=-i—E.
C C

28
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Aplicando la identidad:

VxVxA=V(V-A)-VA,

se obtienen las Fcuaciones de Helmholtz para los campos electromagnéticos:

V2E + k’E = 0, V2H + k*H = 0, (4.1)

wlep
2

donde k? = . Para resolver estas ecuaciones se construye una funcién vectorial

M que satisfaga:

M=V x (cl), (4.2)

donde ¢ es un vector constante y ¥ es una funcién escalar que depende de las

coordenadas.

Observamos que la divergencia de este vector es cero, ya que la divergencia del

rotacional de cualquier vector es nulo:

vV.-M=0. _ (4.3)

Haciendo uso de la notacién vectorial de indices, se puede demostrar (Apéndice
A) que:

VM + k*M =V x [c (VZ‘II + kQ\I/)] . (4.4)

Entonces, M satisface la ecuacién de Helmholtz vectorial si ¥ es una solucién

escalar de la ecuacion de Helmholtz.

También podemos escribir M = —c x VW, lo cual muestra que M es perpendicular
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a cC.

Después se construye a partir de M otra funcion vectorial:

(4.5)

también con divergencia cero, que ademds satisface la ecuacién de Helmholtz

vectorial:

V2N + k’N = 0. (4.6)

También tenemos que:

V x N = kM. | (4.7)

Por lo tanto, M y IN, ambos tienen todas las propiedades requeridas de los campos
electromagnéticos: satisfacen la ecuacion de Helmholtz en forma vectorial, tienen
divergencia cero, el rotaciona..l de M es proporcional a N y el rotacional de N es
proporcional a M. A la funcién ¥ se le llama funcidn generadora de los vectores

armdnicos M y N. La eleccién de funciones generadoras estd dictada por la simetria

del problema.

4.2. Vectores armodnicos en coordenadas cilindric-

as

Dado que en nuestro caso nos interesa estudiar el esparcimiento electromagnético
en un cilindro infinito, el punto de partida serd la ecuacién de Helmholtz en forma

escalar (Seccién 4.1) representada en coordenadas cilindricas:
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10 [ oV 1020 9%V
—— | p == Ko = 0. 4.8
»Op (”ap) Ao o T (48)
Resolviendo (4.8), por separacién de variables:
U (p, 0, 2) = Zn(u)e™e™, (4.9)

donde u = pVk*—h? y Z, es una solucién de la ecuacién de Bessel [6]. Las
soluciones linealmente Z, son las funciones de Bessel de primera (Jn) y segunda
especie (Y,,) de orden entero n. h es una constante de separacion la cual en nuestro
caso estara definida por el campo incidente y la necesidad de satisfacer las condiciones
de frontera entre el cilindro y el medio.

Luego se consideraran los vectores arménicos generados por la solucién de la ecuacién

(4.8) tomando ¢ = é;.

M, =V x (£¥,), . (4.10)
) _
Ny =2V x M, , (4.11)

Desarrollando en forma de componentes:

M, = Vk2 — k2 (mz"—(“)a. — ¥, (u)é;) glineths) (4.12)
U

u

JVEZ — |2 , , )
N, = vk B " h <ith(u)€r - fmZ"(”)aa + Vk? — h?Zn(u)a) enetha) - (4.13)
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e Kesp

Figura 4.1: Créfica de un cilindro incidido por una onda plana

Se puede demostrar que los vectores arménicos son ortogonales de la forma:

27 2m 27
M, Midp= | N, Nydp= | M, Nids=0, = (414)
0 0 . 0 :

con n # m.

4.3. Casos de polarizacion

Ahora se considerard la incidencia de una onda plana homogénea E;,,. = Eget®ine™|
en un cilindro infinito de radio a, propagindose en una direccién arbitraria €j,c =

— sin (@, — cos (€,, donde ( es el 4ngulo entre la onda incidente y el eje del cilindro

(Figura 4.2).
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A continuacion se analizaran de manera independiente las dos posibles polariza-
ciones ortogonales:
Caso I: Campo eléctrico incidente paralelo al plano X-Z.

En este caso el campo eléctrico incidente puede escribirse como:
Ein. = Ep (sin (€, — cos (e,) e~ ik(psin {cosp+zcos()

El primer paso es hacer el desarrollo de E; en funcion de los vectores M,, y N,,.
Para que la expansién sea finita en p = 0 debemos excluir las funciones de Bessel de
segunda especie (Y,) de (4.9), también de la forma de E; se puede ver que h debe ser

—Fk cos (. Entonces la expansion de E; en funcién de los vectores arménicos es:

Eine= > [A,,M;” +B,,N§}>], (4.15)

n=-00
donde los vectores arménicos son generados por ¥,, = J, (kpsin ()e¥e~tkzcos¢,
Para determinar los coeficientes A, y By, se utilizan las condiciones de ortogo-

nalidad de los vectores arménicos (4.14). Con lo cual se muestra que:

Eo(—i)"

ksin¢ ’

A,=0, B,=

por lo tanto, la expansiéon de el campo eléctrico y magnético incidente es:

o0 —ik 00
Einc‘: Z EnNgll)y Hinc= uj#c Z EnMgll)a (416)

n=—oo n=-—oo
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donde E, = Ey(-1)
ksin¢

Para satisfacer las condiciones de continuidad (2.40)-(2.41), para todos los valores

de z, en la frontera del cilindro, la constante de separacion & en la funcién que genera

M y N dentro del cilindro también debe ser —k cos (. Entonces la funcién generadora
para los campos dentro del cilindro (E;, H,) es U,, = J,(kpy/m?2 — cos? ()eimPei=cos¢,

donde m es el indice de refraccién del cilindro.

Las correspondientes desarrollos son:

- i By [g:M + LN (4.17)

" n=—o0

H, = ::c Z By [9.N$) + fuM)] .

n=—oo

Existen otras soluciones independientes que cumplen con la parte radial de (4.8)
y estas son las funciones de Hankel [6],'las cuales expresan mejor las ondas salientes
y tienen un desarrollo asint6tico bien comportado. Los campos esparcidos pueden

escribirse de la siguiente manera:

B, - Z E[ N® 4 iq M(z)] ' (4.18)
H,,, — Z.I.,C Z E, [b,I,M,(,Z)‘f‘iaLNflz)]’ (4.19)

1 s 1 . 3 —ik
donde la funcién generadora de los vectores arménicos es ¥ = Hy )(kp gin()e'rpetecoss,

Si aplicamos las condiciones (2.40)-(2.41) en p = a, obtenemos los coeficientes del
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campo esparcido:

Cn‘/n - BnDn
Qny = m, (4.20)

I/Vn-Bn + 40, Cn

(B = — e Y 2
L AT a)
62
D, = ncos C’?Jn( )H(l)(g) (77_ - 1)
By=¢ [mﬁw (1)1 (€) AGIE

Cpn = ncos(ndy, (n) Jn(& < 1) (4.22)

Vio= € [m®€,(HD(€) - nIn(m)HS (€)

Wa = i€ [nJu(m)H (€) = &4, (n) B ¢

J
@

donde § = zsin¢, n = zy/m? —cos?(, = ka y con p = p;. De las relaciones

para las funciones de Bessel J_,, = (—1)"J, y Y_, = (—1)"Y, se obtiene que:
al,=-al, b,=0l dof=0. (4.23)

Caso II: Campo eléctrico incidente perpendicular al plano X-Z.

En este caso el campo eléctrico incidente puede escribirse como:
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_ -~ _—ik(psin ( cos ¢+ 2z cos
Eine = Eoeye (psin(cosd <)
. Procediendo en forma andloga al Caso I tenemos que el campo eléctrico esparcido
g p I
es:

Eep= Y E, [m,’jMff) +b,’,’N£,2>}, (4.24)

n=—oc

quedando los coeficientes de la siguiente manera:

AuV, — iCoD
. Eabu—inly :
= TWV, D2 (425}
W + A,D,
gl = —j&aWnt AnDn (4.26)

WoV, +1D2

con

An =€ [€,(n)n(€) = nIn(m)T1(6)] (4.27)

Usando las relaciones para las funciones de Bessel se obtiene que:

o_ 11 Il _ gl
al, =a,, b, =-b,

bl = 0. (4.28)

4.3.1. Polarizacién o Modo s

Si tomamos el dngulo de polarizacién (¢) que sea (90°) el problema general se
reduce a un caso particular llamado Montaje cldsico. Para el caso I con luz incidente
normal al cilindro (¢ = 90°) se reduce al modo de polarizacién s. Se puede ver que

para este dngulo, de las ecuaciones (4.22) el cos¢ de D,, y C,, se anula por lo que los
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coeficientes a’, son cero, también se puede demostrar que b/ se puede reescribir como:

Jo(ma)J,(z) — md, (mz)J,(z) (4.20)
Jn(mz)HY (z) — mJ,'l(mz)H,(ll)(x)' '

bL(¢ = 90°) =

4.3.2. Polarizacién o Modo p

Para el caso II con luz incidente normal al cilindro se reduce al modo de polar-
izacion p. Para este modo los coeficientes b/ se anulan y los coeficientes al! se pueden
reescribir como:

mJ, (z)Jn(mz) — Jo(z)J, (mz) ,
mdn(ma)HY (z) — J. (mz)HO (z) (4.30)

a,'(¢=90°) =



Capitulo 5

Eficiencia y radiacion esparcida

En este Capl'tulo ilustramos la teoria desarrollada en los Cap;'tulos 3y 4 a través
del flujo de potencia esparcida, matematicamente representado por el vector de Poynt-
ing. Si bien la teoria de Mie presentada en el Capitulo 4 es vél.ida. para condiciones
generales de iﬁcidencia, en los ejemplos del presente Capitulo se utilizé el montaje
clésico, correspondiente a‘los modos fundamentales de polarizacién s y p. Para los
calculos se tuvo en cuenta la dispersion del medio material respecto a variaciones
de la longitud de onda incidente. Se muestran curvas de eficiencia y del coeficiente
diferencial de e'.sparcimiento para la Ag y el H,O. Se comparan resultados a partir de
la teorfa de Mie (TM) y la aproximacién dipolar (AP) valida para radios pequeros.
Para el caso dé la Ag, se comparan las resonancias que aparecen en las curvas de

eficiencia con las que aparecen en las curvas de dispersién del material.

38
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5.1. Eficiencia esparcida

Para estudiar la potencia total esparcida por una particula de tamano finito se

calcula el promedio temporal del flujo del vector de Poynting a través de una superficie

A que encierra a dicha particula:

Wi = jf < §> AdA. (5.1)
A

Para que la expresion 5.1 represente la potencia irradiada por la particula, entre
la superficie de la misma y la superficie 4, donde se calcula el flujo del vector de
Poynting, debe haber un medio no absorbente. En el caso particular que tengamos una
particula cilindrica de longitud L y radio a la cantidad Wesp/ L puede ser dproximada
a la potencia esparcida por unidad de longitud de un cilindro infinito, en la medida
que se satisfaga la condicién a/L << 1.

Una de las cantidades que suele utilizarse para describir procesos de esparcimiento
por particulas es la eficiencia Qesp-definida como:

Wesn
Qesp = 75— (5.2)

inc
donde W, es la potencia incidente sobre la seccién transversal de la pafticula. Para
un cilindro infinito W, se define como la potencia esparcida a través de una superﬁéie
cilindrica de radio R y longitud L y W;,. es la potencia incidente sobre una superﬁcie

rectangular (L al k;,.).de lados 2a y L, ver Fig. 5.1. Por lo tanto la integral 5.1 nos

queda como:

27
I/Vesp = RLA (Sesp)dePa (53)
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I

Figura 5.1: Esquema de esparcimiento

donde (Sesp), €s la componente radial del promedio temporal del vector de Poynt-

ing esparcido. Andlogamente podemos escribir para la potencia incidente:

. 2a ‘
I'Vinc = L/ '(Sinc)dy = 2aL(Sz‘nc)7 (54)
_Jo

donde de acuerdo a (2.38) Sin. = (c/87)|Eo|?. Utilizando los desarrollos (4.18) y (4.24)
para los campos esparcidos, la expresion (2.38) y las relaciones de ortogonalidad (4.14)

que satisfacen los vectores arménicos podemos escribir:

(@2
(&7
N—r

2 ad
L= [lbél?+2z<|b,ﬁx?+;az )|, 6.

n=1
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para el Caso I de polarizacién (ver seccién 4.3) y

|a0’;2 + 22 a2+ 1b1712) | (5.6)

n=1

esp =

para el Caso II de polarizacién (ver seccién 4.3).

Para el montaje cldsico de polarizacién la eficiencia esparcida se puede expresar

de manera mas compacta como:

esp ,:ILOIZ +2 Z lCUIQ} (57)

donde si ¥ = s tenemos ¢® = bl correspondiente al modo sy si ¥ = p tenemos ck = a’ J
n n

correspondiente al modo p.

5.2. Coeficiente diferencial de esparcimiento

En muchas aplicaciones donde se estudia el esparcimiento electromagnético por
particulas es 1til conocer la distribuciéon angular del flujo de energia irradiada. Una
cantidad representativa para dicho flujo es lo que se denomina como coeficiente difer-

encial de esparcimiento ¢ (), al cual podemos definir como la eficiencia por unidad

de radian esparcida entre ¢ y ¢ +.d<,9:

2
= fo ¢ (o). (5.8)
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Identificando el integrando de (5.8) como ¢"(p) = RL(SY,,)p/Wine, se obtiene:

2

|c5 +2X2, ccos mp[
= : 5.9
wka (5.9)

7’ ()

5.3. Calculo para radios pequenos

En los ejemplos de radios pequenos utilizaremos solamente el modo de polarizacion
p compatible con la Fig.3.1. De acuerdo con el promedio temporal del vector de

Poynting (Ec.2.38) y los campos esparcidos en la zona de radiacién (Ecs. 3.55-3.56)

se obtiene:
cwd ||le—1]7a . .
& 8= T [ T —.—éEgsm2g0 D, (5.10)

donde la coordenada radial de cilindricas se la ha evaluado en p = R. Poniendo esta

ultima expresién en (5.1) obtenemos:

¢ [w¥|le—1]%at
WP = RLr— | — || =EB2]. 5.11
esp "6 [03 et1|| RO ()
Por lo tanto, usando la Ec. 5.2 tenemos:
2363 |le — 1|2

g == (5.12)

£ 4 e+1

Para el coeficiente diferencial de esparcimiento nos queda:
7k3ad |le — 1]

Qop = | P cos? . (5.13)
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5.4. Resultados

En esta seccién se presentan resultados para la plata y el agua. En primera in-
stancia se tomaron radios arbitrarios y posteriormente radios pequenos para poder
comparar con los resultados de la AP del Capitulo III. Para calcular las eficiencias y
el coeficiente diferencial de esparcimiento se elaboré un programa en FORTRAN 90.
Para todas las curvas que se muestran en esta seccién se tuvo en cuenta la dispersion
del medio, en el caso de los metales los resultados estédn basados en los datos de [10],
mientras que en el caso del agua se utilizaron los datos que aparecen en [9]. En ambos
casos se implementaron las subrutinas de cdlculo denominadas Spline, para realizar
interpolaciones en las longitudes de onda [11]. Las funciones de Bessel y Hankel fﬁeron
generadas a partir de una subrutina llamada Zamos cuyo autor es Donald E. Amos
del Sandia National Laboratories. Estas subrutinas estdn disehadas para evaluar la
funciones de Hankel o Bessel, atin cuando se tiene argumentos complejos como es el
caso de los materiales abso'rbentes. En las Figs. 5.2, 5.3 y 5.4 se grafican curvas de la
eficiencia en funcién de la longitud de onda incidente para el modo de polarizacién p
y para distintos radios de un cilindro de Ag. En la Fig. 5l.2 se puede observa.f que a
medida que aumenta el radio del cilindro las eficiencias también aumentan para las
longitudes de onda mayores. Todas las curvas presentan abruptas variaciones para
un rango de longitudes de onda de A ~ 0.3um a A ~ 0:4pm. Se pueden observar
pequeiios picos en A ~ 0.58m.

Si continuamos aumentando el radio del cilindro, como se muestra en la Fig. 5.3
vemos que las eficiencias tienen un comportamiento oscilatorio y se empiezan a borrar
los picos que estan situados en A ~ 0.58um.

La Fig. 5.4 corresponde a radios muy pequefios comparados con la longitud de
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onda incidente. En dicho gréfico se pueden observar picos de resonancia bien definidos

para los 3 radios en \ = 0.34ym.

Ag

esp

N 0 T v T L T L =0

03 0.6
A[um]

Figura 5.2: Eficiencia esparcida en el modo p -

esp

QP

0.0 0. 6 0.9 1.2

3 0.
Afum]

Figura 5.3: Eficiencia esparcida en el modo p
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0 T T T T T nl
0.0 0.3 0.6 0.9 1.2
Afum]

Figura 5.4: Eficiencia esparcida en el modo p

La Fig. 5.5 es la andloga de la Fig. 5.4 pero para el modo s de polarizacién, en lugar
de los picos que tenfamos para el modo de polarizacién p tenemos valles ubicados en
aproximadamente las mismas posiciones. Siguiendo con polarizacién s, en la Fig.5.6

se muestra que al aumentar el tamafo de los radios se mantienen los mismos valles.

esp

QS

Y ' 0.‘6 DYQ
Alum]

Figura 5.5: Eficiencia esparcida en el modo s
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— Radio=.1um
— Radio=.2um
—— Radio=.3um
Radio=.4um
——— Radio=.5um
Ay =.3181um

03 06 0.9
Alpm]

Figura 5.6: Eficiencia esparcida en el modo s

En la Fig. 5.7, utilizando la TM (Ec. 5.7) y la AD (Ec. 5.12), se comparan las
eficiencias de un cilindro de radio pequefio con valores de a/A <0.05. El ajuste entre

ambas curvas es muy bueno, sélo difieren en un 5% para la zona de la resonancia.

0.10 4

esp

0.05 4

Q@

0.00

T T — 2
0.3 0.6 0.9

Alum]

Figura 5.7: Comparacién entre la teorfa de Mie (TM) y la aproximacién dipolar (AD)
para radios pequernos.
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En la Fig. 5.8, por medio de las Ecs. 5.9 y 5.13, se muestra el patron angular de
esparcimiento en un cilindro de radio chico correspondiente al pico de resonancia de
la Fig. 5.4, se puede observar que existe una muy buena coincidencia entre la teoria de
Mie y la aproximacién dipolar para radios chicos. De esta figura también se observa
el patrén caracteristico de radiacién correspondiente al momento dipolar, de acuerdo
a lo desarrollado en el Capitulo 3. En la Fig. 5.9 se observa que si disminuimos el
valor del radio se tiene una mayor coincidencia entre los dos métodos. Dado que,
para esta grafica, la longitud de onda se encuentra fuera de la zona de resonancia, se
puede observar una caida significativa de la magnitud del coeficiente diferencial de

- esparcimiento respecto de la Fig. 5.8.
En Fig. 5.10 se 'muestré para el modo s, el patron angular correspondiente al

primer valle de graficos de la Fig. 5.5.

%0 Ag
0.04 — T a=.005um
2=.3364um
—AD
0.02-] —TM
o 000180 [ - \\ 0

0.02

N

270

0.04 J

Figura 5.8: Coeficiente diferencial de esparcimiento en el modo p
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90
= ¥ s

=
0.0003 e
0.0002 -
0.0001 -
‘o
0.0000 -{ 180
0.0001 -|

0.0002 4

0.0003 -{

\‘ 1 =
270

Figura 5.9: Coeficiente diferencial de esparcimiento en el modo p

80 Ag A=.3181um
0.0010 ——a=.01pm

0.0008 -

0.0006 —
0.0004
0.0002 -
0.0000 - 180
0.0002
0.0004
0.0006

0.0008

D.OCH(!—J

270

Figura 5.10: Coeficiente diferencial de esparcimiento en el modo s

En las Figs. 5.11 y 5.12 se ejemplifican resultados suponiendo como medio material
el agua y ambos modos de polarizacién. Se puede observar un decaimiento del orden
de 1/)X? para radios chicos (ver Fig. 5.11) a diferencia de la Ag para el mismo radio

(Fig. 5.2, a =0.1pm). Por otro lado a medida que se incrementa el radio empiezan a
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aparecer oscilaciones que se hacen més notorias para el modo de polarizacién p (Fig.

5.12).

modo s
3 — modo p

o

14
04

0.0 0’8 }\.['le] 14l5 2?4

Figura 5.11: Eficiencia esparcida
H,0 :
modo s
44 a=0.5um modo p
3]
o \

2
1

00 o8 Mum] s 24

Figura 5.12: Eficiencia esparcida

En la Fig. 5.13 se compara las longitudes de onda para las cuales la. absorcién

(parte imaginaria del indice de refraccién) es minima en la plata, con los puntos
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maximos y minimos de los dos modos de polarizacién . Para el modo s se muestra
que los minimos en eficiencia corresponden a minimos en la absorcién. Para el modo

p el minimo en la eficiencia se corresponde con el minimo de la absorcién y el maximo

de la eficiencia con el otro minimo de la absorcion.
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esp

QP

Im(n)

%.,=.3196 pm

A,=.5776 =
2 b 1 Spline de Ag

T T . ;
0.3 0.6 0.9
Afum]
Modo p
A,=3181 um R=.1um
%,=.5763 pm '
03 ' 0.6 o
; ] .9
A[um] ]
A,=3181 pm

Afum]

Figura 5.13: Resonancias del material.

ol

En la Fig. 5.14, modo p en la Ag, se comparé el valor de la longitud de onda
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para el cual tenemos el maximo valor en la eficiencia, con el valor correspondiente
a esta longitud de onda, en la parte real e imaginaria de la funcién dieléctrica del
material. Se observa que para A =~ 0.3364um nos queda un € &~ —1, valor que produce

un maximo en la Ec. 5.12.

v
04
A,=3364 pm—>Re(e)=-1.01
-5
o -10+
o
o
-154 =
Spline de Ag
-20
-25 T - T d
0.3 A [pm] 0.6 0.9
4 4
©
E %
= A,=.3364 pm—>Im(e)=.281
u T T 1
0.3 % [um) 0.6 0.9
“ 2
0.6+ 1
044 A,=3364 pm
o

0.2 Modo p
\} Refym |
0.0 1

% [pm]

Figura 5.14: Resonancias del material.



Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo se desarroll un formalismo de esparcimiento electrmnagﬁético,
valido para la zona de radiacién, es decir en donde el punto de observacién R es
mucho mayor que la longitud de onda incidente A, que a su vez es mucho mayor
que el tamafo caracteristico del sistema, en nuestro caso el radio del cilindro a, es
decir: (a << A << R). Vale la pena observar que pese a que el formalismo es para
resolver problemas de geometrias bidimensionales, sus apariciones bibliograficas son
menos frecuentes que' el problema .3-D del esparcimiento por una esfera homogénea.
Los resultados se ilustraron p“ara el modo de polarizacién p. El formalismo para radios
pequenos se compar6 con la teoria de Mie vélida para radios arbitrarios. Con este
proposito se reprodujeron los célculos de la teorfa de Mie que aparecen en el Bohren
and Huffman (7] por medio de la implementacién de cédigos en FORTRAN 90.

Se tiene que los resultados obtenidos para el modo p son los caracteristicos de un
dipolo irradiando.

Cabe destacar que la distribucién angular asi como la eficiencia esparcida para

la zona de radiacién y la distribucién dada por la teoria de Mie eran iguales en la

53
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medida que el radio del cilindro iba decreciendo, esto nos dice que para radios muy
chicos, el problema del cilindro infinito puede ser reemplazado por el problema de una
distribucién de dipolos por unidad de longitud a lo largo del eje z. Sin embargo para la
zona de radiacién, en la medida que crece el radio del cilindro, la eficiencia esparcida
diverge para valores de la longitud de onda que se acercan al limite: |[e(\) + 1||* — 0.

Para radios chicos se observé que los picos de resonancia corresponden a longitudes
de onda que producen una singularidad en la Ec. 5.12, esto es ¢(\) &~ —1.

En los gréificos de radios arbitrarios se puede ver que a medida que aumenta el
radio del cilindro, en la zona de mayores longitudes de onda, la eficiencia esparcida
también aumenta lentamente (Fig. 5.2).-

En la Fig. 5.14 se muestra que en A =.3364um, la parte Re(e) toma un valor
cercano a —1 y la parte Im(¢) es muy chica, por lo que produce la mayor resonancia
en este cilindro de plata.

De la Fig. 5.13 podemos concluir qﬁe los valles en el modo s estdn relacionados con
valles en la absorcion, asi como el primer valle en el modo p y su segunda resonancia.

En resumen se compar6 la teorfa de Mie con nuestro desarrollo en la zona de
radiacién. Se identificaron las .Iongitudes de onda para las cuales el sistema responde
con resonancias y valles en la plata, ademés se les dio una interpretacion fisica, gracias
al desarrollo en la zona de radiacién y a un analisis de la variacién de la longitud de

onda con la variacién del medio material.
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Apéndice A

Demostracion de funcion

~generadora

Trabajando la componente i-ésima solamente

VM + E*M[;= 0

0 0

M.+ kM =
8z, Bs; 1+ k°M; =0
M=V x (¢C)

0
A’[i = Eilmé;l (wcm)

por ser C un vector constante sus derivadas son cero entonces tenemos:

L
M; = i mCm—
! i 83}1
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APENDICE A. DEMOSTRACION DE FUNCION GENERADORA

0 9 e (20 ) o O
Oz; 0z; i+ = <é7.rj Oz; -k ) E'lmcmaml

5}
= Cilma_ml [(v2¢ + kz?ﬁ) Cm]

=V x [(V%+k*)C][;
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Apéndice B

Energia en la frontera

Consideremos una superficie A con un vector normal 7, la cual separa una region

1y 2 (Figura B).

Figura B.1: Superficie cerrada separando regiones 1y 2

El cambio al cual la energia electromagnética es transferida a través de una su-

perficie cerrada cerca de A (2.35), en la region 1 es:

/Sl-ﬁdA:/ﬁ-(El % H, ) dA. (B.1)
A A
Similarmente, el cambio de energia electromagnética a través de una superficie
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cerrada cerca de A en a region 2 es:

/ S5 - P = / A+ (Es x Hy) dA. (B.2)
A A

Si las condiciones de frontera son impuestas (Ecs. 2.40-2.41), entonces Ey x 7i =

E; x 7, Hy x 7 = H; x 7, y las integrales (B.1) y (B.2) pueden ser reescritas:

/Sl-ﬁdAz/Hl-(ﬁxEl)dAz/Hl-(ﬁng)dA,
A A A

/Sg-ﬁdA:/Ez-(Hzxﬁ)dA:/Hl-(ﬁsz)dA,
A A A

Por lo tanto no hay fuentes ni sumideros de la energfa electromagnética en A:

A A

Entonces el requerimiento que la componente tangencial de el campo electro-
magnético sea continua a través de la superficie es suficiente condicién para la con-

servacién de energia de dicha superficie.



Apéndice C

Helmholtz en coordenadas

cilindricas

En el siguiente apéndice se resolvers la ecuacién de Helmholtz en coordenadas

cilindricas (4.8) por el método de separacion de variables. La ecuacién de Helmholtz

en coordenadas cilindricas es:

10 [ 0V 1?0 0w :

Por el método de separacién de variables proponemos que V¥ sea de la forma:

U(p,6,2) = R(p)(¢)Z(2),

sustituyendo en (4.8) se obtiene:

61



APENDICE C. HELMHOLTZ EN COORDENADAS CILINDRICAS 62

10 [ OR(p) . 1 0°®(9) b\, 0°Z(2) 2 _
2o (P52 ) oo 264 5 R+ T2 RO RGO Z() =
(C.2)
dividiendo entre R(p)®(¢)Z(z) y despejando R(p) y ®(¢):
L (5)  12e #2(2)
pop dp i p?  0¢? Y (C.3)
R(p) o(0) Z(z) '

Como 7, ¢ y z son variables independientes la tnica forma que se cumpla (C.3) es

que ambos lados de la igualdad sean igual a una constante (constante de separacion)

digamos h?, es decir:

12 (280 100 22(2)
pOp dp p*  0¢? 22 022
T B T R 75 e

~Separando ambas ecuaciones, se obtiene para la parte en z

822(z)

Sl 4 Z() =0, " (C5)

que es la conocida ecuacién diferencial de euler cuya solucién es de la forma Z(z) =
eihz + e—ihz

Para la parte de p y ¢ se obtiene:

9 ( OR(p) ()
p=
Bp( 5/)) J¢? 2 p2y _

Rt g T k) =0, (C.6)

proponiendo el cambio de variable u = py/k? — h? y proponiendo otra constante
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de separacién (n), la ecuacion se puede reescribir como:

9 ( OR(u) 92®(¢)
“ou (u u ) Tl =n?= _3—¢2_
R(u) o(¢)

De aqui obtenemos otras dos ecuaciones:

9*2(¢)

9¢* 2%( ) —
() +n°®(p) =0

, cuya solucién también es de la forma ®(¢) = e™¢ + e~"9,

" Para la parte radial la ecuacién es:

uagu (ua};;u)) + (u? - 1'12)R(u) =),
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(C.7)

(C.9)

esta ecuacion es la ecuacién diferencial de Bessel, cuya soluciones independientes

son las funciones de Bessel de primera y segunda especie, J, y Y, de orden entero n.

Finalmente juntando las soluciones p,¢ y z obtenemos:

\Ilﬂ (/), ¢a Z) . Zn (u)eind)eihz,

(C.10)

donde u = pvk? — h®>,n = 0,4/ — 1, ..., h sin restricciones y Z, es una solucién

de la ecuacién diferencial de Bessel.



